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摘   要：有限脉冲响应(FIR)滤波器是无线通信研究中多载波调制系统的主要组成单元。针对有限字长效应导致

FIR滤波器性能下降问题，该文提出一种FIR滤波器格型结构改善因量化导致的滤波器系数误差，即降低系数灵

敏度，利用状态空间结构表示相应改进格型结构系数，并推导分析其系数灵敏度表达式。仿真实例验证理论推导

结果，即改进格型结构系数灵敏度与采样周期相关。与传统格型结构相比，在量化字长和采样周期约束下，改进

格型结构频响特性曲线更接近理想频响特性曲线，系数灵敏度更小，抗有限字长效应能力更好。
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Abstract: Finite Impulse Response(FIR) filter is the main component of multi-carrier modulation system in

wireless communication research. Considering the problem of FIR filter performance degradation caused by the

finite word length effect, an FIR filter lattice structure is proposed to optimize the filter coefficient error caused

by quantization, that is, to reduce the coefficient sensitivity. The state space structure is used to express the

corresponding improved lattice structure coefficients, and the coefficient sensitivity expression is derived and

analyzed. The simulation results show that the sensitivity of the improved lattice structure coefficient is related

to the sampling period. Compared with the traditional lattice structure, under the constraints of quantization

word length and sampling period, the frequency response characteristic curve of the improved lattice structure

is closer to the ideal frequency response characteristic curve, the coefficient sensitivity is smaller, and the ability

of resisting finite word length effect is better.

Key words: Finite Impulse Response(FIR)filter; Finite word length; Lattice structure; State space; Coefficient
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1    引言

未来无线通信系统因其复杂性、多样化面临诸

多挑战。由于正交频分复用(Orthogonal Fre-

quency Division Multiplexing, OFDM)已无法满足

未来无线通信要求，因此其他多载波调制候选方案

在学术界得到广泛研究，如滤波器组多载波调制

(Filter Bank Multi-Carrier, FBMC)、子带滤波的

正交频分复用(Filtered Orthogonal Frequency Di-

vision Multiplexing, F-OFDM)等。其中的原型滤

波器即有限脉冲响应(Finite Impulse Response,

FIR)滤波器，是多载波调制系统中合成和分析滤
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波器的主要组成部分[1]。FIR滤波器有稳定性好、

实现复杂度低和容易实现线性相位等特点，但在无

限精度下设计的FIR原型滤波器直接应用于实际系

统，会使得系统性能与理论结果存在偏差，这主要

是有限字长(Finite Word Length, FWL)效应造成

的，FWL效应使得FIR滤波器实际零点位置与理论

发生偏离 [2]，如图1所示，当量化字长Bc=16 bit

时，FIR滤波器理想零点分布和实际零点分布。

FWL效应引入滤波器系数误差和舍入噪声[3,4]，其

中滤波器系数误差用灵敏度衡量。
 

 
图 1 15阶FIR滤波器零点分布

 

目前通过优化灵敏度，即降低滤波器系数误差

改善FWL效应主要从优化滤波器系数与改进滤波

器实现结构两方面展开。从优化滤波器系数方面，

文献[5–8]提出滤波器正交状态空间实现稀疏化，使

滤波器系数矩阵元素尽可能为平凡参数(0, ±1)，
降低滤波器系数误差，提高对FWL效应的抵抗能

力，但此类方法在迭代时对目标函数和约束条件有

限制。从改进滤波器实现结构方面，与滤波器直接

型结构和级联型结构相比，格型结构对FWL效应

有更好的鲁棒性[9]。文献[10]和文献[11]分别提出注

入式格型结构和抽头式格型结构，但上述两种结构

系数固定，无法对其结构优化。因此文献[12]将注

入式格型结构中自由参数，即注入系数，与抽头式

格型结构结合，得到混合结构的滤波器系数灵敏度

要优于前两者。文献[13]在文献[12]的基础上引入另

一组自由参数，并利用基于穷举法和遗传算法的混

合算法对自由参数优化，得到系数灵敏度较好的混

合格型结构。

以上改进滤波器格型结构方法都基于无限脉冲

响应(Infinite Impulse Response, IIR)滤波器，与

IIR滤波器格型递归结构不同，FIR滤波器格型结

构是非递归的，因此上述方法不能直接用于改进

FIR滤波器格型结构。因格型结构对量化误差不敏

感[14]，目前基于FIR滤波器格型结构优化较少考虑

因量化带来的滤波器系数误差对滤波器性能的影

响，但随着未来无线通信网络向超低延迟、高频谱

效率、高传输速率和业务多样性发展[15]，对滤波器

设计也提出更高要求。因此本文从改进FIR滤波器

格型结构优化滤波器系数误差方向展开，提出一种

改进FIR滤波器格型结构。首先给出改进FIR滤波

器格型结构及其传输函数表达式，然后推导出

FIR滤波器格型结构状态空间实现参数表示及状态

空间实现结构系数灵敏度公式并对其理论分析，最

后通过仿真实例对比分析不同采样周期和量化字长

约束下传统格型结构与改进格型结构的频响特性和

系数灵敏度并给出相应结论。 

2    改进FIR滤波器格型结构

N阶FIR滤波器格型结构传输函数为

H(z) =

N∑
i=0

γiz
−i

η0 +

N∑
j=1

ηjz
−i

=
γ0 + γ1z

−1 + ...+ γN−1z
−(N−1) + γNz−N

η0 + η1z−1 + ...+ ηN−1z−(N−1) + ηNz−N

(1)

γi (i = 0, 1, ..., N)

ηi (i = 0, 1, ..., N)

η0 = 1 ηj = 0 (j = 1, 2, ..., N)

其中， 为滤波器传输函数分子系

数， 为滤波器传输函数分母系

数，其中 ， 。

qi+1 (n)

qi (n) xi (n)

i = 1, 2, ..., N Ts

改进格型结构单元如图2所示。其中 和

分别为输入和输出， 为状态变量，

， 为采样周期，根据图2得到

ρ−1 △
=

Ts

z − 1
(2)

 

 
图 2 改进格型结构单元

 

u (n) y (n)

得到改进格型滤波器结构如图3所示，图3中
和 为滤波器输入和输出，基于新结构的传

输函数为

H (ρ) =

N∑
i=0

βiρ
−i

α0 +

N∑
i=1

αiρ
−i

=
β0 + β1ρ

−1 + ...+ βN−1ρ
−(N−1) + βNρ−N

α0 + α1ρ−1 + ...+ αN−1ρ−(N−1) + αNρ−N

(3)

第 2期 庄  陵等：一种有限脉冲响应滤波器格型结构优化方法及灵敏度分析 687



αi (i = 0, 2, ..., N)

βi (i = 0, 1, ..., N)

α0=1

其中， 为改进格型结构传输函数

分母系数， 为改进格型结构传输

函数分子系数，其中 。

H (z) H (ρ)则 与 之间的系数关系为

[β0β1
...βN ]

T
=M [γ0γ1...γN ]

T

[α0α1
...αN ]

T
=M [η0η1...ηN ]

T

}
(4)

其中

M =
m11 0 ... 0 0
m21 m22

... 0 0
...

...
. . .

...
...

mN,1 mN,2
... mN,N 0

mN+1,1 mN+1,2
... mN+1,N mN+1,N+1

 ,

mij = Ci−j
N+1−jT

−(i−1), i ≥ j;Ci
m =

m!

(m− i)!i!
(5)

 

3    改进格型结构状态空间表示及相应灵敏度
 

3.1  状态空间实现

(Aρ,Bρ,Cρ, Dρ)

将改进格型结构传输函数状态空间实现

表述为

Xn+1 (z) = AρXn (z) +BρU (z)

Y (z) = CρXn (z) +DρU (z)

}
(6)

X (z) Aρ ∈ RN×N ,Bρ ∈ RN×1,

Cρ ∈ R1×N , Dρ ∈ R

其中， 为状态矢量；

均为系数矩阵，且满足

H (ρ) = Dρ +Cρ(ρIρ −Aρ)
−1

Bρ (7)

Iρ N

(Aρ,Bρ,Cρ, Dρ)

其中， 为 维单位矩阵。根据式(3)和式(7)得到

改进格型结构状态空间实现 为

Aρ =
Ts

z − 1


1
k1k2 1
k1k3 k2k3 1
...
k1kN k2kN ... kN−1kN 1

 ,

Bρ =
Ts

z − 1


k1
k2
k3
...

kN

 ,CT
ρ=


k1
k2
k3
...

kN

 , Dρ = 1 (8)

 

3.2  灵敏度表达式理论推导与分析

Γτ
∆
= {υk}

υ∗
k υk

∆υk υ∗
k = υk +∆υk

H∗ (ρ)

H (ρ) ∆H (ρ) = H (ρ)−
H∗ (ρ)

将F I R滤波器格型结构系数集合定义为

。滤波器硬件实现时，由于二进制编码字

长有限性，使得实际参数 与理想参数 之间存在

量化误差 ，即满足 。因此，

FIR滤波器实际传输函数 和理想传输函数

之间也存在偏差，即满足

，根据泰勒展开式可近似得到

∆H (ρ) = H (ρ)−H∗ (ρ)

≈
∑

υk∈Γυ

∂H (ρ)

∂υk
∆υk (9)

∂H (ρ)/∂υk k

υk

其中，  是滤波器传输函数对第 参数

的灵敏度函数，即

Sυk
(ρ)=

∂H (ρ)

∂υk
(10)

∆υk

σ2
c ∆H (ρ) ω

在有限字长分析中，参数量化误差 通常被

视为统计独立的随机变量，即均值为0，方差为

的高斯白噪声。则偏差量 在频率点 上的

方差为

ξ2 (ω) = E
[∣∣∆H

(
ejω
)∣∣2]

=
∑

υk∈Γυ,∀k

∣∣Sυk

(
ejω
)∣∣2σ2

c (11)

ξ2 (ω) ω [0, 2π]是关于频率 的函数，计算频率 范

围内偏差

1

2π

2π∫
0

ξ2 (ω) dω =Mσ2
c (12)

M H (ρ) υ其中， 为滤波器传递函数 关于参数 的灵敏度

M=
∑

υk∈Γυ,∀k

∥Sυk
(ρ)∥22 (13)

∥Sυk
(ρ)∥2 Sυk

(ρ)其中， 表示 的L2-范数(L2-norm)为

∥Sυk
(ρ)∥2=

[
1

2π
2π∫
0

∣∣Sυk

(
ejω
)∣∣2dω] 1

2

(14)

(Aρ,Bρ,Cρ, Dρ)若滤波器采用状态空间实现 ，

 

 
图 3 FIR滤波器格型改进结构
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υk

H (ρ) = Dρ +Cρ(ρIρ −Aρ)
−1

Bρ

那么滤波器结构参数集合 为其中的一个子集。传

输函数 关于整个状

态空间矩阵微分分别为

SAρ
=
∂H (ρ)

∂Aρ
= G (ρ)F T (ρ)

SBρ
=
∂H (ρ)

∂Bρ
= G (ρ)

SCρ
=
∂H (ρ)

∂CT
ρ

= F (ρ)

SDρ
=
∂H (ρ)

∂Dρ
= 1


(15)

F (ρ) = (ρIρ −Aρ)
−1

Bρ,G
T (ρ) = Cρ (ρIρ−

Aρ)
−1

SX = ∂H/∂X X (i, j)

∂H/∂X (i, j)

SAρ ,SBρ ,SCρ

其中，

，是状态方程信号流图表示中的部分传递函

数， 是与 维度相同的矩阵，其第

元素为 。根据式(10)—式(15)分别定义

所有矩阵元素与频率相关的灵敏度函

数为

NAρ
(ω)=

 N∑
i=1

N∑
j=1

∣∣Saij

(
ejω
)∣∣2 1

2

NBρ
(ω)=

(
N∑
i=1

∣∣Sbi

(
ejω
)∣∣2) 1

2

NCρ
(ω)=

 N∑
j=1

∣∣Scj

(
ejω
)∣∣2 1

2



(16)

Aρ,Bρ,Cρ则根据式(13)矩阵 对应整个频率范

围的灵敏度为

MAρ
=
∥∥NAρ

(ω)
∥∥2
2

MBρ=
∥∥NBρ (ω)

∥∥2
2

MCρ
=
∥∥NCρ

(ω)
∥∥2
2

 (17)

基于L2-范数的灵敏度表达式为

lML2 =

∥∥∥∥∂H (ρ)

∂Aρ

∥∥∥∥2
2

+

∥∥∥∥∂H (ρ)

∂Bρ

∥∥∥∥2
2

+

∥∥∥∥∂H (ρ)

∂CT
ρ

∥∥∥∥2
2

+

∥∥∥∥∂H (ρ)

∂Dρ

∥∥∥∥2
2

= MAρ +MBρ +MCρ + 1

(18)

X
(
ejω
)

定义复矩阵 Frobenius范数

∥∥X (
ejω
)∥∥

F =

 N∑
i=1

N∑
j=1

∣∣X
ij

(
ejω
)∣∣2 1

2

=
{
tr
(
X
(
ejω
)
XT (e−jω))} 1

2

=
{
tr
(
XT (e−jω)X (

ejω
))} 1

2

(19)

f (n) z F (z) =
∑∞

n=0
f (n) z−n

ρ−1 f (n) ρ

离散序列 的 变换为 ,

将式(2)中 代入得到离散序列 的 变换

F (ρ) = Ts

∞∑
n=0

f (n) (1 + Tsρ)
−n

, |1 + Tsρ| > r (20)

则根据式(13)—式(20)可得

MBρ =
1

2π

2π∫
0

N∑
i=1

∣∣SBi

(
ejω
)∣∣2dω

=
1

2π

2π∫
0

GT (e−jω)G (ejω) dω
=

Ts

2πj |ρ+1/Ts|=1/Ts

∮
GT (ρ−1

)
·G (ρ) (1 + Tsρ)

−1dρ (21)

MCρ =
1

2π

2π∫
0

N∑
j=1

∣∣SCj

(
ejω
)∣∣2dω

=
1

2π

2π∫
0

F T (e−jω)F (ejω) dω
=

Ts

2πj |ρ+1/Ts|=1/Ts

∮
F T (ρ−1

)
· F (ρ) (1 + Tsρ)

−1dρ (22)

ρ−1因此根据式(2)定义的 变换有

F (ρ) = Ts

∞∑
k=0

f (k)(1 + Tsρ)
−k

G (ρ) = Ts

∞∑
k=0

g (k)(1 + Tsρ)
−k

 (23)

其中

f (k) =

{
0, k = 0

(TsAρ + I)
k−1

Bρ, k ̸= 0

g (k) =

{
0, k = 0(
TsA

T
ρ + I

)k−1
CT

ρ , k ̸= 0

 (24)

F (ρ) ,G (ρ)

MBρ ,MCρ

将式 ( 2 3 )、式 ( 2 4 )中 分别代入

中，并根据留数定理可以推导出

MBρ =

∞∑
k=0

(Tsg (k))
T
(Tsg (k))

MCρ
=

∞∑
k=0

(Tsf (k))
T
(Tsf (k))

 (25)

Bρ,Cρ对 的灵敏度函数进一步简化
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WCρ=T 2
s

∞∑
k=0

f (k)fT (k)

WBρ
=T 2

s

∞∑
k=0

g (k) gT (k)

 (26)

MBρ ,MCρ根据式(19)，可将 改写为

MBρ = tr
(
WBρ

)
,MCρ = tr

(
WCρ

)
(27)

MAρ接下来推导灵敏度 。根据式(16)—式(19)

及式(21)—式(24)

SAρ
=G (ρ)F T (ρ)

=

∞∑
n=0

Tsg (n) (1 + Tsρ)
−n

·
∞∑

m=0

Tsf
T (m) (1 + Tsρ)

−m

=T 2
s

∑
n,m≥0

g (n)fT (m) (1 + Tsρ)
−n+m

(28)

h (k)=T 2
s

∑
n+m=k

g (n)f
T
(m) SAρ =

∑∞

k=0

h (k) (1 + Tsρ)
−k

其中， ，则

，因此

MAρ =
1

2π

2π∫
0

N∑
i=1

N∑
j=1

∣∣Saij

(
ejw
)∣∣2dω

=
Ts

2πj |ρ+1/Ts|=1/Ts

∮
tr
{(

G (ρ)F T (ρ)
)

·
(
G
(
ρ−1

)
F T (ρ−1

))T}
(1 + Tsρ)

−1dρ

=tr

{
Ts

2πj |ρ+1/Ts|=1/Ts

∮ {(
G (ρ)F T (ρ)

)
·
(
G
(
ρ−1

)
F T (ρ−1

))T}
(1 + Tsρ)

−1dρ
}

=tr
(
WAρ

)
=

∞∑
k=0

h (k)hT (k) (29)

因此根据以上公式之间的转换，式(19)基于L2-
norm的状态空间实现结构系数总灵敏度公式可表

示为

ML2,ρ = tr
(
WAρ

)
+tr

(
WBρ

)
+tr

(
WCρ

)
+ 1 (30)

传统格型结构基于L2-norm的状态空间实现系

数总灵敏度公式可表示为

ML2,z =tr

[
1

2πj

∮
|z|=1

G̃ (z) F̃ T(z)F̃ (z) G̃T(z)
dz
z

]

+ tr

[
1

2πj

∮
|z|=1

G̃ (z) G̃T(z)
dz
z

]

+ tr

[
1

2πj

∮
|z|=1

F̃ (z) F̃ T(z)
dz
z

]
+1

(31)

F̃ (z) = (zI −Az)
−1

Bz, G̃ (z) =
(
zI −AT

z

)−1

CT
z

其中，

。

Ts Ts

Ts Ts

对比式(30)和式(31)可知，传统格型结构状态

空间实现系数灵敏度表达式中各参数为定值，而改

进格型结构状态空间实现系数灵敏度表达式中存在

参量 ， 值直接影响改进格型结构状态空间实现

系数灵敏度大小，而传统格型结构系数灵敏度不受

影响。接下来通过仿真实例具体分析 对改进格

型结构系数灵敏度影响。 

4    仿真实例及分析

Ts

ωp = 0.2π Hz ωs = 0.5π Hz

αs = 30 dB

以11阶低通线性相位FIR滤波器为例，分别计

算不同采样周期 下传统格型结构和改进格型结构

系数灵敏度，并比较频响特性在量化字长约束下的

变化情况。仿真中的滤波器通带截止频率为

，阻带截止频率为 ，阻带

最小衰减为 。 

4.1  灵敏度分析

Ts

Rz Rρ

Ts= 10−2 s

Ts

Ts

Ts

Ts

根据3.2节传统格型结构和改进格型结构系数

灵敏度公式，给定不同的 值，分析传统格型结构

和改进格型结构 系数灵敏度。由表1可知，当

时，传统格型结构系数灵敏度小于改进

格型结构系数灵敏度，说明此时传统格型结构因量

化产生的滤波器系数误差小于改进格型结构，但随

着 减小，传统格型结构系数灵敏度保持不变，改

进格型结构系数灵敏度逐渐减小，并且由表1可

知，改进格型结构系数灵敏度并非随着 减小一直

无限减小，如 减小到10–4/10–5 s时，改进格型结

构系数灵敏度减小趋于数值1。下面在频响特性曲

线中分析量化字长和 对滤波器频响特性的影响。 

4.2  频响特性分析

为验证上述结论并分析传统格型结构和改进格

型结构抗FWL效应能力，将结构系数小数部分舍

表 1  不同Ts下结构系数灵敏度

Ts (s) 10–2 10–3 10–4 10–5

Rz 12 12 12 12

Rρ 19.4761 1.1848 1.0018 1.0000
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Bc入量化到 位，得到以下频响特性曲线。

图4表示采样周期为10–2 s，量化字长为8 bit时
理想、传统格型结构和改进格型结构的频响特性对

比曲线。图4传统格型结构频响特性曲线虽远离理

想状态，但表现稳定，而改进格型结构频响特性曲

线发生明显偏离，这是因为采样频率低时，改进格

型单元具有较差的数值特性，即有限字长特性、系

数灵敏度等。

 

 
图 4 频率响应特性比较(Ts=10–2 s, Bc=8 bit)

 

图5表示采样周期为10–2 s，量化字长为10 bit
时理想、传统格型结构和改进格型结构的频响特性

对比曲线。与图4相比，随着量化字长增大，传统

格型结构频响特性曲线靠近理想频响特性曲线不明

显，而改进格型结构频响特性曲线相比于图4改进

格型结构频响特性曲线更接近理想曲线，说明改进

格型结构对量化字长的敏感程度优于传统格型

结构。

 

 
图 5 频率响应特性比较(Ts=10–2 s, Bc=10 bit)

 

图6表示采样周期为10–4 s，量化字长为16 bit
时理想、传统格型结构和改进格型结构的频响特性

对比曲线。与图4和图5对比可知，随着采样周期减

小，量化字长增大，由上述图5分析可知改进格型

结构对量化敏感程度优于传统格型结构，并且由表1
可知，采样周期小于10–2 s时，改进格型结构系数

灵敏度小于传统格型结构系数灵敏度，即改进格型

结构滤波器系数误差较小，因此其频响特性曲线较

 

 
图 6 频率响应特性比较(Ts=10–4 s, Bc=16 bit)
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传统格型结构频响特性曲线接近理想状态。

图7表示采样周期为10–5 s，量化字长为16 bit
时理想、传统格型结构和改进格型结构的频响特性

对比曲线。图6、图7对比发现，图7的改进格型结

构频响特性曲线接近理想频响特性曲线程度与图6

区别不明显，因为当采样周期为10–4 s和10–5 s时，

改进格型结构系数灵敏度值相差不大，即因量化带

来的滤波器系数误差相差较小，因此图6、图7改进

格型结构频响特性曲线接近理想频响特性曲线程度

相差不明显。

 

 
图 7 频率响应特性比较(Ts=10–5 s, Bc=16 bit)

 

ωRz ωRρ

由上述对各图的描述和分析可知，量化字长或

采样频率增大对改进格型结构频响曲线影响比传统

格型结构频响特性曲线影响明显。为直观表示量化

字长和采样周期对两种结构频响特性曲线的影响，

分别计算传统格型结构和改进格型结构的幅频响应

与理想幅频响应在各归一化频率点的平均数值差

和 。

Bc= 8 bit Bc= 10 bit Bc =

16 bit Ts ωRz

Ts

ωRρ

Bc= 16bit

Ts=10−2/10−3/10−4s Bc ωRz

ωRρ

由表2可知，当 ,  或

时，随着采样周期 减小， 值不变，表明

采样周期 不影响传统格型结构幅频响应曲线，

值减小，表明改进格型结构幅频响应与理想幅

频响应的差值减小，且当 时，改进格型

结构幅频响应更接近理想幅频响应。当采样周期

时，随着 增大， 值改变

不明显， 值减小明显，表明量化字长对改进格

型结构幅频特性曲线影响比传统格型结构幅频特性

曲线大。

 
表 2  两种结构幅频响应与理想幅频响应的差值

字长Bc (bit) 采样周期Ts (s) ωRz (dB) ωRρ (dB)

8

10–2 4.9703 2.9412

10–3 4.9703 0.9399

10–4 4.9703 0.9437

10

10–2 4.6208 0.5500

10–3 4.6208 0.1509

10–4 4.6208 0.1244

16

10–2 4.7135 0.0018

10–3 4.7135 9.1602×10–4

10–4 4.7135 3.9264×10–4

Ts

Ts

综上分析结果，采样周期 改变对传统格型结

构系数灵敏度和频响特性均无影响，而改进格型结

构随着采样周期 减小，其系数灵敏度减小趋于数

值1，频响曲线更接近理想状态，在量化字长约束

下，与传统格型结构频响曲线相比，改进格型结构

频响曲线更接近理想状态，即改进格型结构抗

FWL效应能力优于传统格型结构。 

5    结论

未来无线通信网络发展对滤波器设计提出更高

要求。格型结构具有较好的抗FWL效应能力，但

缺少从硬件实现的结构优化方向研究如何降低滤波

器系数误差的文献。本文提出一种改进FIR滤波器

格型结构，推导并分析结构系数灵敏度表达式。仿

真实例表明，与传统格型结构相比，改进格型结构

因FWL效应带来的滤波器系数误差更小，即系数

灵敏度更小，在量化字长约束下，改进格型结构频

响曲线更接近理想曲线，有效改善因FWL效应导

致的滤波器性能下降问题。
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