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摘   要：当一对失配序列的所有异相自相关函数和均为同一非0整数时，称该对失配序列为几乎失配互补对。该

文提出平衡4元几乎失配互补对的新类型序列，通过Gray映射证明得到了平衡的素数长4元几乎失配互补对的理论

界，基于4阶分圆类，提出满足理论界的周期为素数长的理想平衡4元几乎失配互补对的构造方法。通过该文研究

扩大了4元互补对的存在范围，弥补了目前已有4元互补对大多只存在偶数长度的缺陷。
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Abstract: A pair of mismatched sequences is called an almost mismatched complementary pair if their periodic

autocorrelation functions sum up to a same nonzero integer for all out-of-phase time shifts. In this paper, a new

balanced quadriphase almost mismatched complementary pair is proposed, the theoretical bound of balanced

quadriphase almost complementary pair with prime length is proved by Gray mapping, based on the cyclotomic

classes of order 4, the optimal balanced quadriphase almost mismatched complementary pair with prime length

satisfied theoretical bound is constructed. The existence of quadriphase complementary pairs are expanded and

compensated the deficiency of most of the existing ones only have even length at present by investigate in this

paper.
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1    引言

最佳序列[1](周期异相自相关函数值为0)由于其

自相关特性广泛应用于无线通信和雷达系统中，如

码分多址系统中最佳序列主要用于解决系统中的多

径干扰和多址干扰，正交频分复用系统中，最佳序

2n n > 4

列主要用于降低峰均比。然而遗憾的是，已有的最

佳2元、4元序列均存在长度上的缺陷，如最佳2元
序列仅存在长度为4的情况，最佳4元序列已被证明

不存在长度大于 ( 整数)的情况且最佳平衡

4元序列不存在[2]。为了获得更多符合实际需要的

序列，学者相继提出理想的2元序列[3]、4元序列[4]

和奇周期序列[5]等，但这些序列都使用自相关函数

准则，要求发送端与接收端必须使用同一序列，这

极大地限制了理想序列的存在空间。为了获得更多

的理想序列，学者相继地提出更加广义的理想序列

如零相关区序列[6]、低相关区序列[7]等。失配序列

也是广义理想序列之一，失配序列设计原则是在通

信过程中发送端和接收端采用不同的序列，这大大

扩展了最佳序列和理想序列存在空间。近几年，关
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Q ≡ 0(mod4)

Q ≡ ±1(mod4)

于失配序列的研究引起了广泛关注[8,9]，已经证实

最佳2元失配序列存在周期为 情况[10]，

理想二值自相关2元失配序列周期为 [11]，

最佳4元失配序列大量存在[12]，但是这些序列都属

于单一序列，单一序列的相关性要受到Welch界的

限制，不可能在整个周期内同时具有理想自相关和

互相关性能。互补序列则通过各子序列的异相自相

关和互相关的对消，可同时达到理想的自相关和互

相关性能[13]，从而在理论上可以完全消除多载波码

分多址系统的多址干扰和多径干扰及能显著降低正

交频分复用(Orthogonal Frequency Division Mul-
tiplexing, OFDM)系统的峰值平均包络功率比

(Peak-to-Mean Envelop Power Ratio, PMEPR)，
但是最佳2元和4元互补对同样存在数量有限的缺

陷，如2元最佳互补对周期在100以内仅有20种可

用长度且都为偶数或者1[14]，现有的4元最佳互补对

也大多只存在偶数长度并鲜有涉及序列平衡性的讨

论[15]，基于此，通过将互补序列异相自相关函数和

值为0条件放宽，文献[14]提出了几乎互补对这类新

类型序列。

Q ≡ 1(mod4)

{(x1, y1); (x2, y2)}

x1, x2

y1, y2 (x1, y1) (x2, y2)

本文将失配序列设计思想引入互补对的研究

中，并将平衡性纳入互补序列设计考虑范畴，提出

了平衡4元几乎失配互补对的新概念。通过Gray
映射对平衡的素数长4元几乎失配互补对的理论界

进行研究，并基于4阶分圆类对满足理论界的素数

长理想平衡4元几乎失配互补对的构造方法进行了

研究，得到了周期长度为素数长 的理

想平衡4元几乎失配互补对 的设计

方法。得到的4元几乎失配互补对用作训练序列可

对OFDM系统的载波频率偏差进行估计和补偿，即

在发送端采用序列 ，在接收端采用序列

，只要保证 和 两对失配互补对具

有理想的自相关性能和平衡性，就可以很好地对

OFDM系统的载波频偏进行估计和补偿，从而提高

系统传输性能。所以通过本文研究，扩大了具有理

想自相关特性的4元互补对的存在范围，同时也为

不同应用场景下的OFDM系统提供更多的训练序列。 

2    基本概念及引理

x = (x(0), x(1), ..., x(Q− 1))

y = (y(0), y(1), ..., y(Q− 1)) Q

x(j), y(j) ∈ {±1,±i} i =
√
−1

0 ≤ j ≤ Q− 1 x y

(x, y)

定 义 1 [ 8 ] 　 设 和

是两条周期长度均为 的

4元 序 列 ， 其 中 ,   ,

，由序列 和 组成4元失配序列记为

，其自相关函数定义为

R(x,y)(γ) =

Q−1∑
j=0

x(j)y∗(j + γ) (1)

0 ≤ γ < Q j + γ Q y∗

y x = y (x, y)

x Rx(γ)

其中， ，加法 模 运算， 表示对序

列 取共轭。当序列 时，失配序列 退化为

序列 ，其自相关函数简化为 。

(x, y) Q

Kk(x) = |{0 ≤ j < Q : x(j) = k}| Kk(y)=|{0 ≤ j <

Q : y(j) = k}| x y k

k ∈ {±1,±i} Q ̸= 0(mod4)

maxk∈{±1,±i} Kk(x) − mink∈{±1,±i} Kk(x) = 1

maxk∈{±1,±i}Kk(y)−mink∈{±1,±i}Kk(y) = 1

(x, y)

定义2 [16]　设 为 长的4元失配序列，令

,  

分别表示序列 和 中元素 出现的次

数 ， 其 中 。 当 时 ， 若

,

同时成

立，那么称失配序列 是平衡的。

(x1, y1) (x2, y2)

Q

定义3　设 和 是两个周期均为

的平衡4元失配序列，若它们自相关函数和满足

R(x1,y1)(γ) +R(x2,y2)(γ) =

{
C, γ = 0
η, 1 ≤ γ ≤ Q− 1

(2)

C η( ̸= 0)

{(x1, y1); (x2, y2)}
其中， ,  分别为同相、异相自相关函数和，

则称 为平衡4元几乎失配互补对。

Q = np+ 1 GF(Q)

Q ω GF(Q) n

定义4[17]　设 是一个素数， 是

阶有限域。设 是 上的一个本原元，则 阶

分圆类定义为

F (n,Q)
e =

{
ωe+nt, t = 0, 1, ..., p− 1

}
, 0 ≤ e ≤ n− 1

(3)

F
(n,Q)
e Fn

e n通常， 简化为 。 阶分圆数定义为F

(c, d)n = |(Fn
c + 1) ∩ Fn

d | (4)

Q = 4p+ 1

Q = s2 + 4t2 GF(Q)

s, t

每一个素数 都可以唯一地表示为

，因此， 上的4阶分圆数计算公

式一般用 来表示。接下来给出两个分圆数计算

的引理将用于主要结果的证明。

Q = 4p+ 1 = s2 + 4t2

p

p

引理1[17]　设 为一个素数，

当 为偶数时，各4阶分圆数及计算式如表1所示。

当 为奇数时，各4阶分圆数及计算式如表2所示。

引理2[17]　4阶分圆数的一些基本性质如下：

γ ∈ F 4
e e = 0, 1, 2, 3当 ,  ，则∣∣(F 4

c + γ) ∩ F 4
d

∣∣ = (c− e, d− e)4(1)  ；∣∣F 4
d ∩ {γ}

∣∣ = { 1,当e = d时
0,其他(2)  ；∣∣{0} ∩ (F 4

d + γ)
∣∣ =

1,当e = d且Q ≡ 1(mod8)或

e ≡ (d+ 2)(mod4)且Q ≡ 5(mod8)

0,其他

(3) 

　　 。 

接下来介绍一些定义和引理，主要用于证明平

衡4元几乎失配互补对的理论界。

θ−1 : Z2 × Z2 → Z4

θ−1(1, 1) = 1 θ−1(1,−1) = i θ−1(−1,−1) =

−1 θ−1(−1, 1)=−i a, b

x x(j) = θ−1(a(j), b(j))

定义5[18]　逆Gray映射 定义

为 ： ,   ,  

,  。设 为同周期的2元序列，则

4元序列 被定义为： ，也可表示为
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x(j) = (1 + i)
a(j)

2
+ (1− i)

b(j)

2
(5)

ar, br, cr, dr Q

xr, yr xr(j) = θ−1(ar(j),

br(j)), yr(j) = θ−1(cr(j), dr(j)) r = 1, 2

R(xr,yr)(γ)

引理3 [ 1 6 ]　设 均为周期 的2元序

列， 为同周期的4元序列，并且

，其中 ，则自

相关函数 表示为

R(xr,yr)(γ) =
1

2

{
R(ar,cr)(γ) +R(br,dr)(γ)

}
+

i
2

{
R(ar,dr)(γ)−R(br,cr)(γ)

}
(6)

U, V ZQ

a, b U, V a(j) ={
1, j ∈ U
−1, j /∈ U

, b(j) =

{
1, j ∈ V
−1, j /∈ V

j = 0,

1, ..., Q− 1 U, V a, b

a, b U, V

定义6[19]　设集合 为整数集 上的两个子

集，序列 分别等价对应于集合 ,  

， 其 中

，那么称集合 分别为序列 的特征

集。相应地，序列 分别称为集合 的特征序列。

a b Q

U, V a, b a b

定义7[19]　令 和 分别是周期为 的2元序列，

集合 分别是 的特征集，那么决定序列 和 的

相关特性的差函数定义为

dr(U, V ) = |(U + γ) ∩ V | (7)

U + γ = {u+ γ : u ∈ U} u+ γ Q其中， ，加法 模 运算。

|U | = k, |V | = k′, |U ∩ V | = e

U, V a, b

Q U, V a, b

引理4[19]　设 分别

表示集合 及两者交集元素的个数， 同为周

期 的2元序列，并设集合 分别为序列 的特

征集，则

R(a,b)(γ) =

{
Q− 2(k + k′) + 4e, γ = 0

Q− 2(k + k′) + 4dr(U, V ), γ ̸= 0
(8)

{(x1, y1); (x2, y2)}
在本文中，在满足定义3中平衡4元几乎失配互

补对定义的前提下，重点考虑 中

k ∈ {±1,±i} Nk(0) = {1 ≤ r ≤ 2 :

xr(0) = k且yr(0) = k} xr, yr

k maxk∈{±1,±i}Nk(0)−mink∈{±1,±i}Nk(0) ∈
{0, 2, 4}

4条序列所有零位置取值元素最多的个数与取值元

素最少个数差为0, 2, 4的平衡4元几乎失配互补

对，即对于 ，令

表示序列 所有0位置取值为

的个数，

的平衡4元几乎失配互补对。下面给出此类

平衡4元几乎失配互补对的理论界并进行证明。为

了便于描述，本文余下部分涉及的平衡4元几乎失

配互补对都指的是此类型平衡4元互补对，不再一

一说明。

{(x1, y1); (x2, y2)} Q ≡ 1(mod4)

maxk∈{±1,±i}Nk(0)−mink∈{±1,±i}Nk(0) ∈ {0, 2, 4}
定理1　设 为周期

且

的平衡4元几乎失配互补对，则它的所有异相周期

自相关函数和模值至少为2。即∣∣R(x1,y1)(γ) +R(x2,y2)(γ)
∣∣ ≥ 2, γ ̸= 0 (9)

0 < γ < Q n1(xr, yr, γ),

n−1(xr, yr, γ), ni(xr, yr, γ), n−i(xr, yr, γ)

1,−1, i,−i xr(j)− y∗r (j + γ)(0 ≤ j < Q)

r = 1, 2

证 明 　 当 ， 定 义

分 别 表 示

在差 中出现

的次数，其中 。则

R(xr,yr)(γ) =n1(xr, yr, γ)− n−1(xr, yr, γ)

+ i(ni(xr, yr, γ)− n−i(xr, yr, γ)) (10)

A = n1(x1, y1, γ)− n−1(x1, y1, γ) + n1(x2, y2,

γ)− n−1(x2, y2, γ) B=ni(x1, y1, γ)−n−i(x1, y1, γ)+

ni(x2, y2, γ)− n−i(x2, y2, γ)

设

,  

，则由式(10)可表示为∣∣R(x1,y1)(γ) +R(x2,y2)(γ)
∣∣ =√A2 +B2 (11)

A B如果 和 均为偶数，则该定理能得到充分的

证明。根据式(6)可得

p表 1  为偶数时，4阶分圆数及计算式

(c, d)4 s ≡ 1(mod4) s ≡ 3(mod4)

(0, 0)4 (Q− 11− 6s)/16 (Q− 11 + 6s)/16

(0, 1)4, (1, 0)4, (3, 3)4 (Q− 3 + 2s+ 8t)/16 (Q− 3− 2s+ 8t)/16

(0, 2)4, (2, 0)4, (2, 2)4 (Q− 3 + 2s)/16 (Q− 3− 2s)/16

(0, 3)4, (1, 1)4, (3, 0)4 (Q− 3 + 2s− 8t)/16 (Q− 3− 2s− 8t)/16

(1, 2)4, (1, 3)4, (2, 1)4,
(2, 3)4, (3, 1)4, (3, 2)4

(Q+ 1− 2s)/16 (Q+ 1 + 2s)/16

p表 2  为奇数时，4阶分圆数及计算式

(c, d)4 s ≡ 1(mod4) s ≡ 3(mod4)

(0, 2)4 (Q+ 1− 6s)/16 (Q+ 1 + 6s)/16

(0, 0)4, (2, 0)4, (2, 2)4 (Q− 7 + 2s)/16 (Q− 7− 2s)/16

(0, 1)4, (1, 3)4, (3, 2)4 (Q+ 1 + 2s− 8t)/16 (Q+ 1− 2s− 8t)/16

(0, 3)4, (1, 2)4, (3, 1)4 (Q+ 1 + 2s+ 8t)/16 (Q+ 1− 2s+ 8t)/16

(1, 0)4, (1, 1)4, (2, 1)4,
(2, 3)4, (3, 0)4, (3, 3)4

(Q− 3− 2s)/16 (Q− 3 + 2s)/16
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R(x1,y1)(γ) +R(x2,y2)(γ)

=
1

2

{
2∑

r=1

[
R(ar,cr)(γ) +R(br,dr)(γ)

]}

+
i
2

{
2∑

r=1

[
R(ar,dr)(γ)−R(br,cr)(γ)

]}
(12)

(Ur, Vr), (U
′
r, V

′
r ) (ar, cr), (br, dr)

R(ar,cr)(γ) =

Q− 2(kr,1 + k′r,1) + 4dr(Ur, Vr) R(br,dr)(γ) = Q−
2(kr,2 + k′r,2) + 4dr(U

′
r, V

′
r ) kr,1 = |Ur| k′r,1 =

|Vr| kr,2 = |U ′
r| k′r,2 = |V ′

r |

设 分别为 的特征

集，根据定义6、定义7及引理4，则有

,  

。其中 ,  

,  ,   。

ℜ
(∑2

r=1
R(xr,yr)(γ)

)
=

1

2

{∑2

r=1
[R(ar,cr)

(γ) +R(br,dr)(γ)]

}设

，则A可以表示为

A =ℜ

(
2∑

r=1

R(xr,yr)(γ)

)

=
1

2

[
4Q− 2

2∑
r=1

(kr,1 + k′r,1 + kr,2 + k′r,2)

+4

2∑
r=1

(dr(Ur, Vr) + dr(U
′
r, V

′
r ))

]

=2Q−
2∑

r=1

(kr,1 + k′r,1 + kr,2 + k′r,2)

+ 2

2∑
r=1

(dr(Ur, Vr) + dr(U
′
r, V

′
r )) (13)

{(x1, y1); (x2, y2)} Q ≡ 1(mod4)

maxk∈{±1,±i}Nk(0)−mink∈{±1,±i}Nk(0) ∈ {0, 2, 4}
maxk∈{±1,±i}

Nk(0)−mink∈{±1,±i}Nk(0)=0

ar, br, cr, dr(r = 1, 2)

由 于 为 周 期

且

的平衡 4元几乎失配互补对，当

时 ， 得 到 序 列

均为平衡的2元序列，可分如下

3种情况：

ar, br, cr, dr(r = 1, 2) 0

−1 0 1
∑2

r=1
(kr,1+

k′r,1 + kr,2 + k′r,2)= 4Q+ 2

(1) 序列 中两条序列 位置

取 ， 6条 序 列 位 置 取 ， 则 有

为偶数；

ar, br, cr, dr(r = 1, 2) 0

−1 0 1
∑2

r=1
(kr,1+

k′r,1 + kr,2 + k′r,2)= 4Q

(2) 序列 中4条序列 位置

取 ， 4条 序 列 位 置 取 ， 则 有

为偶数；

ar, br, cr, dr(r = 1, 2) 0

−1 0 1
∑2

r=1
(kr,1+

k′r,1 + kr,2 + k′r,2)= 4Q− 2

(3) 序列 中6条序列 位置

取 ，两条序列 位置取 ，则有

为偶数。

maxk∈{±1,±i}Nk(0)−mink∈{±1,±i}Nk(0) ∈

{2, 4}
∑2

r=1
(kr,1 + k′r,1 + kr,2 + k′r,2)

∈ {4Q+ 2, 4Q− 4, 4Q, 4Q+ 4}
∑2

r=1
(kr,1+

当

时，同理可得

，所以有

k′r,1 + kr,2 + k′r,2) A
n1(x1, y1, γ) + n−1(x1, y1, γ) + n1(x2, y2, γ) + n−1(x2, y2, γ)

= A+ 2n−1(x1, y1, γ) + 2n−1(x2, y2, γ)
2∑

r=1

[n1(xr, yr, γ) + n−1(xr, yr, γ) + ni(xr, yr, γ)+

n−i(xr, yr, γ)]=2Q ni(x1, y1, γ)+n−i(x1, y1, γ)+

ni(x2, y2, γ) + n−i(x2, y2, γ) B

为偶数，继而有 为偶数，则

也为偶数。另

有

，可得

也为偶数，则同理 也

为偶数。即由式(11)可得式(9)。 证毕

定理1给出了平衡4元几乎失配互补对的理论

界，即其异相自相关函数和的最小界限，由此给出

如下理想平衡4元几乎失配互补对的定义。

Q ≡ 1(mod4)

maxk∈{±1,±i}Nk(0)−mink∈{±1,±i}Nk(0) ∈ {0, 2, 4}
{(x1, y1); (x2, y2)}∣∣R(x1,y1)(γ) +R(x2,y2)(γ)

∣∣=2,

γ ̸= 0 {(x1, y1); (x2, y2)}

定 义 8 　 若 周 期 长 为 素 数 且

的

平衡4元几乎失配互补对 所有异相

自相关函数和模值满足

，则称 为理想平衡4元几乎

失配互补对。 

3    理想4元几乎失配互补对的构造

在本节将基于4阶分圆类来构造理想平衡4元几

乎失配互补对，首先给出平衡4元失配序列的构造

方式。

Q = 4p+ 1 (j, k, l,

r, j′, k′, l′, r′) Z4 = {0, 1, 2, 3}
(j, k, l, r) (j′, k′, l′, r′) x y

(x, y)

构造法1　令 为一素数，令

为整数集 上的一个列

举，设 和 分别为序列 和 的定

义参数，则平衡4元失配序列 定义为

x(j) =



x(0), j ∈ {0}
1, j ∈ Fj

−1, j ∈ Fk

i, j ∈ Fl

−i, j ∈ Fr

, y(j) =



y(0), j ∈ {0}
1, j ∈ Fj′

−1, j ∈ Fk′

i, j ∈ Fl′

−i, j ∈ Fr′

(14)

x(0), y(0) ∈ {±1,±i}其中， 。

Q = 4p+ 1接下来，将构造周期为素数 的理想

平衡4元几乎失配互补对。

Q = 4p+ 1 = s2 + 4t2

p (x1, y1) (x2, y2)

{(x1, y1); (x2, y2)}
(x1, y1)

(x2, y2)

定理2　设 为素数，其中

为奇数，平衡4元失配序列 与 按构造

法1得到，要使 为理想平衡4元几

乎失配互补对当且仅当平衡4元失配序列

与 的定义参数满足表3所示且其自相关函数

和为

R(x1,y1)(γ) +R(x2,y2)(γ)

=

{
2Q− 4或2(Q− 1)± 2i, γ = 0

− 2, γ ̸= 0
(15)
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[(j1, k1, l1, r1), (j
′
1, k

′
1, l

′
1, r

′
1), (j2, k2, l2,

r2), (j
′
2, k

′
2, l

′
2, r

′
2)]=[(0, 2, 1, 3), (0, 2, 1, 3), (0, 2, 1, 3), (0,

2, 1, 3)] [(x1(0), y1(0)), (x2(0), y2(0))] = [(1, −1),

(−1, 1)]

证明　取

,  

为例进行证明。

(x1, y1)首先计算 的自相关函数，用差函数表

示为

R(x1,y1)(γ) = dγ(F
4
0 ∪ {0}, F 4

0 ) + dγ(F
4
1 , F

4
1 )

+ dγ(F
4
2 , F

4
2 ∪ {0}) + dγ(F

4
3 , F

4
3 )

− dγ(F
4
2 , F

4
0 )− dγ(F

4
0 ∪ {0}, F 4

2 ∪ {0})
− dγ(F

4
1 , F

4
3 )− dγ(F

4
3 , F

4
1 )

+ i
[
dγ(F

4
0 ∪ {0}, F 4

3 ) + dγ(F
4
2 , F

4
1 )

+ dγ(F
4
1 , F

4
0 ) + dγ(F

4
3 , F

4
2 ∪ {0})

− dγ(F
4
0 ∪ {0}, F 4

1 )− dγ(F
4
2 , F

4
3 )

−dγ(F
4
1 , F

4
2 ∪ {0})− dγ(F

4
3 , F

4
0 )
]

=ℜ(R(x1,y1)(γ)) + iϑ(R(x1,y1)(γ)) (16)

ℜ(R(x1,y1)(γ)) ϑ(R(x1,y1)(γ))

R(x1,y1)(γ)

其 中 ， 和 分 别 表 示

的实部与虚部，通过简化则有

ℜ(R(x1,y1)(γ)) =
[∣∣(F 4

0 + γ) ∩ F 4
0

∣∣
+
∣∣(F 4

1 + γ) ∩ F 4
1

∣∣
+
∣∣(F 4

2 + γ) ∩ F 4
2

∣∣
+
∣∣(F 4

3 + γ) ∩ F 4
3

∣∣
−
∣∣(F 4

2 + γ) ∩ F 4
0

∣∣
−
∣∣(F 4

0 + γ) ∩ F 4
2

∣∣
−
∣∣(F 4

1 + γ) ∩ F 4
3

∣∣
−
∣∣(F 4

3 + γ) ∩ F 4
1

∣∣]
+∆ℜ(γ)

=M+∆ℜ(γ) (17)

ϑ(R(x1,y1)(γ)) =
[∣∣(F 4

0 + γ) ∩ F 4
3

∣∣+ ∣∣(F 4
2 + γ) ∩ F 4

1

∣∣
+
∣∣(F 4

1 + γ) ∩ F 4
0

∣∣+ ∣∣F 4
3 ∩ (F 4

2 + γ)
∣∣

−
∣∣(F 4

0 + γ) ∩ F 4
1

∣∣− ∣∣(F 4
2 + γ) ∩ F 4

3

∣∣
−
∣∣(F 4

1 + γ) ∩ F 4
2

∣∣ − ∣∣F 4
3 ∩ (F 4

0 + γ)
∣∣]

+∆ϑ(γ)

=N +∆ϑ(γ) (18)

∆ℜ(γ) ∆ϑ(γ)和 表达式为

∆ℜ(γ) =
∣∣{γ} ∩ F 4

0

∣∣+ ∣∣(F 4
2+γ) ∩ {0}

∣∣
−
∣∣(F 4

0 + γ) ∩ {0}
∣∣− ∣∣{γ} ∩ F 4

2

∣∣
− |{γ} ∩ {0}| (19)

∆ϑ(γ) =
∣∣{γ} ∩ F 4

3

∣∣+ ∣∣(F 4
3+γ) ∩ {0}

∣∣
−
∣∣{γ} ∩ F 4

1

∣∣− ∣∣(F 4
1 + γ) ∩ {0}

∣∣ (20)

γ = 0 (x1, y1)

R(x1,y1)(0) = Q− 2

当 时，根据定义1可得到 同相自相

关函数值为 。

γ ∈ F 4
e , e = 0, 1, 2, 3当 时，通过引理2计算可得

∆ℜ(γ) =


2, γ ∈ F 4

0

−2, γ ∈ F 4
2

0, γ ∈ F 4
1 ∪ F 4

3

(21)

∆ϑ(γ) = 0, γ ∈ F 4
e , e = 0, 1, 2, 3 (22)

M由式(17)和引理2， 可化简为

M =(4− e, 4− e)4 + (1− e, 1− e)4 + (2− e, 2− e)4
+ (3− e, 3− e)4 − (2− e, 4− e)4

− (4− e, 2− e)4 − (1− e, 3− e)4

− (3− e, 1− e)4 (23)

e = 0, 1, 2, 3 M = −1

根据引理1中表2的4阶分圆数及计算式可得：

当 时， ，进而有

ℜ(R(x1,y1)(γ)) = M+∆ℜ(γ)

=


−3, γ ∈ F 4

0

1, γ ∈ F 4
2

−1, γ ∈ F 4
1 ∪ F 4

3

(24)

同理，由式(18)和引理2，有

N =(4− e, 3− e)4 + (2− e, 1− e)4 + (1− e, 4− e)4

+ (3− e, 2− e)4 − (4− e, 1− e)4

− (2− e, 3− e)4 − (1− e, 2− e)4

− (3− e, 4− e)4 (25)

e = 0, 1, 2, 3 N = 0

根据引理1中表2的4阶分圆数及计算式可得：

当 时， ，则有

ϑ(R(x1,y1)(γ)) = N +∆ϑ(γ) = 0 (26)

R(x1,y1)(γ)综上所述，可得 表达式为

p (x1, y1) (x2, y2)表 3  为奇数时，平衡4元失配序列 与 的定义参数

[(j1, k1, l1, r1), (j′1, k
′
1, l

′
1, r

′
1), (j2, k2, l2, r2), (j

′
2, k

′
2, l

′
2, r

′
2)] [(x1(0), y1(0)), (x2(0), y2(0))] ∈

[((0, 2, 1, 3), (0, 2, 1, 3)), ((0, 2, 1, 3), (0, 2, 1, 3))]
{[(1,−1), (−1, 1)]; [(i,−i), (−i, i)];
[(i, 1), (1,−i)]; [(−i,−1), (−1, i)];
[(1, i), (−1,−i)]; [(i,−1), (−i, 1)]}

[((0, 2, 1, 3), (0, 2, 1, 3)), ((0, 2, 3, 1), (0, 2, 3, 1))]

{[(1,−i), (i, 1)]; [(−1, i), (−i,−1)];
[(i, 1), (1,−i)]; [(−i,−1), (−1, i)];
[(1, i), (−i, 1)]; [(−1,−i), (i,−1)];
[(i,−1), (−1,−i)]; [(−i, 1), (1, i)]}
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R(x1,y1)(γ)=ℜ(R(x1,y1)(γ)) + iϑ(R(x1,y1)(γ))

=


Q− 2, γ = 0
1, γ ∈ F 4

0

−3, γ ∈ F 4
2

−1, γ ∈ F 4
1 ∪ F 4

3

(27)

(x2, y2)同样， 的自相关函数可表示为

R(x2,y2)(γ) = dγ(F
4
0 , F

4
0 ∪ {0}) + dγ(F

4
1 , F

4
1 )

+ dγ(F
4
2 ∪ {0}, F 4

2 ) + dγ(F
4
3 , F

4
3 )

− dγ(F
4
0 , F

4
2 )− dγ(F

4
2 ∪ {0}, F 4

0 ∪ {0})

− dγ(F
4
1 , F

4
3 )− dγ(F

4
3 , F

4
1 )

+ i
[
dγ(F

4
0 , F

4
3 ) + dγ(F

4
2 ∪ {0}, F 4

1 )

+ dγ(F
4
0 , F

4
1 ) + dγ(F

4
2 ∪ {0}, F 4

3 )

− dγ(F
4
0 ∪ {0}, F 4

1 )− dγ(F
4
2 , F

4
3 )

− dγ(F
4
1 , F

4
2 )− dγ(F

4
3 , F

4
0 ∪ {0})

]
=ℜ(R(x2,y2)(γ)) + iϑ(R(x2,y2)(γ)) (28)

R(x1,y1)(γ) R(x2,y2)(γ)参考 的计算方法，可得 的

计算结果为

R(x2,y2)(γ) =


Q− 2, γ = 0

−3, γ ∈ F 4
0

1, γ ∈ F 4
2

−1, γ ∈ F 4
1 ∪ F 4

3

(29)

将式(27)与式(29)相加，则有

R(x1,y1)(γ)+R(x2,y2)(γ) =

{
2Q− 4, γ = 0
−2, γ ̸= 0

(30)

|η|=2

{(x1, y1); (x2, y2)}
由此可得 ，满足定理1的理论界，根据定

义8，可知 为理想平衡4元几乎失

配互补对。 证毕

Q = 13 = 4× 12 + 32例1　设 ，其4阶分圆类为

F 4
0 = {1, 3, 9}, F 4

1 = {2, 5, 6},
F 4
2 = {4, 10, 12}, F 4

3 = {7, 8, 11} (31)

[(j1, k1, l1, r1), (j
′
1, k

′
1, l

′
1, r

′
1), (j2, k2, l2, r2), (j

′
2,

k′2, l
′
2, r

′
2)]=[(0, 2, 1, 3), (0, 2, 1, 3), (0, 2, 1, 3), (0, 2, 1, 3)]

[(x1(0), y1(0)), (x2(0), y2(0))] = [(1,−1), (−1, 1)]

取

,

， 则

有4元失配互补对为

{(x1, y1); (x2, y2)} = {(1 1 i1− 1ii− i− i1− 1− i− 1,

− 11i1− 1ii− i− i1− 1− i− 1);

(−11i1− 1ii− i− i1− 1− i− 1

11i1− 1ii− i− i1− 1− i− 1)}
(32)

(x1, y1) (x2, y2)通过计算可得失配序列 与 的自相

关函数及其和值如图1所示。

(x1, y1) R(x1,y1)(γ)

(x2, y2) R(x2,y2)(γ)

γ(0 ≤ γ ≤ 12)

C = 2Q− 4 = 22 η=− 2

|η|=2 {(x1, y1);

(x2, y2)}

图1(a)为失配序列 的相关函数 ，

图1(b)为失配序列 的相关函数 ，

将两者按 取值对应相加可得图1(c)，

由图1 ( c )可得 ,   ，进而有

满足定理1的理论界，由定义8可得

为理想平衡4元几乎失配互补对。

Q = 4p+ 1 = s2 + 4t2

p t > 0 (x1, y1) (x2, y2)

{(x1, y1); (x2, y2)}

(x1, y1) (x2, y2)

定理3　设 为素数，其中

为偶数且 ，平衡4元失配序列 与

按构造法1得到，要使 为理想平

衡4元几乎失配互补对当且仅当平衡4元失配序列

与 的定义参数满足表4所示且其自相

关函数和为

R(x1,y1)(γ) +R(x2,y2)(γ)

=

{
2Q− 4或2(Q− 1)± 2i, γ = 0

−2, γ ̸= 0
(33)

[(j1, k1, l1, r1), (j
′
1, k

′
1, l

′
1, r

′
1), (j2, k2, l2,

r2), (j
′
2, k

′
2, l

′
2, r

′
2)] =[((0, 1, 2, 3), (0, 1, 2, 3)), ((0, 3, 2, 1),

(0, 3, 2, 1))] [(x1(0), y1(0)), (x2(0), y2(0))] = [(−1,−i),

(1, i)]

(x1, y1) (x2, y2)

证明　取

,  

为例进行证明，与定理2的证明相似，失配序

列 , 的自相关函数表达式分别为

 

 
(x1, y1) (x2, y2)图 1 失配序列 与 的自相关函数值及两者之和
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R(x1,y1)(γ) = dγ(F
4
0 , F

4
0 ) + dγ(F

4
1 ∪ {0}, F 4

1 )

+ dγ(F
4
2 , F

4
2 ) + dγ(F

4
3 , F

4
3 ∪ {0})

− dγ(F
4
0 , F

4
1 )− dγ(F

4
1 ∪ {0}, F 4

0 )

− dγ(F
4
2 , F

4
3 ∪ {0})− dγ(F

4
3 , F

4
2 )

+ i
[
dγ(F

4
0 , F

4
3 ∪ {0}) + dγ(F

4
1 ∪ {0}, F 4

2 )

+ dγ(F
4
2 , F

4
0 ) + dγ(F

4
3 ∪ {0}, F 4

1 )

− dγ(F
4
0 , F

4
2 )− dγ(F

4
1 ∪ {0}, F 4

3 ∪ {0})

− dγ(F
4
2 , F

4
1 )− dγ(F

4
3 , F

4
0 )
]

=ℜ(R(x1,y1)(γ)) + iϑ(R(x1,y1)(γ)) (34)

R(x2,y2)(γ) = dγ(F
4
0 ∪ {0}, F 4

0 ) + dγ(F
4
1 , F

4
1 )

+ dγ(F
4
2 , F

4
2 ∪ {0}) + dγ(F

4
3 , F

4
3 )

− dγ(F
4
3 , F

4
0 )− dγ(F

4
0 ∪ {0}, F 4

3 )

− dγ(F
4
2 , F

4
1 )− dγ(F

4
1 , F

4
2 ∪ {0})

+ i
[
dγ(F

4
0 ∪ {0}, F 4

1 ) + dγ(F
4
2 , F

4
0 )

+ dγ(F
4
1 , F

4
3 ) + dγ(F

4
3 , F

4
2 ∪ {0})

− dγ(F
4
2 , F

4
3 )− dγ(F

4
3 , F

4
1 )

− dγ(F
4
0 ∪ {0}, F 4

2 ∪ {0})− dγ(F
4
1 , F

4
0 )
]

=ℜ(R(x2,y2)(γ)) + iϑ(R(x2,y2)(γ)) (35)

通过计算，可分别求得

R(x1,y1)(γ) =


(Q− 1)− i, γ = 0

− 2− t+ i, γ ∈ F 4
0 ∪ F 4

2

t− i, γ ∈ F 4
1 ∪ F 4

3

(36)

R(x2,y2)(γ) =


(Q− 1)− i, γ = 0

t− i, γ ∈ F 4
0 ∪ F 4

2

− 2− t+ i, γ ∈ F 4
1 ∪ F 4

3

(37)

R(x1,y1)(γ) R(x2,y2)(γ)将 与 两式相加，可得

R(x1,y1)(γ) +R(x2,y2)(γ) =

{
2(Q− 1)− 2i, γ = 0

− 2, γ ̸= 0
(38)

|η| = 2

{(x1, y1); (x2, y2)}
则有 ，满足定理1的理论界限值，根据

定义8，可知 为理想平衡4元几乎

失配互补对。 证毕

Q = 17 = 4× 12 + 12例2　设 ，则其4阶分圆类为

F 4
0={1, 4, 13, 16}, F 4

1 = {3, 5, 12, 14},
F 4
2 = {2, 8, 9, 15}, F 4

3 = {6, 7, 10, 11} (39)

[(j1, k1, l1, r1), (j
′
1, k

′
1, l

′
1, r

′
1), (j2, k2, l2, r2),

(j′2, k
′
2, l

′
2, r

′
2)]=[(0, 1, 2, 3), (0, 1, 2, 3), (0, 3, 2, 1), (0, 3, 2, 1)]

[(x1(0), y1(0)), (x2(0), y2(0))] = [(−1,−i), (1, i)]

取

,

， 则

有4元失配互补对为

p (x1, y1) (x2, y2)表 4  为偶数时，平衡4元失配序列 与 的定义参数

[(j1, k1, l1, r1), (j′1, k
′
1, l

′
1, r

′
1), (j2, k2, l2, r2), (j

′
2, k

′
2, l

′
2, r

′
2)] [(x1(0), y1(0)), (x2(0), y2(0))] ∈

[((0, 2, 1, 3), (0, 2, 1, 3)), ((0, 2, 1, 3), (0, 2, 1, 3))]
{[(1,−1), (−1, 1)]; [(i,−i), (−i, i)];
[(1,−i), (−1, i)]; [(i, 1), (−i,−1)];
[(1, i), (−1,−i)]; [(i,−1), (−i, 1)]}

[((0, 2, 1, 3), (0, 2, 1, 3)), ((0, 2, 3, 1), (0, 2, 3, 1))]

{[(1,−1), (1,−1)]; [(−1, 1), (−1, 1)];
[(i,−i), (−i, i)]; [(−i, i), (i,−i)];
[(1,−i), (−i,−1)]; [(−1, i), (i, 1)];
[(i, 1), (−1, i)]; [(−i,−1), (1,−i)];
[(1, i), (i,−1)]; [(−1,−i), (−i, 1)];
[(i,−1), (1, i)]; [(−i, 1), (−1,−i)]}

[((0, 1, 2, 3), (0, 1, 2, 3)), ((0, 3, 1, 2), (0, 3, 1, 2))]
{[(i, 1), (−1, i)]; [(−i,−1), (1,−i)];
[(1, i), (i,−1)]; [(−1,−i), (−i, 1)]}

[((0, 1, 2, 3), (0, 1, 2, 3)), ((0, 3, 2, 1), (0, 3, 2, 1))]
{[(i, 1), (−i,−1)]; [(−i,−1), (i, 1)];
[(1, i), (−1,−i)]; [(−1,−i), (1, i)]}

 

 
(x1, y1) (x2, y2)图 2 失配序列 与 的自相关函数值及两者之和
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{(x1, y1); (x2, y2)}
= {(−11i− 11− 1− i− iii− i− i− 11− 1i1,
− i1i− 11− 1− i− iii− i− i− 11− 1i1);
(11i− i1− i− 1− 1ii− 1− 1− i1− ii1,
i1i− i1− i− 1− 1ii− 1− 1− i1− ii1)} (40)

(x1, y1) (x2, y2)通过计算可得失配序列 与 的自相

关函数及其和值如图2所示。

(x1, y1) R(x1,y1)(γ)

(x2, y2) R(x2,y2)(γ)

γ(0 ≤ γ ≤ 16)

C = 2(Q− 1)− 2i = 32− 2i η=− 2

|η|=2

{(x1, y1); (x2, y2)}

图2(a)为失配序列 的相关函数 ，

图2(b)为失配序列 的相关函数 ，

将两者按 取值对应相加可得图2(c)，

由图2(c)可得 ,  ，

进而有 满足定理1的理论界，由定义8可得

为理想平衡4元几乎失配互补对。 

4    结束语

Q ≡ 1(mod4) maxk∈{±1,±i}Nk(0)−mink∈{±1,±i}

Nk(0) ∈ {0, 2, 4}

本文提出了平衡4元几乎失配互补对新类型序

列，通过Gray映射证明了平衡的周期为素数长

且

 4元几乎失配互补对的理论界。基

p

Q = 4p+ 1

于此理论界，利用4阶分圆类，按 的奇偶性分别提

出了周期为素数长 满足理论界的理想平

衡4元几乎失配互补对的构造方法。表5列出了目前

已有的4元周期互补对同本文得到的理想平衡4元几

乎失配互补对在周期长度、构造方法和平衡特性等

方面的对比结果。在周期长度上，除了文献[22,23]
得到了奇数长4元周期互补对以外，其他文献得到

的多数为偶数长4元互补对，本文的构造法弥补了

奇数长4元周期互补对存在较少的不足；在构造

方法上，文献[15,20–23]都是基于基序列进行扩展

或Gray映射等间接方法，所以在周期长度上无

规律，部分长度列举在表5中，而本文利用4阶分

圆类提出了直接构造方法，序列长度有规律；在

平衡性上，仅本文得到了平衡的4元互补对，文

献[15,20–23]均未考虑平衡性且不能得到平衡的4元
互补对。所以通过本文的研究扩展了4元互补对的

存在范围并为OFDM系统提供了更多互补序列的选

择，也为4元互补序列的研究提供了一个新的序列

设计思路。
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