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摘   要：鲸鱼优化算法(WOA)相较于传统的群体智能优化算法，具有较好的寻优能力和鲁棒性，但仍存在全局寻

优能力有限、局部极值难以跳出等问题。针对上述不平衡问题，该文提出一种多种群纵横双向学习的种群划分思

路，子群相互独立，子群内个体受到来自横向和纵向两个方向的最优值影响，从而规避局部最优，在探索和开发

之间取得均衡。对纵向种群的所有个体，该文提出一种线性下降概率的个体置换策略，促进不同子群的信息流

动，加快算法收敛。基于不同个体的历史进化信息，来进行策略算子选择，从而区别于现有基于随机数的策略算

子选择方法。利用基准函数进行跨文献对比，数值结果表明该文算法具有很好的优越性和稳定性，在大多数问题

上都获得了全局极值，具有较好的问题适用性。
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Whale Optimization Algorithm for Multi-group with Information
Exchange and Vertical and Horizontal Bidirectional Learning
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Abstract: Compared with traditional swarm intelligence optimization algorithms, the Whale Optimization

Algorithm(WOA) has better optimization capabilities and robustness, but there are still problems such as

limited global optimization capabilities and difficulty in jumping out of local extremes. Considering the above-

mentioned imbalance problem, a multi-group population division idea with vertical and horizontal bidirectional

learning is proposed. The subgroups are independent of each other, and the individuals in the subgroups are

affected by the optimal values from both the horizontal and vertical directions, thereby avoiding the local

optimal and getting the balance between exploration and development.For all individuals in the vertical

population, an individual replacement strategy with linearly decreasing probability is proposed to promote the

information flow of different subgroups and accelerate the algorithm convergence.The selection of strategy

operators is based on the historical evolution information of different individuals, which is different from the

existing strategy operator selection methods based on random numbers.The benchmark function is used for

cross-document comparison. The numerical results show that the algorithm in this thesis has good superiority

and stability. It obtains global extreme on most problems and has good problem applicability.

Key words: Whale Optimization Algorithm(WOA); Multi-Group with vertical and horizontal bidirectional

learning; Subgroup individual exchange; Historical information

 

1    引言

20世纪40年代以来，源于生物系统灵感的群体

智能优化方法得到了极大应用。群体智能方法是一

种基于群体迭代的随机搜索优化方法，具有潜在的

并行性、分布式搜索等特点，可以有效规避部分局

部极值，全局搜索能力较强，成为近些年来的研究

热点。群体智能优化的仿生对象主要来自自然，像

早期的蚁群、鸟群、蜂群等，近期不同学者针对鱼

群、狼群、蚁狮、鲸鱼、蚱蜢和樽海鞘等生物行为

特性，提出了许多新的优化方法。数值实验表明这

些方法具有一定的问题适用性，但同时也存在着收

敛精度不高、局部规避能力不强、大规模问题优化
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能力一般等相关问题[1]。鲸鱼优化算法(Whale Op-
timization Algorithm,WOA)是澳大利亚学者Mir-
jalili等人[2]于2016年提出的，该算法主要是通过模

拟座头鲸的觅食行为方式来实现对优化问题的求

解，已经在样本特征选择[3]、流水车间调度[4]、太

阳光伏模型参数提取[5]、工程设计优化[6]、电力最

优潮流设计[7]、云制造资源配置[8]、配电网综合优

化[9]、无人机航路规划[10]等问题上得到了广泛的应

用。现有研究表明，传统WOA仍然存在早熟收

敛、收敛速度慢以及无法找到全局最优解等问题[11–20]。

现有针对WOA方法的改进主要从初始化策

略、非线性参数、惯性权重和局部跳出策略等几个

方面展开。如Sun等人[11]提出基于余弦函数的非线

性动态控制参数更新策略，来平衡算法的探索和开

发能力，采用莱昂飞行策略(Lévy-flight)来跳出局

部最优。Chen等人[6]针对高维函数优化问题，将莱

昂飞行策略和混沌局部搜索策略组成两种新的策

略，引导群体在全局探索能力与邻域开发能力之间

进行协调。龙文等人[12]提出了一种非线性收敛因子

的改进鲸鱼优化算法，在搜索空间中利用对立学习

策略进行初始化，高维函数测试展现了该改进方法

的有效性。褚鼎立等人[13]提出了自适应权重和模拟

退火的鲸鱼优化算法，通过改进自适应权重来调整

算法收敛速度，借助模拟退火增强鲸鱼优化算法的

寻优精度。王坚浩等人[14]提出了基于混沌搜索策略

的鲸鱼优化算法，通过采用混沌反向学习策略来产

生初始种群，设计收敛因子和惯性权重的非线性混

沌扰动策略，来平衡全局探索和局部开发能力。肖

子雅等人[15]利用精英反向学习策略，来提高种群的

多样性和质量，有效地提升了算法的收敛速度，同

时引入黄金分割数来优化WOA的寻优方式，进一

步协调WOA的全局与局部开发能力平衡。吴泽忠

等人[16]针对鲸鱼优化算法后期的种群多样性丢失问

题，提出了螺旋更新位置改进模型，并结合对立学

习策略、随机参数调整、正态变异操作等方法优化

鲸鱼算法的性能。张达敏等人[17]利用Circle混沌序

列随机产生初始种群，提出一种逐维小孔成像的反

向学习策略，来增加寻优多样性，并提出一种融合

贝塔分布和逆不完全Γ函数的自适应权重方法，改

进了鲸鱼算法的寻优精度和收敛速度。刘景森等人[18]

提出了一种基于分段式随机惯性权重和最优反馈机

制的改进算法，通过在随机游走策略中引入基于当

前全局最优解的反馈机制，在收缩包围策略和螺旋

泡泡网捕食策略中引入分段式随机惯性权重，以提

高算法的寻优精度和跳出局部极值的能力。黄清宝

等人[19]提出了一种基于余弦控制因子和多项式变异

的改进方法，通过对余弦参数的惯性权值和最佳鲸

鱼位置引入的多项式变异，来改进优化性能。黄飞

等人[20]结合反向学习策略进行种群初始化，用正态

变异算子来选择种群，配合非线性收敛因子和正弦

螺旋更新策略，从而形成了一种阈值控制的改进

方法。

在上述改进策略中，混沌映射和反向初始化是

为了增加种群的多样性，非线性参数或者参数自适

应是希望通过提高早期解的质量来加快收敛速度和

提高寻优精度，最优邻域学习和最优解变异是希望

提高寻优精度和增强跳出局部极值的能力。同时，

针对局部极值问题，莱昂飞行和混沌变异是一种随

机步长策略，是通过对最优个体的随机维度扰动，

来增加跳出局部陷阱的能力。而考虑收敛因子和惯

性权重，是为了增强算法对前期解的继承，平衡算

法的全局探索与局部开发，并借此加快收敛速度。

可见，上述改进思路已从参数改进、局部扰

动、最优点学习、邻域学习等方面进行了探讨，在

基本WOA算法的局部规避和全局极值精度方面取

得了一定成果，但都是针对单一种群，部分方法如

局部扰动、最优点学习、邻域学习等只是增加了计

算精度，并不保证求得全局最优解。本文提出一种

多种群纵横双向学习和信息互换的研究思路，可以

在不增加计算复杂度的情况下，有效求得大部分函

数的全局最优解。

基准函数的数值实验结果表明本文算法相对基

本WOA方法及其最新哈里斯鹰优化算法 (Harris
Hawks Optimization, HHO)等具有极大提升，可

以获得绝大部分函数的全局极值。跨文献的比较研

究表明，本文方法相对现有WOA 及其改进方法具

有较强的优势，在多数问题上的性能表现优越。 

2    鲸鱼优化算法

鲸被认为是世界上最大的哺乳动物，成年鲸鱼

可以长到30 m，重180 t。这种巨型哺乳动物有7种
不同的主要物种，例如座头鲸，翅背鲸和蓝鲸等鲸

鱼通常被视为掠食者。座头鲸是最大的古鲸之一，

它们最喜欢的猎物是磷虾和小鱼群，座头鲸的觅食

行为被称为泡泡网觅食方法[21]。这种觅食行为包括

两种行为方式：“向上螺旋”和“双循环”。在

“向上螺旋”中，座头鲸可以向下俯冲约12 m，

然后围绕猎物形成螺旋气泡并上游至水面。“双循

环”包括3个不同的阶段：珊瑚环，垂尾和捕获

环。针对座头鲸的觅食行为方式，Mirjalili等人[2]

从数学上构建了针对优化问题的鲸鱼优化模型，该

模型模拟了座头鲸俯冲包围觅食、螺旋气泡觅食和

随机寻找猎物等3种数学模型。 
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2.1  俯冲包围觅食(包围猎物)
算法模型假设座头鲸能够识别猎物的位置并将

它们圈起来，此时鲸鱼通过群体交流，使整个种群

向猎物位置移动，从而获得食物。俯冲包围猎物觅

食的数学模型为

X(t+ 1) = X∗ (t)−AD,A = 2ar − a (1)

D = |CX∗ (t)−X (t)| ,C = 2r (2)

式(1)和式(2)中，t为当前迭代步数，X*(t)为食物

位置，X(t)为座头鲸位置。A和C为系数向量，按

式(1)和式(2)定义。其中，r是[0,1]的随机数，a随

迭代从2线性递减到0。 

2.2  泡泡网觅食(开发阶段)
螺旋更新位置是模拟座头鲸围绕猎物的螺旋状

运动来实现的，如式(3)所示。座头鲸的泡泡网觅

食通过收缩包围机制和螺旋更新位置来实现。其

中，收缩包围机制通过减小式(3)中的a值来实现，

当a值从2降为1时，A的波动范围也线性减小1/2。

X(t+ 1) = X∗ (t) +Debl cos(2πl) (3)

式(3)中，b为定义螺旋形状的参数，l为[–1,1]
的随机数。 

2.3  搜索猎物(探索阶段)
在无法发现猎物的阶段，座头鲸通过对周边进

行随机搜索，来获取猎物的可能位置。这个阶段通

过A的绝对值来界定，当|A|>1时，座头鲸群体会

随机选择一个个体来执行俯冲包围觅食，其搜索猎

物的数学模型如式(4)所示

X(t+ 1) = Xrand (t)−AD′

D′ = |CXrand (t)−X (t)|

}
(4)

基于上述座头鲸的觅食模型，Mirjalili等人[2]

提出了鲸鱼优化算法。文献分析发现，该算法通过

参数A来控制搜索猎物和包围觅食的次数。另外，

该算法执行一种双种群结构，1/2种群执行泡泡网

觅食，1/2种群执行俯冲包围觅食。在俯冲包围

中，迭代前期(1/2时间)先围绕随机个体执行搜索

猎物(探索阶段)，迭代后期围绕最优食物源执行包

围觅食(开发阶段)，每一次迭代结束，两个种群交

换信息，更新最佳食物源即猎物的位置。与粒子群

算法(Particle Swarm Optimization, PSO)、差分

算法(Differential Evolution algorithm, DE)、快速

进化编程(Fast Evolutionary Programming,
FEP)、引力搜索算法(Gravitational Search Al-
gorithm, GSA)等4种经典群智能优化方法的对比实

验表明，该算法在单峰函数的Sphere和Schwefel
2.22上，以及多峰函数Rastrigin上，其寻优能力和

鲁棒性最好。在其他的测试函数上，大部分处于第

2和第3的位置。 

3    改进鲸鱼优化算法

现有文献改进的基于余弦函数的非线性动态控

制参数更新、莱昂飞行跳出局部最优策略、搜索空

间中利用对立学习策略进行种群多样化、利用自适

应权重来调整算法收敛速度、借助模拟退火来增强

寻优精度，以及其他算法中的修改相关系数和采用

高斯缩放、多项式学习等做法，其本质上都是经典

数学方法。本文尝试从多种群的视角，基于纵横双

向学习和横向信息互换的思路提出一种新策略。具

体如下。 

3.1  多种群纵横双向结构

在Mirjalili等人设计的鲸鱼优化算法逻辑框架

中，现有种群数目假设为M，按照随机概率P>0.5
可以区分为两个随机性种群，而且每次迭代，这个

种群的个体都会发生变化。一个种群按照泡泡网的

方式觅食，即个体迭代执行式(3)，式(3)中的所有

个体围绕最优个体按照螺旋更新模式进行收缩包

围。另一个种群依据系数向量A的绝对值与1的判

断，采取搜索猎物或者包围觅食的方式，即个体执

行式(1)或式(4)，其中式(1)或式(4)的差别在于个体

是围绕最优个体迭代还是围绕随机个体迭代，按照

多项式缩放的方式进行。

上述逻辑设置对于基准函数如Sphere, Schwe-
fel2.22, Rastrigin等具有一定效果，但对于大部分

其他基准函数，并不能获得全局最优。因此，本文

提出一种多种群纵横双向结构，即种群M由p个子

种群组成，每个子群有k个个体，具体如图1所示。

现有文献如随机种群线性差分方法等[22]，都是

将多个种群的个体按照权重进行加和，也就是1次
迭代。本文对于随机个体M33来说，它受到纵横双

向的子群最优(假设为M53和M3p)的影响，也就是

根据式(3)按照图1进行双向两次迭代。即随机个体

M33首先纵向选定M53按照式(3)迭代，然后再横向

选定M3p按照式(3)迭代。第1次迭代并不进行适应

度计算，这一思路是考虑到在种群进化的初期，随

机个体与子群最优的最优值相差较大，通过2次迭

 

 
图 1 改进鲸鱼优化算法的多种群纵横双向结构
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代从两个方向促进个体进化。上述思路不考虑双向

迭代后在部分时期的适应度变差的情况。 

3.2  横向信息交流互换机制

本文基于多种群双向学习的方法，虽然个体可

以从两个方向迭代学习，但是种群之间的信息交互

较少。为了获取全局极值，有必要推动不同种群个

体的信息互动。现有文献的信息交流都是随机种群

划分、多种群加权迭代等方法，提出一种个体互换

的信息交互机制，具体如图1所示。假设随机个体

M33所在子群为M3群，该群的横向为M31～M3p共

p个个体，针对p个个体设定随机数选择组，假设选

中组别为M1p～Mkp所在的p组，该组的最差适应度

个体是Mkp，此时将M33和Mkp互换，就完成了一

次基于横向信息交流的个体互换机制。对于第l次

迭代步来说，每次迭代中的个体置换概率Pp为

(L–l)/L。
这一置换概率的设置是保证纵横双向学习的子

种群个体，在迭代前期具有较大的置换可能，在后

期具有较小的置换可能。由上述机制可以看出，本

文方法的信息交流是个体互换，而非对子群个体进

行位置迁移，这样就保证了选定子群的多样性会随

着其他子群最差个体的导入而增加；而被选中的最

差子群也会因为相对较好个体的导入使得子群的整

体应变能力可能相对变好。数值实验和收敛曲线表

明，上述设置加快了算法的收敛，对于很多基准函

数都很快获得了全局最优。 

3.3  基于历史信息的策略算子选择

WOA算法任意的迭代中，随机概率P>0.5，
则种群中的选定个体按照泡泡网方式觅食，否则按

照|A|>1的比较来选定搜索猎物或者包围觅食方

式。在此，相较于随机概率P与0.5的判断比较，本

文提出一种贪婪机制的策略算子选择方法，即利用

个体适应度值的历史变化来考虑算子策略。具体为

各个子群的个体，在上次的迭代中，如果适应度值

变好，则选择纵横双向的最优值个体，按照泡泡网

觅食的方式进化迭代。如果上次的迭代过程，其个

体适应度函数的值变差，则按照搜索或包围觅食的

策略方式迭代。这一策略有效地利用了个体进化的

历史信息。

式(1)中，A按照均匀分布概率从±2收缩到0，
即迭代l=0，大于1的概率为50%；迭代l>=L/2，
大于1的概率为0。因此，依据A的定义，从数值概

率角度分析，泡泡网觅食方式是50%(全迭代时

期)的可能，包围觅食方式是25%～50%(前L/2迭
代时期，后L/2迭代期其概率为50%)和搜索猎物方

式是25%～0%(前L/2迭代时期，后L/2迭代期其概

率为0%)。

基于上述分析，本文将A定义为座头鲸的视域

系数，以区分现有系数向量的概念。|A|>1表示视

域较大，子群个体随机选择所有种群M(M 1 1–
Mkp)中的个体，按照式(4)更新位置。|A|<1表示

视域较近，子群个体纵横双向选择最优个体，按照

式(1)进行包围觅食方式更新个体位置。 

3.4  改进鲸鱼优化算法的实现流程

改进算法的实现流程描述如下：

步骤 1　参数初始化。定义问题维度D、子种

群数p、子群内个体数目k，最大迭代步数L；定义

个体初始适应度f值为inf，视域参数为A，子群内

的个体互换概率Pp。

步骤 2　初始化群体位置，并计算适应度值，

定义p个子群内的最优为子群猎物位置。

步骤 3　从M11到Mkp开始循环，进行个体历

史适应度值的判断。

策略1　若个体适应度值改善，则当前子群内

选定个体按式(3)进行纵横双向的泡泡网式觅食。

策略2　若个体适应度值变差且|A|>1，则当

前子群内选定个体按式(4), M11～Mkp中随机选定

个体进行猎物搜索。

策略3　若个体适应度值变差且|A|<=1，则当

前子群内选定个体按式(1)进行纵横双向的包围觅食。

步骤 4　子群信息互换。M11～Mkp开始循

环，产生均匀分布随机数rand，如果rand>Pp，则

启动子群信息互换机制。如对于当前个体M33，随

机选中一个横向的个体如M3p，对当前横向个体所

在的子群M1p～Mkp中，找出其子群的最差适应度

如Mkp，此时将M33和Mkp的位置和适应度值互

换，这样就完成了一次子群信息互换。

步骤 5　更新各子群个体的适应度值和纵横双

向子群的猎物位置，定义最佳猎物位置为全局最优。

步骤 6　循环条件判断，满足则结束，输出结

果。不满足则跳转步骤3。 

3.5  改进算法的计算复杂度分析

基本WOA算法利用随机向量A和随机数判

断，执行3种围捕策略；本文算法按照适应度值的

改善情况和视域A的判断，也遵守原算法的3种狩

猎行为，与基本WOA算法一样，针对种群M的总

计算次数一样，也就是计算代价一致。但与原算法

不同的是，本文算法需要存储每个个体的上次适应

度值，以便于进行价值判断；其次，本文算法需要

纵横双向进行算子迭代，相较于原算法的1次迭

代，其计算时间稍多，但不增加适应度的计算次数。

上述设置和文献[13–16]中改进算法当中的模拟

退火、混沌反向、精英反向和柯西变异等策略有根
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本不同，属于方程表达式的增加，并不增加整体算

法的计算复杂度，因此计算时间增加极少。而文

献[13–16]中的模拟退火、混沌反向、精英反向和柯

西变异等，会调用更多的适应度计算函数，增加同

一次迭代中的适应度计算次数，故而产生了计算代

价。如果种群数目为M，一次适应度调用的时间为

t，那么L次迭代的调用总时间为M×L×t。因此，

改进方法的计算复杂度与文献[2]相当，调用总时间

为M×L×t。 

4    数值实验

文献[8–20]对标准WOA算法提出了诸多的改

进，但不同算法的测试标准不一样，为进行跨文献

比较，参考文献[2,13–16,23]的基准函数和指标选取

情况，本文选取30次测试的平均值、标准差、寻优

成功率等指标来衡量算法性能，利用上述文献的相

关标准函数进行对比实验研究，函数的表达式见

文献[2]。 

4.1  基准函数的特性分析

现有文献针对文献[2]的测试函数进行了对比研

究，但缺少对问题函数的具体讨论。本文基于文

献[2]提供的理论知识(给定最优点坐标)，利用Mat-
lab工具进行验证(D=30)，发现函数F7, F10, F12和

F13的最优值与现有文献提供的理论值不同(均为

0 )，分别是接近0的随机值、8 . 8 8178 e - 0 16 ,
1.57054e-032和1.34978e-032，而现有文献[23]等计

算的F12和F13平均值却为0，因此现有文献相关算

法的计算过程存在些许问题。

文献[2]中，F1～F7为单峰函数，F8～F13为多

峰函数。单峰函数中的F1～F4主要测试算法的寻优

精度，函数的局部极小点少，大多数算法都能够获

得较好的寻优精度，F5～F7拥有较多的局部极值

点，许多算法不能跳出局部极值，这3个函数是现

有算法对比的主要参考。多峰函数F8～F13中的F9～

F11主要测试算法的寻优精度，函数的局部极小点

少，大多数算法都能够获得较好的寻优精度。但

F8, F12和F13拥有较多的局部极值点，许多算法不

能跳出局部极值，这3个函数是相关算法对比的主

要参考。 

4.2  改进算法的参数分析

本文改进算法提出了多种群的逻辑框架，框架

中整体种群的数量由子群数p和子群内的个体数k决

定。由于采用了一种多子群方法，导致单一种群的

数量相对较少，进化较慢，原WOA算法中的参数

A和C对新框架存在一定的影响，需要进一步进行

分析。另外，为了避免单一种群的信息孤岛现象，

基于种群间的个体互换概率也影响单个子群的多样

性。最后，本文针对视距A和置换概率Pp假设是线

性下降，但也可以是非线性下降，如凸函数或者凹

函数下降，但影响相对较少，故而本文不作进一步

讨论。

考虑到原始WOA算法的种群数为30，故而本

文设置子群数为6，子群内个体数目为5，算法的最

大评估次数即函数的调用次数与文献[2,13–16,23]相
同取15000，算法针对上述基准函数测试30次，利

用前述文献提及的均值、成功率等指标进行衡量。

另外，参数A由正负2线性下降至0，参数C为

[0,1]随机数，置换概率Pp为(L–l)/L即由1线性下降

至0。最后，还需要考察纵横双向学习和子群内单

向学习的区别。

在其他参数不变的情况下，对参数C=rand(实
验1)和C=1(实验2)进行参数实验。另外，在上述

初始Pp=1的基础上，对置换概率Pp进行参数实

验，设置Pp由0.7, 0.4和0.1下降至0，分别记为实验

3, 4, 5，测试数据精度等级如表1所示。

由表1可知，C=1的整体精度优于C=rand，
参照表1全局极值和文献[12]关于成功率的阈值设

置，算法参数C=1的数值结果表明改进算法除了

F8以外全部获得了全局极值。而算法参数C=rand
的设置，在函数F5, F6, F12和F13上的精度不高，所

以本文取参数C=1。
研究发现，如果Pp=0，所有测试函数均无法

获得全局极值，故而设置一定的置换概率是合适

的，结合表1实验数据，本文认为初始的Pp值应该

较大，本文取初始Pp值为1。
同时，视距A影响着算法的寻优精度，比如基

准函数F1～F4等，因此本文在表1算法参数的基础

表 1  本文算法参数C 和Pp的基准函数测试均值精度等级(D=30)

实验 F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 F10 F11 F12 F13

1 0 e-167 0 e-169 e-004 e-009 e-004 –12569 0 e-016 0 e-010 e-009

2 e-323 e-168 0 e-167 0 0 e-004 –12332 0 e-016 0 e-032 e-032

3 0 e-167 0 e-169 0 0 e-004 –12331 0 e-016 0 e-032 e-032

4 0 e-168 0 e-164 0 0 e-004 –12214 0 e-016 0 e-032 e-032

5 e-055 e-019 e-011 e-066 0 0 e-004 –10347 1.98 e-016 0 e-032 e-032
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上，设置视距A由1.7, 1.4和1.1线性下降至0，分别

记为实验6, 7, 8，测试数据的精度等级如表2所示。

由表2可知，较小的A值会显著提高算法在测

试函数F1～F4上的寻优精度，这是因为本文框架算

法所设置的多子群结构相当于一个个的位置子领

域，而适应度值变差且|A|>1时启动的算子探索功

能其作用有限，故而本文设置相对较小的初始

A值，考虑取值1.6。
针对测试函数F8，除了采用C=rand的实验1获

得了全局极值，其他设置均无法获得全局极值。在

此，本文基于上述设置即C=1，初始Pp=1，初始

A=1，子群数p=6，子群内个体k=5，通过更改子

群规模进行参数实验。设置实验9(p=4, k=3)、实

验10(p=7, k=6)、实验11(p=8, k=7)、实验

12(p=9, k=8)，测试数据的精度等级如表3所示。

由表3可知，较小规模的子群数，可以有效提

高算法针对F1～F4的寻优精度，如实验9所示全部

获得了这4个函数的全局极值，但对于基准函数F5,
F8和F9则难以获得全局极值。提高子群规模，虽然

会降低部分函数(F1～F4)的求解精度，但根据文

献[12]有关成功率的界定，本文实验11和实验12的
结果是全部获得了最优解，其成功率为100%。

因此，在不更改算子表达式和增加过多其他算法的

融合算子的条件下，本文多子群的框架设置具有较

强的优势。

为了说明纵横双向学习的效果优于基于单个子

群的单向学习，在实验11的基础上采用单向学习的

方式进行基准函数的测试研究，相关结果除了

F1～F4的寻优精度较低外(分别为e-170, e-087, e-
167和e-087)，其他的测试函数都获得了全局极

值，这就说明采用纵横双向学习的多种群框架结

构，在不改变算法性能的条件下能够更快地收敛，

进而获得全局极值。 

4.3  改进算法与最新原始算法的对比分析

HHO算法是由Heidari等人[24]新近提出的优化

方法，与遗传算法(Genetic Algorithm, GA)、生物

地理学优化方法(Biogeography-Based Optimiza-
tion, BBO)、差分进化DE、粒子群算法PSO、布

谷鸟搜索算法(Cuckoo Search, CS)、基于教学的

学习优化方法(Teaching-Learning-Based Optimi-
zation, TLBO)、蝙蝠算法(Bat Algorithm, BA)、
花卉授粉算法(Flower Pollination Algorithm,
FPA)、萤火虫算法(Firefly Algorithm, FA)、灰狼

优化(Grey Wolf Optimizer, GWO)和飞蛾扑火算

法(Moth-Flame Optimization, MFO)等的比较研

究表明，该算法具有极强的全局寻优能力和局部规

避能力。因此，本文算法与HHO算法和WOA算法

进行指标对比。

HHO和WOA算法中，种群数M为30，迭代

500次，测试次数30，其他参数参照HHO和WOA
的实验设置不作更改，统计相应的实验均值精度指

标，以考察算法是否具备全局寻优能力。测试指标

数据如表4所示。

由表4可知，以文献[12]的成功率阈值度量，本

表 2  本文算法参数A的基准函数测试均值精度等级(D=30)

实验 F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 F10 F11 F12 F13

6 0 e-194 0 e-192 0 0 e-004 –11740 0 e-016 0 e-032 e-032

7 0 e-218 0 e-218 0.9569 0 e-004 –11977 0 e-016 0 e-032 e-032

8 0 e-229 0 e-226 0 0 e-004 –11793 2.984 e-016 0 e-032 e-032

表 3  本文算法种群参数p和k的基准函数测试均值精度等级(D=30)

实验 F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 F10 F11 F12 F13

9 0 0 0 0 2.87 0 e-004 –11026 8.954 e-016 0 e-032 e-032

10 0 e-164 0 e-168 0 0 e-004 –11977 1.989 e-016 0 e-032 e-032

11 e-264 e-133 e-260 e-134 0 0 e-004 –12569 0 e-016 0 e-032 e-032

12 e-214 e-108 e-212 e-101 0 0 e-004 –12569 0 e-016 0 e-032 e-032

表 4  针对基本测试函数的算法性能均值指标对比(D=30)

F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 F10 F11 F12 F13

本文算法 e-157 e-81 e-153 e-81 0 0 e-04 –12569 0 e-16 0 e-32 e-32

HHO e-97 e-51 e-63 e-47 e-02 e-04 e-04 e+04 0 e-16 0 e-06 e-04

WOA e-30 e-21 e-07 e-02 27.86 3.11 e-03 –5080 0 7.40 e-04 0.339 1.889
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文算法在全部测试函数中获得了全局最优，仅

F1～F4的寻优精度稍低，但仍然远高于HHO算法

和WOA算法。另外，本文统计了上述算法的标准

差指标，发现本文算法在所有测试函数中的标准差

是最小的，HHO算法针对F5的寻优精度偏低且不

稳定，针对F 8完全不收敛。WOA算法仅针对

F1～F3、F9和F11具有一定的求解优势，针对其他

测试函数求解精度低或者稳定性相对较差。 

4.4  改进算法与现有改进WOA文献的对比研究

文献[2,13–16]对上述7个单峰函数(F1～F7)和
6个多峰函数(F8～F13)的可变测试函数问题进行了

30次统计实验研究，其中F8的最优值为–418.9829D
(D是维度)，其他函数理论最优值为0或接近0，且

F5, F6, F8和F12, F13的最优位置不在原点。现继续

采用上述文献的参数设置，种群数M=30，迭代次

数L=500，维度D=30，进行30次独立实验，对比

实验结果如表5所示。

从计算精度来看，文献 [ 13 ]与粒子群算法

PSO、差分算法DE以及WOA算法的对比研究表

明，基于自适应权重和模拟退火的鲸鱼优化算法

(Whale Optimization Algorithm based on adap-
tive Weight and Simulated Annealing, W-SA-
WOA)在计算精度和收敛速度方面都有明显提升，

本文算法对比文献[13]，除了F1, F3和F4的计算精

度相对稍低外，在其他测试函数的均值指标都比文

献[13]强或一致(F7和F9)。文献[14]与文献[12]进行

了对比研究，发现混沌搜索策略的鲸鱼优化算法

(Whale Optimization Algorithm based on Chao-
tic Search, CWOA)在收敛速度、收敛精度、鲁棒

性方面均较文献[12]有较大提升，本文算法除了F1,
F2和F4的计算精度比CWOA稍差，其他指标都相

对比文献[14]强或一致(F6, F7, F9和F11)。文献[15]
对比了粒子群算法PSO、黄金正弦优化算法

(Golden-Sine optimization Algorithm, Golden-
SA)、WOA等算法，发现精英反向黄金正弦鲸鱼

算法(Elite opposition-based Golden-Sine Whale
Optimization Algorithm, EGolden-SWOA)具有更

好的寻优精度和稳定性，本文算法除了F1 ,  F2 ,
F3和F4的计算精度稍低，其他的均值指标都相对比文

献[15]强或一致(F7, F9, F10和F11)。文献[16]与粒子

群算法PSO、引力搜索算法GSA、基于自适应权重

和柯西变异的鲸鱼优化算法(the Whale Opti-
mization algorithm based on Adaptive Weight
and Cauchy Mutation, WOAWC) [24]以及基本

WOA算法进行了比较，低维度实验数据表明，改

进螺旋更新位置模型的鲸鱼优化算法(Whale Op-
timization Algorithm based on Improved spiral update po-
sition Model, IMWOA)是5种方法中最优的；本文

算法除了F1, F2, F3和F4的计算精度稍低，其他测

试函数的寻优精度都相对比文献[16]好或一致(F6,
F9和F11)。需要说明的是，F7测试函数的求解精度

不应该为0，在30维度变量值全为0的情况下，最优

值是随机值，只有当变量接近0时的最优解，其最

优值才接近0。所以，文献[16]针对F7的测试结果有

所偏差。

从计算稳定性指标来看，所有算法针对F7的寻

优标准差等级较低，这是因为该函数的结果存在随

机变量，导致最优值接近0且不唯一，导致所有算

表 5  本文算法与现有文献的性能指标对比(D=30)

W-SA-WOA[13] CWOA[14] EGolden-SWOA[15] IMWOA[16] 本文算法

平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差

F1 0 0 0 0 0 0 0 0 2.7e-157 1.4e-156

F2 2.57e-21 6.68e-121 4.56e-223 0 6.69e-202 0 8.82e-181 0 3.8e-081 9.1e-81

F3 0 0 – – 0 0 0 0 1.2e-153 6.8e-153

F4 3.56e-94 4.90e-94 3.6e-265 0 3.58e-191 0 4.27e-184 0 1.6e-081 3.0e-081

F5 27.3357 0.2956 0.274 5.17e-00 3.75e-09 7.45e-09 4.29e-05 1.33e-04 0 0

F6 0.0271 0.0201 0 0 6.86e-10 1.29e-09 0 0 0 0

F7 1.17e-04 1.0E-04 3.61e-05 3.73e-05 3.25e-05 2.55e-05 0 0 1.4e-04 1.25e-04

F8 –12447 873.3422 – – –5.58e-101 1.67e + 102 –12455.6 172.0869 –12569 1.8e-12

F9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

F10 3.02e-15 1.77e-15 8.88e-016 4.01e-31 8.88e-16 0 8.88e-016 1.00e-031 8.88e-016 0

F11 0.0015 0.0073 0 0 0 0 0 0 0 0

F12 0.0785 2.40e-08 3.09e-02 1.37e-02 8.53e-14 2. 61e-10 1.68e-08 1.70e-08 1.5e-032 5.5e-48

F13 0.0421 0.0289 – – 2.63e-11 6.65e-10 5.69e-06 1.96e-05 1.3e-032 5.5e-48
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法的标准差值处于e-04左右。如果将e-10作为阈

值，则文献[13–16]分别有7, 2, 4, 4个函数的稳定性

相对较差，而本文算法仅针对F7的寻优标准差等级

较低，在其他基准函数上的标准差都极小，基本都

高于现有文献[13–16]。可见，本文对种群结构的改

进方法相较于前述文献的算子改进策略具有较强的

优势。

另外，文献[11,12,14,16,25]针对大规模问题

(D=1000)的优化，选取了不同的测试函数，其中

Rosenbrock(F5)和Penalized1(F12)函数的测试表现

相对较差，其他函数相对能获得较好的全局极值。

以下本文利用这两个函数进行大规模问题的跨文献

对比研究。参考前述文献设置，设定阈值为1e-05，
如果算法收敛到此范围，则认定算法获得了全局最

优解，成功率(Success Rate, SR)为成功收敛到阈

值范围内的测试比率。为了公平起见，所有算法的

最大适应度计算次数一样(MaxFEs=15000)，因此

更改最大迭代次数为500，种群数为30，记录30次
独立测试的各性能指标，见表6。

由表6可知，本文算法在上述单峰和多峰的高

维度(D=1000)测试函数中，收敛精度均优于其他

算法，成功率SR都为100%，表现良好的寻优精度

和鲁棒性，总体性能优于文献[11,12,14,16,25]相应

的改进鲸鱼优化算法。另外，现有文献[16]采用的

最大迭代次数为5×106，高于本文的迭代次数，说

明本文算法在较小的迭代代价下取得了较好的优化

效果。

为了进一步对比大规模问题上的算法性能，本

文与文献[12,23]进行对比研究，测试函数选择上述

文献中的15个基准函数，函数表达式见上述文献。

本文利用15000次的总计算代价进行实验测试，其

他参数设置同上，测试结果如表7所示。

由表7可知，按照上述文献有关测试函数的阈

值设置，本文算法的成功率SR全部为100%，且本

表 6  大规模(D=1000)测试函数的算法性能指标对比

Rosenbrock Penalized1

均值 标准差 成功率 均值 标准差 成功率

本文算法 0 0 100 4.7116e-034 68.6991e-050 100

文献[11] 1.38e-17 4.2e-17 100 4.13e-28 0 100

文献[12] 9.92e+02 8.29e-01 0 1.59e-01 6.19e-02 0

文献[14] 9.90e+02 4.51e-01 0 3.46e-02 1.76e-02 3.33

文献[16] 2.66e-08 4.96e-08 100 3.14e-09 4.24e-09 100

文献[24] 0.3318 0.3973 10 2.20e-06 3.56e-06 100

表 7  本文算法与文献[12,23]的性能对比(D=1000)

函数
IWOA[12] GWOA[23] 本文算法

均值 标准差 成功率 均值 标准差 成功率 均值 标准差 成功率

f1 1.86e-111 9.0e-112 100 1.60e-114 5.01e-114 100 8.7516e-157 2.707e-156 100

f2 3.00e-065 3.37e-065 100 1.56e-073 2.09e-073 100 7.2131e-080 1.7043e-079 100

f3 3.15e-112 6.20e-112 100 9.59e-114 2.03e-113 100 4.0063e-153 2.1768e-152 100

f4 3.00e-182 0 100 4.29e-168 0 100 1.4807e-161 8.1032e-161 100

f5 9.92e+02 8.29e-01 0 9.88e+ 02 6.18e-004 0 0 0 100

f6 3.06e-003 2.52e-003 20 2.07e-002 3.53e-002 30 2.2722e-04 1.7054e-04 100

f7 1.10e-001 2.25e-002 40 1.05e-007 3.14e-007 100 4.7116e-034 8.6991e-050 100

f8 0 0 100 0 0 100 0 0 100

f9 5.15e-015 2.89e-015 100 8.88e-016 0 100 8.8818e-016 0 100

f10 0 0 100 0 0 100 0 0 100

f11 1.02e-066 1.63e-066 100 0 0 100 1.0549e-076 5.7776e-076 100

f12 6.58e-112 1.30e-111 100 6.32e-122 1.58e-122 100 1.3948e-122 6.6809e-122 100

f13 0 0 100 0 0 100 0 0 100

f14 1.66e-115 3.30e-115 100 3.64e-130 4.58e-130 100 1.3498e-130 5.5674e-130 100

f15 5.52e-103 1.20e-102 100 3.33e-105 1.05e-104 100 2.2266e-153 9.0116e-153 100
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文算法在f1～f3, f5～f7和f15上均优于其他算法，

但本文算法在f4和f11的求解精度相对稍低，通过将

最大计算次数从15000更改为25000，本文算法针对

上述4个函数的求解精度分别为1 .3518e -265 ,
3.6627e-130，均有效地提高了算法的求解精度。

针对不同算法在大规模问题上的收敛性情况，

限于篇幅本文对比了WOA和HHO算法在求解F4和

F12的收敛情况。其中，测试函数F4的最优值为0，
在有限的迭代步下，本文算法的收敛效果优于

WOA和HHO算法，下降速度最快，而WOA和

HHO算法却较早停滞。测试函数F12的最优解是

1.57e-032，本文算法在80步迭代后基本获得了全局

极值，而WOA算法和HHO算法在100步迭代后限

于局部极值，无法进一步提高收敛精度。 

5    结 论

鲸鱼优化算法(WOA)是新近提出的生物群体

启发式算法，对部分问题具有较好的适用性，但也

存在难以跳出局部极值、寻优精度待提高等问题。

针对鲸鱼优化算法的开发和探索能力不平衡的问

题，本文提出了一种多种群纵横双向学习的种群框

架思路。针对这种子群分离的信息孤岛现象，提出

了一种横向种群之间的信息沟通互换机制，即纵向

子群选定的个体与横向随机个体所在的子群最差值

进行置换，以解决子群间的信息沟通难题。最后，

为了有效地利用历史信息，提出了一种利用历史进

化信息的算子选择机制，替换现有WOA算法中基

于随机概率P>0.5来选择策略的行为，进而更好地

利用算子进化的问题信息。数值结果表明，本文改

进方法对于绝大多数函数都能够较为稳定地获得全

局最优解，对于部分测试问题可以通过调整子群规

模，或者改变参数C，也能够稳定地获得全局极

值，因此具有一定的参考价值。
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