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摘   要：非光滑伪凸优化问题是一类比较特殊的非凸优化问题，常出现在各类科学与工程应用中，因此具有很大

的研究价值。针对现有神经网络模型解决非光滑伪凸优化问题存在的不足，该文基于微分包含理论，提出一种新型

单层递归神经网络模型。通过理论分析，证明了神经网络状态解在有限时间内收敛到可行域，且永驻其中，最终神

经网络状态解收敛于原优化问题的最优解。最后，通过数值实验，验证了所提理论的有效性。与现有的神经网络

相比，该文所提神经网络模型结构简单仅为单层，不需要提前计算罚参数，且对初始点选取没有任何特殊的要求。
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Abstract: Pseudoconvex optimization problems are a special kind of nonconvex optimization problems, which

often appear in various scientific and engineering applications, so they have great research value. Considering

the shortcomings of the existing neural network model to solve the nonsmooth pseudoconvex optimization

problem, a new single-layer recurrent neural network model based on differential inclusion theory is proposed.

Through theoretical analysis, it is proved that the state solution of the neural network converges to the feasible

region within a limited time and stays in it forever. Finally, the state solution of the neural network converges

to the optimal solution of the original optimization problem. At the end of the article, the validity of the

proposed theory is verified through numerical experiments. Compared with existing neural networks, the neural

network model proposed in this paper is simple in structure, does not need to calculate penalty parameters in

advance, and has no special requirements for the selection of initial points.
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1    引言

优化问题常出现在机器学习、图像识别等各类

科学和工程应用中。研究学者在非线性规划、微分

包含等理论的基础上，提出了较多用于解决优化问

题的神经网络模型。1986年，Tank和Hopfield[1]将

Hopfield神经网络运用到解决线性规划问题中，研

究学者由此得到启发，相继提出各种用于解决优化

问题的神经网络模型。1988年，Kennedy和Chua[2]

提出了一种包含罚参数的动态非线性规划电路

(Nonlinear Programming Circuit, NPC)用于解决

非线性规划问题的神经网络模型，该模型中含有罚

参数，且要求目标函数和约束函数都是光滑的。随

着NPC的引入，优化问题的研究得到更进一步的

发展，由此之后，研究学者提出了大量的神经网络

模型用于解决优化问题。Xue等人[3]基于次梯度方

法，提出了一种用于解决非光滑凸优化问题的单层

递归神经网络模型，该模型需要计算精确的罚参

数，但精确罚参数的计算与选取，有时候非常困难，
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且计算量会很大。同样是解决文献[3]中的非光滑凸

优化问题，Qin等人[4]基于Tikhonov正则化方法，

提出了一种动态神经网络模型，该模型不要求可行

域是有界的或者目标函数是强制的。后来，Qin等
人[5]基于微分包含理论，提出了一种用于解决这类

非光滑凸优化问题的双层神经网络模型，该模型不

需要计算精确的罚参数，且适当放宽假设条件，遗

憾的是，网络结构为双层，相对其他单层神经网络

增加了模型复杂度。

随着凸优化问题研究越来越成熟，研究学者发

现不能利用上述的神经网络解决科学和工程应用中

常见的非凸优化问题。又因为伪凸优化问题是一类

比较特殊的非凸优化问题，所以，研究伪凸优化问

题具有很大的理论指导意义。于是，Li等人[6]基于

正则化方法，提出一种用于解决伪凸优化问题的神

经网络模型。但它要求可行域有界，且初始点必须

在可行域中。文献[7]基于惩罚函数思想，提出了一

种用于解决包含等式约束和方体约束的非光滑伪凸

优化问题的神经网络模型，但该模型要求计算罚参

数。为避免罚参数的计算，Hosseini[8]基于微分包

含理论，提出了一种神经网络模型，可是它只能解

决包含不等式约束的非凸优化问题，因此该模型的

应用范围受到限制。为更好地解决伪凸优化问题，

Qin等人[9]提出了一种单层神经网络模型，该模型

结构简单，不需要罚参数，并且能解决包含等式约

束和不等式约束的非光滑伪凸优化问题。Bian等

人[10]基于光滑思想理论，提出了一种用于解决非光

滑伪凸优化问题的神经网络模型，但要求初始点的

选取必须在等式可行域内，由此可知，该模型在实

际应用的范围会受到限制。近年来，也有研究者运

用神经网络解决各类具体的优化问题，如高鑫等

人[11]基于端到端的神经网络模型以提高车辆密集区

域的检测精度。

根据上述已有的神经网络模型以及前人的工

作[12–16]，本文提出了一种新型单层递归神经网络模

型，用于解决包含等式约束和不等式约束的非光滑

伪凸优化问题。与现有的神经网络相比，本文所提

出的神经网络其优势有：(1)不同于文献[5,17]，本文

的神经网络结构简单仅为单层；(2)与文献[3,18,19]

不同，本文的神经网络不需要计算精确罚参数；

(3)与文献[5–7,10,17,18,20]不同，本文的神经网络

在初始点的选取上，没有任何特殊要求；(4)能解

决更一般的优化问题；(5)与其他论文不同，本文

直接证明神经网络状态解进入可行域，而大多数的

神经网络会先证明进入等式约束集，再证明进入不

等式约束集。

本文组织结构如下：第2节介绍研究内容和相

关定义；第3节介绍神经网络模型；第4节对该神经

网络模型进行理论分析；第5节通过仿真实验验证

理论结论的正确性；第6节总结全文。 

2    研究内容和相关定义
 

2.1  主要研究内容

本文主要研究非光滑伪凸优化问题，具体描

述为

min f(x)

s.t. g(x) ≤ 0

Ax = b

 (1)

x = (x1, x2, ···, xn)
T ∈ Rn f : Rn → R

g = (g1, g2, ···, gp)
T
: Rn → Rp

A ∈ Rn×m b = (b1, b2, ···, bm)T∈Rm

S1 = {x ∈ Rn : Ax=b}
S2 = {x ∈ Rn : g(x) ≤ 0} S = S1 ∩ S2

= {x ∈ Rn : g(x) ≤ 0,Ax = b} int(·)
bd(·)

其中， , 是正则

伪凸函数， 是凸函数，

是行满秩矩阵， 。

定义等式约束集 ，不等式约

束集 ，可行域

。本文中出现的

表示内部， 表示边界上。假设优化问题式(1)有解。 

2.2  相关定义

接下来，列出与本文相关的部分必要的定义，

使读者更好地理解本文研究内容。

E ⊂ Rn x

F (x) ⊂ Rn

x → F (x) E → Rn

V ⊃ F (x0) x0

U F (U) ⊂ V F : E → Rn

x0 ∈ E

定义1 [10 ]　如果对于集合 上的任意 ，

都存在一个对应的非空集合 ，那么称

是 上的集值映射。如果对于任意

的开集 ，对每个点 ，都存在相应的邻

域 ，使得 ，那么称集值映射

在点 处是上半连续的。

E ⊂ Rn

x,y ∈ E η ∈ ∂f(x) ηT(y − x) ≥ 0

f(y) ≥ f(x) f : E ⊂ R E

定义2[21]　设 是一个非空凸集合，如果

对于任取的 ，有 , ，

满足 ，那么称 在集合 中是伪

凸函数。

V : Rn → R
x t x : R → Rn

t ∈ [0,+∞) (d/dt)V (x(t)) =< ξ, ẋ(t) >, ∀ξ ∈
V (x(t))

定义3[3]　链式法则。如果 在任意的

处是一个正则函数，并且在 附近，

是Lipschitz且可微的，那么对于几乎所有的时间

， 有

。 

3    定义神经网络模型

本节提出一种单层神经网络模型解决非光滑伪

凸优化问题式(1)。本文中，需要给出下面的假设。

x̂ ∈ Rn, R > 0 x̂ ∈ int

(S2)∩S1 S2⊂B(x̂, R), ĝ= min
1≤i≤p

(−gi(x̂))>0

B(x̂, R) = {x̂ ∈ Rn : ∥x− x̂∥ ≤ R}

假 设 1 　 存 在 ， 满 足

，使得 ，

其中 。

gi(x), i = 0, 1, ···, p
本文基于惩罚函数的方法，为不等式约束

定义如式(2)的惩罚函数
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G(x) =

p∑
i=1

max{0, gi(x)} (2)

gi(x), i = 0, 1, ···, p G(x)

x ∈ Rn ∂G(x)

因为 是凸函数，所以 也

是凸函数。对所有的 ，都存在对应的 ，且

∂G(x) =

 ∑
I∈I+(x)

∂gi(x)+[0, 1]
∑

I∈I0(x)

∂gi(x)

 ,x /∈ S2

{0} , x ∈ int(S2)[0, 1]
∑

I∈I0(x)

∂gi(x)

 , x ∈ bd(S2)

(3)

I+(x) = {i ∈ {1, 2, ···,m} : gi(x) > 0}, I0(x) =

{i ∈ {1, 2, ···,m} : gi(x) = 0}
其中，

。

L(x) =
∥∥∥AT(AAT)

−1
(Ax− b)

∥∥∥
{x : L(x) ≤ 0} = {x : Ax− b = 0} = S1

本文中定义 ，

得 。

为解决包含等式约束和不等式约束条件的伪凸

优化问题式(1)，本文基于上述理论知识的储备，

提出如下的神经网络模型进行求解

ẋ ∈ − ∂f(x)

max{∥∂f(x)∥ , 1}
− α ·max

{
∥x− x̂∥

ĝ
, 1

}
· (∂G(x) + ∂L(x)) (4)

∂f(x), ∂G(x), ∂L(x) f(x), G(x),

L(x) α > 1 x̂, ĝ

其 中 ， 分 别 表 示

的Clark广义次梯度， 为常量， 定义

在假设1中。式(4)是神经网络的状态方程，本文所

提神经网络式(4)可以用电路实现，其具体构造及

工作过程见图1。
由表1可知：(1)本文所提神经网络模型，结构

为单层，而文献[5,17]的结构分别是2层、3层；(2)本
文不需要提前计算精确的罚参数，而文献[3,18,19]
需要；(3)本文在选取初始点时可任意选取，而文

献[5,6,10,17–19]中初始点的选取受约束。因此，本

文的模型在解决伪凸优化问题方面具有一定的优

越性。 

4    主要定理

S

本节使用理论分析的方法对神经网络式(4)的
有效性进行验证。在理论分析过程中，证明了一些

必要的定理。首先证明了本文所提神经网络式(4)
存在局部解，其次证明了全局解存在性，然后证明

了神经网络式(4)的状态解可在有限时间内到达可

行域 ，且一直驻留其中。最后，在前面分析的基

础上，讨论了神经网络式(4)的收敛性，且证明了

神经网络式(4)收敛于伪凸优化问题式(1)的最优解。

P = AT(AAT)−1A c = AT(AAT)−1b

在证明之前，需要给出一些必要的引理。这里

定义 , 。

引理1　若假设1成立，则下面的结论成立。

x /∈ S1 ∥∇L(x) ∥ = 1 x ∈
S1 ∥∇L(x) ∥ ≤ 1 < l(x), x − x̂ >={
0 , x ∈ S1

L(x) , x /∈ S1

∀l(x) ∈ ∂L(x), ∀x ∈ Rn

( 1 )  若 ，则 ;  ( 2 )若

， 则 ;  ( 3 )  

,   。

L(x) x /∈ S1

L(x)

证明　(1)根据 的定义，可知：当 ,

是严格可微函数，并且

∇L(x) =
P TAT(AAT)

−1
(Ax− b)∥∥∥AT(AAT)

−1
(Ax− b)

∥∥∥ (5)

则可得

表 1  与现有神经网络对比

参考文献 层次结构 神经元个数 有无精确罚因子 初始点是否为任意点

文献[3] 1 n 有 是

文献[5] 2 n+m 无 否

文献[6] 1 n 无 否

文献[10] 1 n 无 否

文献[17] 3 n+m+p 无 否

文献[18] 1 n 有 否

文献[19] 1 n 有 否

本文 1 n 无 是

 

 
图 1 神经网络式(4)的电路实现图
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∥∇L(x)∥ =

∥∥∥P TAT(AAT)
−1

(Ax− b)
∥∥∥∥∥∥AT(AAT)

−1
(Ax− b)

∥∥∥ = 1 (6)

x ∈ S1 ∂L(x) = {P Tς : ∥ς∥ ≤ 1}
∥∂L(x)∥ =

∥∥P Tς
∥∥ ≤ ∥P ∥ ∥ς∥ ≤ 1 x ∈

S1 Px− c = P x̂− c = 0 ς ∈ Rn

∥ς∥ ≤ 1 < P Tς,x− x̂ >= ςT(Px− P x̂) = 0

x /∈ S1

(2)当 时，可知 ，

则有 。 ( 3 )当

时，有 。对于任意的 且

，则有 。

当 ，则有

< ∇L(x), x− x̂ >

= (x− x̂)T
P TAT(AAT)

−1
(Ax− b)∥∥∥AT(AAT)

−1
(Ax− b)

∥∥∥
=

∥∥∥AT(AAT)
−1

(Ax− b)
∥∥∥2∥∥∥AT(AAT)

−1
(Ax− b)

∥∥∥ = L(x) (7)

x /∈ S2

η ∈ ∂G(x) (x− x̂)Tη ≥ ĝ ĝ x̂

引理2[18]　如果假设1成立，对于任意的 ,

，有 ，其中 和 同假设1。
x0 ∈ Rn

/∈ S2 x(t) /∈ S2 t ∈ [0,+∞)

ε1 > 0

引理3　如果假设1成立，对于任意的

，及任意满足 , ，则存在一

个正数 ，使得式(8)成立

d
dt

(
1

2
∥x(t)− x̂∥2

)
≤ −ε1 (8)

t ∈ [0,+∞)

η(t) ∈ ∂G(x(t)) l(t) ∈ ∂L(x(t)) γ(t) ∈
∂f(x(t))

证明　对于几乎所有的时间 ，存在

可测函数 ,  ,  

，根据链式法则，可得

d
dt

(
1

2
∥x(t)− x̂∥2

)
= <x(t)− x̂, ẋ(t)>

=(x(t)− x̂) T
(
− γ(t)

max {∥γ(t)∥ , 1}

−α ·max
{
∥x− x̂∥

ĝ
, 1

}
(η(t) + l(t))

)
≤ ∥x(t)− x̂∥ ∥γ(t)∥

max{∥γ(t)∥ , 1}
− α ·max

{
∥x− x̂∥

ĝ
, 1

}
· (x(t)− x̂)

T
η(t)− α ·max

{
∥x− x̂∥

ĝ
, 1

}
· (x(t)− x̂)

T
l(t) (9)

x(t) /∈ S2 (x(t)− x̂)T

l(t) ≥ 0

因为 ，根据引理1，可得

。结合式(9)和引理2，可有

d
dt

(
1

2
∥x(t)− x̂∥2) ≤ ∥x(t)− x̂∥ ∥γ(t)∥

max{∥γ(t)∥ , 1}

− α ·max
{
∥x− x̂∥

ĝ
, 1

}
ĝ

≤ ∥x(t)− x̂∥ − α

·max
{
∥x− x̂∥

ĝ
, 1

}
ĝ ≤ −ε1(10)

x(t) /∈ S2 S2这意味着，若 ，且 有界，那么必然存

R ∥x(t)− x̂∥ ≤ R t ∈ [0,+∞)

x(t)

在一个足够大的 ，满足 , 。

也就是说，神经网络状态解 有界。 证毕 

4.1  神经网络存在局部解

x0 ∈ Rn t ∈ [0, T )

x(t) T > 0

定理1　如果假设1成立，对于任取的初始点

，在区间 上，神经网络式(4)至少

存在一个局部解 ，其中 。

x0 ∈ Rn x(t)

t ∈ [0, T ) T

证明　通过分析可知，神经网络式(4)的右侧

函数是一个非空紧凸的上半连续集值映射函数，那

么根据文献[22, Th.1, p.77]，则可得，对于任取的初始点

，神经网络式(4)至少存在一个局部解 ，

其中 ，且 是这个解的最大存在区间。证毕 

4.2  全局解存在性

由于局部解存在局限性，为了更好地说明本文

提出的神经网络具有良好的性质，下面将求证神经

网络式(4)全局解的存在性。

x0 ∈ Rn x(t)

t ∈ [0,+∞)

定理2　如果假设1成立，则对于任取的初始点

，神经网络式(4)存在全局解 ，其中

。

x0 ∈ Rn S2

x(t)

x(t) t ∈ [0,+∞)

证明　如果假设1成立，可知对于任取的初始

点 ， 有界。那么根据类似于引理3的证

明，可证明 有界。则根据定理1和解的可扩展性

理论，可知神经网络式(4)至少存在一个全局解

，其中 。 证毕

x(t)

V (x(t)) : Rn → R
t ∈ [0,+∞)

t ∈ [0,+∞) x(t) ∈ {x : V (x) > 0}
ε > 0 (d/dt)V (x(t))

≤ −ε x(t)

{x : V (x) ≤ 0}

引理4[22]　设 是神经网络式(4)的一个全局

解。如果存在一个函数 ，且在时间

上是绝对连续的，那么对于几乎所有的

时间 ，如果能满足 ，

那么必定会存在常量 ，使得

，则神经网络(4)的状态解 ，可在有限时间

进到 的范围里，且一直驻留其中。 

S4.3  有限时间内收敛到

x(t)

S

x(t) S

x(t)

S1

x(t) S2

这里求证神经网络式(4)的状态解 有限时间

内收敛到可行域 。本文是直接求证神经网络式(4)
的状态解 在有限时间内进入可行域 ，且一直

驻留其中，而不是按照以往的思维，先求证神经网

络式(4)的状态解 在有限时间内进入等式约束集

，且一直驻留其中，然后，求证神经网络式(4)
的状态解 在有限时间内进入不等式约束集 ，

且一直驻留其中。

x0 ∈ Rn x(t)

S

定理3　如果假设1成立，则对于任取的初始点

，神经网络式(4)的状态解 可在有限时

间内进到可行域 ，且一直驻留其中。

D(x) = G(x) + L(x) {x ∈ Rn :

G(x)≤0, L(x)=0}={x∈Rn : D(x)≤0}=S

{x(t) ∈ Rn\S} = {x(t) ∈ Rn\S2} ∪ {x(t) ∈ S2\S1}

证明　在研究动态系统的稳定性过程中，

Lyapunov能量函数的作用很关键。所以定义如下

的能量函数 。显然 ,
。因为

，
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x(t) ∈ Rn\S x(t)

{x(t) ∈ Rn\S2} {x(t) ∈ S2\S1}
S

所以考虑 外的任一点 ，仅需要

与 这两个集合中的点

在有限时间内进到可行域 ，且一直驻留其中。因

此，定理3可分两种情形讨论。

{x(t) ∈ Rn\S2} t ∈
[0,+∞) η(t) ∈ ∂G(x(t)) l(t) ∈ ∂

L(x(t)) < η(t) + l(t),

x(t)−x̂ > ≥ <η(t), x(t)−x̂>≥ ĝ < η(t)+

l(t), x(t)− x̂ > ≥ ĝ ∥ η(t) + l(t) ∥∥ x(t)− x̂ ∥
≥ ĝ ∥x(t)− x̂∥ ≤ R

∥η(t) + l(t)∥ ≥ ĝ/ ∥x(t)− x̂∥ ≥ ĝ/R ĝ/R >

0 (1− α) < 0 ∥η(t) + l(t)∥ (1− α) < 0

t ∈ [0,+∞) η(t) ∈
∂G(x(t)) l(t) ∈ ∂L(x(t)) γ(t) ∈ ∂f(x(t))

情形1  对于几乎所有的时间

，存在可测函数 ,  

，根据引理1和引理2，则有

。由此可知

， 即

，再结合引理 3 中的 ，可得

，由前文知

, ，所以 。对于

几乎所有的时间 ，存在可测函数

, , ，根据链

式法则可知

d
dt

D(x(t)) = < η(t) + l(t), ẋ(t) >

= < η(t) + l(t), − γ(t)

max{∥γ(t)∥ , 1}

− α ·max
{
∥x− x̂∥

ĝ
, 1

}
(η(t) + l(t)) >

≤ ∥η(t) + l(t)∥ ∥γ(t)∥
max{∥γ(t)∥ , 1}

− α ·max
{
∥x− x̂∥

ĝ
, 1

}
∥η(t) + l(t)∥2

≤ ∥η(t) + l(t)∥

·
(
1−α ·max

{
∥x− x̂∥

ĝ
, 1

}
ĝ

∥x(t)−x̂∥

)
≤ ∥η(t) + l(t)∥ (1− α) ≤ −δ1 (11)

δ1 > 0其中， 是一个正数。

{x(t) ∈ S2\S1}

α > 1 max
{
∥x− x̂∥

ĝ
, 1

}
> 1 1− α ·max{

∥x− x̂∥
ĝ

, 1

}
< 0 t ∈ [0,+∞)

η(t) ∈ ∂G(x(t)) l(t) ∈ ∂L(x(t)) γ(t) ∈
∂f(x(t))

情形2  类似情形1的证法，由

前文知 , ，则

。对于几乎所有的时间 ，

存在可测函数 , , 

，根据链式法则，知

d
dt

D(x(t)) = < η(t) + l(t), ẋ(t) >

= < η(t) + l(t), − γ(t)

max{∥γ(t)∥ , 1}

− α ·max
{
∥x− x̂∥

ĝ
, 1

}
(η(t) + l(t)) >

≤ ∥l(t)∥ ∥γ(t)∥
max{∥γ(t)∥ , 1}

− α ·max
{
∥x− x̂∥

ĝ
, 1

}
∥l(t)∥2

≤ 1− α ·max
{
∥x− x̂∥

ĝ
, 1

}
≤ −δ2 (12)

δ2 > 0 δ = min{δ1, δ2}
x(t) ∈ Rn\S (d/dt)D(x(t)) ≤ −δ

x(t)

S

其中， 是一个正数。这里令 ，显

然对于所有的 ，有 。

结合引理4，可知，神经网络式(4)的状态解 可

在有限时间内进到可行域 ，且一直驻留其中。证毕 

4.4  神经网络收敛到最优解

x0 ∈ Rn x(t)

M

定理4　如果假设1成立，则对于任取的初始点

，神经网络式(4)的状态解 可收敛到伪

凸优化问题式(4)的最优解集 。

x(t) S

x0 ∈ S x(t) ∈ S PM (x)

x(t) Rn M

t ∈ [0,+∞) η(t) ∈ ∂G(x(t)) l(t) ∈ ∂L(x(t))

γ(t) ∈ ∂f(x(t))

证明　根据定理3可知，神经网络式(4)的状态

解 能够在有限时间内进到可行域 ，且一直驻

留其中。假设任取的 且 ，记

为 由 到 的投影算子。对于几乎所有的时间

，存在 ,  ,

，根据链式法则，可知

d
dt

1

2
dist2(x(t),M)

=< x(t)− PM (x(t)), ẋ(t) >

=< x(t)− PM (x(t)),− γ(t)

max{∥γ(t)∥ , 1}

− α ·max
{
∥x− x̂∥

ĝ
, 1

}
(η(t) + l(t)) > (13)

G(x) L(x) η(t) ∈ ∂G(x(t))

l(t) ∈ ∂L(x(t)) γ(t) ∈ ∂f(x(t))

因为 和 都具有凸性， ,

, 则可得

d
dt

1

2
dist2(x(t),M) ≤ − 1

max{∥γ(t)∥ , 1}
< x(t)− PM (x(t)), γ(t) > (14)

接下来，本文将分3种情形讨论分析。为方便

下文的理论分析，这里给出两个集合的定义

I = {t ∈ [0,+∞) :< x(t)− PM (x(t)), γ(t) >≤ 0},
J = {t ∈ [0,+∞) :< x(t)− PM (x(t)), γ(t) >> 0}

(15)

T ≥ 0 t ∈ I,∀t ∈ [T,+∞)

x̄ x(t) γ(t) ∈ ∂f(x̄(t))

< x̄(t)− PM (x̄(t)), γ(t) >≤ 0 f(x)

f(x̄) ≤ f(PM (x̄)) x̄ ∈ M

x(t)

lim
t→+∞

dist(x(t),M) = 0 lim
t→+∞

dist(x(t),M)=ϖ>0

{tk} lim
k→+∞

tk = +∞
dist(x(tk),M) ≥ ϖ/2 x(t)

x̄
′

dist(x̄
′
,M) ≥

ϖ/2 x̄
′
/∈ M x(t)

lim
t→+∞

dist(x(t),M) = 0

情形1　存在 ，满足 。

这里令 是 中的一个簇点，存在 ，

可满足 。由 的伪

凸性，可知 ，则有 ，即神

经网络式(4)任意 的簇点都是伪凸优化问题

式 (1 )的最优解。然后，通过反证法证明

。如果 ，

那么必定存在递增序列 ，满足 ，

且 。又由定理2知 有界，

则必定存在一个簇点 ，可以满足

，即 。这与上文的证明，任意 的簇

点都是伪凸优化问题式(1)的最优解，相互矛盾。因

此，该假设不成立，可推得 。

T ≥ 0 t ∈ J ,∀t ∈ [T,+∞)

< x̄(t)− PM (x̄(t)), γ(t) >> 0

情形2　存在 ，满足 ，

即 。结合式(14)，可
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(d/dt)(1/2)dist2(x(t),M) ≤ 0 lim
t→+∞

dist(x(t),M) lim
t→+∞

inf < x̄(t)− PM (x̄(t)),

γ(t) >= h > 0 T1 ≥ T

< x̄(t)− PM (x̄(t)), γ(t) >≥ h/2 ∀t ∈ [T1,+∞)

知 。因此可知

存在。若

， 则 一 定 会 存 在 ， 满 足

， 。

结合式(14)，可知

d
dt

1

2
dist2(x(t),M) ≤ − h

2max{∥γ(t)∥ , 1}
(16)

t T1对式(16)从 到 积分，可得

d
dt

1

2
dist2(x(t),M)− d

dt
1

2
dist2(x(T1),M)

≤ − h

2max{∥γ(t)∥ , 1}
(t− T1) (17)

t → +∞ lim
t→+∞

inf dist < x(t),M) >

= −∞ dist(x(t),M) > 0 lim
t→+∞

inf < x̄(t)− PM (x̄(t)), γ(t) >= 0

x(t)

{tk} x̄ lim
k→+∞

tk = +∞ lim
k→+∞

tk = x̄ t ∈
[0,+∞) γ(t) ∈ ∂f(x̄(t)) < (x(tk)−
PM (x(tk)), γ(tk)) >= 0 f(x)

f(x̄) ≤ f(PM (x̄)) x̄ ∈ M lim
t→+∞

dist(x(tk),

M) = 0 lim
t→+∞

dist(x(t),M) = 0

令 ， 可 得

，这同 相矛盾，所以

。和情形1的分析证

明相类似，由前文的证明可知 有界，则存在单

调递增序列 和 ，使得 ，且

。结合式 ( 1 7 )，对于几乎所有时间

，存在 ，使满足

。由 的伪凸性，可知

。再由 ，可得

。因此， 。

I J

t ∈ I

情形3　当集合 和 都为无界集合时，对于

，证明方法与情形1的相似，则可证得

lim
t→+∞,t∈I

dist(x(t),M) = 0 (18)

t ∈ J τ(t) = sup
s≤t,s∈I

s

τ(t) ∈ I (τ(t), t] ⊆ J I J

lim
t→+∞,t∈J

τ(t) = +∞ (d/dt)(1/2)dist2

(x(t),M) ≤ 0

然后，对于 ，这里定义 ，则

，且 。通过集合 和 的无界性，

可得到 。结合

，得

dist(x(t),M) ≤ dist(x(τ(t)),M),∀t ∈ J (19)

τ(t) ∈ I lim
t→+∞,t∈J

sup dist(x(t),M) ≤ lim
t→+∞,t∈J

dist(x(τ(t)),M) = 0

lim
t→+∞,t∈J

dist(x(t),M)=0

lim
t→+∞

dist(x(t),M) = 0

，结合式(12)和式(13)，可得

。

因此 。结合式(18)和式(19)，

可有 。 证毕

x∗

x ∈ S2 ∩ S1 γ ∈ ∂f(x)

< γ,x− x∗ >≥ 0

引理5[9]　令 是伪凸优化问题(1)的一个最优

解，则对于任意的 且 ，则有

。

x0 ∈ Rn

x∗ ∈ M

x(t) x∗

定理5　如果假设1成立，则对于任取的 ，

存在一个 ，使得神经网络式(4)的状态解

收敛于伪凸优化问题(1)的最优解 。

T ≥ 0

x(t) ∈ S ∀t ∈ [T,+∞)

x∗ x(t)

证明　根据定理3，存在 ，使得神经网络

式 ( 4 )的状态解 ，其中 。令

是神经网络式(4)状态解 的一个簇点。由定理

x∗ ∈ M

{x(tk)} lim
k→+∞

x(tk) = x∗

t > T

4的证明过程，可知 ，进而，存在递增序列

，使得 。和定理3的证明相

似，对于几乎所有的时间 ，则有

d
dt

1

2
∥x(t)− x∗∥2 =< x(t)− x∗, ẋ(t) >

=< x(t)− x∗,− γ(t)

max{∥γ(t)∥ , 1}

− α ·max
{
∥x− x̂∥

ĝ
, 1

}
(η(t) + l(t)) >

= − < x(t)− x∗,
γ(t)

max{∥γ(t)∥ , 1}
>

−< x(t)−x∗, α ·max
{
∥x− x̂∥

ĝ
, 1

}
(η(t)+l(t)) >

≤ − 1

max{∥γ(t)∥ , 1}
< x(t)− x∗, γ(t) > (20)

(d/dt)(1/2)∥x(t)− x∗∥2 ≤ 0

∥x(t)− x∗∥ lim
t→+∞

∥x(t)− x∗∥ lim
k→+∞

x(tk) = x∗ lim
t→+∞

x(t) = x∗

结合引理5，可得 。

由此可知， 是非增函数，那么存在

。又因为 ，所以有

。 证毕 

5    仿真实验

在本节中，为了能够有效验证所提出神经网络

式(4)的有效性，通过两个仿真实验模拟神经网络

式(4)解决最优化问题。仿真实验在MATLAB 2012a
平台进行。

实验1　目标函数为2次函数的伪凸优化问题

min f(x) =
xTQx+ aTx+ a0x

cTx+ b0
s.t. Ax = b,−1 ≤ xi ≤ 2, i = 1, 2, 3, 4

 (21)

Q =


5 −1 2 0
−1 5 −1 3
2 −1 3 0
0 3 0 5

 c =


2
1
1
0



a =


2
1
1
0

 { a0 = −2
b0 = 5

A =

[
2 1 −1 −1
1 0 2 −2

]

b =

[
4
5

]
S1 ∩ S2 = S,S = {x ∈ R4 : −1 ≤ xi ≤ 2}

其 中 ， ,  ,

, ,  ,

, 。

f(x)

Q

f(x) S = {x ∈ R4 : cTx+ b0 > 0}
−1 ≤ x1,2,3,4 ≤ 2

f(x)

目标函数 是包含4个变量的2次函数，用一

般的方法求解相对困难。通过计算可知， 是对称

的正定矩阵， 在 上

是伪凸函数，且在不等式约束

中， 依旧是伪凸函数。因此，上述式(21)问题

能够用本文提出的神经网络式(4)解决。文献[20]
提出了一种神经网络来解决式(21)这类型问题，但

是文献[20]的神经网络只能解决线性等式约束的问
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题。然而，本文所提神经网络式(4)可以解决包含

等式约束和不等式约束的问题。

x̂ = (1, 1, 1, 1)T

10−4 ĝ = 1, α = 2

x∗ = (1.4395, 1.8999, 0.7785,

−0.9999)T

f(x∗) = 0.9699

在本实验中取内点 ，步长为

, 。通过前文理论知识分析可知，

原函数具有最优解集。因此，本实验中随机选取

10个不同的初始点(可在可行域中，也可不在)进行实验，

图2展现了随机选取10个初始点的轨迹图，从图2中可

以知道该神经网络的轨迹在有限的时间内收敛到原

函数优化问题的最优解

，图3是10个随机初始点的最优解的目标

函数值 。

实验2[10]　目标函数为Guass函数的伪凸优化问题

Rn高斯函数较特殊，其是局部Lipschitz连续且在

上严格伪凸。本文的神经网络式(4)能解决这类问题

min f(x) = − exp

(
−

n∑
i=1

x2
i

δ2i

)
s.t. g(x) ≤ 0

Ax = b

 (22)

i=1, 2, ···, δi≥0, i=1, 2, ···, n,A∈Rr×n, b∈Rr

n = 4, δ = (1, 0.0625, 0.25, 1)T b = (3,

5.5, 10)
T
A =

 2
0
1

0
3
1

−1
1
1

0.5
−1
1

 g1 = x2
1+

x2 − x3 − x4 g2 = 3x2
3 − x4

其中， 。

本实验中，取 ,

, , 

, 。

文献[7,10,20,21]中，分别提出了4种神经网络

来解决这类型的问题，但是文献[7,20]的神经网络

x̂ = (1, 1, 1, 1, 1)T ĝ = 1, α = 3

x∗ = (0.3996, 3.4883,

0.5719, 5.5407)T f(x∗) = 0

(2, 3, 1, 0)T

只能解决带等式约束的问题，而文献[10,21]也能解

决上述的问题，但是文献[21]需要计算罚参数，文

献[10]要求初始点在等式可行域中。然而，本文所提

神经网络式(4)能够克服上述文献中的不足。对于

本实验中的问题，本文随机选取10个不同的初始点

进行仿真实验，取内点 , 。

图4是随机选取10个初始点的神经网络式(4)的轨迹，

不同初始点的神经网络其轨迹最终都能收敛到原始

优化问题式(1)的最优解，最优解

，此时 。为了能够更好地

突出本文所提神经网络的优点，运用文献[10]的神

经网络模型对伪凸优化问题式(22)进行同样的仿真

实验，选取初始点 不在等式可行域内。

文献[10]实验结果如图5所示，神经网络的轨迹不能

得到很好的收敛。本文实验结果如图6所示，与文

 

 
图 2 实验1中10个随机初始点的收敛轨迹

 

 
图 3 实验1中10个随机初始点的目标函数值

 

 
图 4 实验2中10个随机初始点的收敛轨迹

 

 
(2, 3, 1, 0)T图 5 文献[10]中初始点为 的收敛轨迹

 

 
(2, 3, 1, 0)T图 6 实验2中初始点为 的收敛轨迹
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献[10]的神经网络相比，神经网络式(4)对初始点的

选取没有任何特殊要求。 

6    结束语

本文提出一种新型单层递归神经网络模型以解

决包含等式和不等式约束的非光滑伪凸优化问题。

本文通过理论分析，首先证明了神经网络存在局部

解。其次证明了神经网络具有全局解。在此分析的

基础上，然后证明了神经网络状态解会在有限的时

间内进到可行域中，且驻留其中。最后证明了神经

网络最终收敛于原优化问题的最优解。此外，通过

两个数值仿真实验，验证了理论结论的正确性，实

验结果充分表明，本文提出的神经网络求解非光滑

伪凸优化问题是有效的。与现有的神经网络模型相

比，本文模型可以解决非光滑伪凸优化问题，具有

结构简单、不需要计算罚参数，对初始点的选取没

有任何特殊的要求等优点。
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