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摘   要：针对贝叶斯变分推理收敛精度低和搜索过程中易陷入局部最优的问题，该文基于模拟退火理论(SA)和最

大期望理论(EM)，考虑变分推理过程中初始先验对最终结果的影响和变分自由能的优化效率问题，构建了双重

EM模型学习变分参数的初始先验，以降低初始先验的敏感性，同时构建逆温度参数改进变分自由能函数，使变

分自由能在优化过程得到有效控制，并提出一种基于最大期望模拟退火的贝叶斯变分推理算法。该文使用收敛性

准则理论分析算法的收敛性，利用所提算法对一个混合高斯分布实例进行实验仿真，实验结果表明该算法具有较

优的收敛结果。
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Abstract: For the problem that Bayesian variational inference with low convergence precision is easy to fall into
local optimum during search process, a Bayesian variational inference algorithm based on Expectation-

Maximization (EM) and Simulated Annealing (SA) is proposed. The influence of the initial prior on the final

result and the optimization efficiency of the variational free energy in the process of variational inference can

not be ignored. The double EM is introduced to construct the initial prior of the variational parameter to

reduce the sensitivity of the initial prior. And the inverse temperature parameter is introducted to improve the

free energy function, which makes the energy be effectively controlled in the optimization process. This paper

uses convergence criterion theory to analyze the convergence of the algorithm. The proposed algorithm is used

for experiments with an Gaussian mixture model and the experimental results show that the proposed

algorithm has better convergence results.

Key words: Bayesian variational inference; Simulated Annealing(SA); Expectation-Maximization(EM); Inverse

temperature parameter

 

1    引言

在机器学习中，贝叶斯推理已经成为求解不可

观测变量后验概率的重要方法，它类似最大期望算

法。当模型更为复杂时，贝叶斯精确推理求解具体

的参数分布时间开销巨大，而许多时候对于复杂模

型的参数分布精确求解不是必要的，而推理的真正

目的是得到参数的期望或者近似分布，以了解数据

遵循分布的规律[1,2]。精确的贝叶斯推理表现出计

算量随变量增加呈指数增长以及计算时间也迅速增

加的问题，近似贝叶斯推理针对于此类问题有较好

的方法，其中基于蒙特卡罗抽样(Markov Chain
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Monte Carlo, MCMC)[3]的随机近似算法通过采样

的方式计算参数后验概率，MCMC算法提供了从

目标分布渐进地生成精确样本的精确率保证，然而

MCMC方法在数据量较小时，无法保证采集过程

的准确率，算法的结果较差，算法会随着数据量和

采样量的增大，其结果越来越好，但与此同时计算

消耗和时间消耗也越来越大，而另一种确定性近似

算法即变分推理算法[4]将求解隐参数后验问题转化

成变分优化问题，通过迭代找到较优的后验分布

解，这种方法在应对更为复杂的模型下，表现出良

好的计算效率[5]。

变分推理算法广泛应用于计算机科学、模式识

别、图像处理、卡尔曼滤波、战场决策等领

域[6–9]。近年来，许多学者深入研究变分推理算法

并提出了有效的改进方案，以解决其存在的相关问

题。Gianniotis等人[10]使用梯度下降优化变分参数

实现模型似然下界重新构建，通过循环迭代得到模

型参数后验分布，算法具有较强的泛化能力，可应

用于多种场景，如贝叶斯线性回归、贝叶斯多目标

分类、概率图像去噪等，但算法在引入梯度下降优

化似然下界时加重了原算法的局部最优问题。

Shekaramiz等人[11]提出使用贪婪策略筛选出支持度

子集进行变分推理，该算法能有效地防止算法过拟

合，但算法主要针对稀疏的贝叶斯学习，在数据样

本属性较多时，该算法无法得到较好的模型参数后

验结果。Katahira等人[12]将最大熵引入确定性退火

算法控制退火过程，算法得到相对原变分算法更优

的结果，但其随机初始先验对最终结果影响较大。

Tabushi等人[13]使用非线性最大化非广延统计力学

的Tsallis熵提出了广义确定性退火最大期望(Ge-

neralize Deterministic Annealing Expectation-

Maximization, GDAEM)算法，通过控制参数得到

全局较优解，由于控制参数设置的问题，收敛效率

有待提升。Salimans等人[14]提出了基于马尔科夫链

的变分近似，该算法将两种近似方式有效结合，实

现了速度和精度的相对平衡，但算法针对复杂的模

型时，依然表现出采样时间消耗大的问题。

本文针对部分算法对求解模型参数后验分布时

间消耗长、收敛精度低的问题，提出一种基于最大

期望模拟退火的贝叶斯变分推理算法(Expectation-
maximization and Simulated annealing for Varia-
tional Bayesian Inference, ES-VBI)，将双重最大

期望(Expectation-Maximization, EM)策略应用于

初始先验的生成，将模拟退火策略的逆温度参数用

于似然下界的优化，最终返回算法迭代最优解，利

用收敛性准则理论分析算法的收敛性，将该算法应

用于混合高斯分布实例的实验仿真，说明本算法的

优势。 

2    问题描述

变分推理经常被用于计算模型的参数后验分布

问题，通过变分法将求解模型参数后验问题转换为

变分自由能最大化迭代寻优问题，最终返回全局较

优解，即为最合理的近似模型参数后验分布。本文

提出的算法针对初始先验和变分自由能在寻优过程

中进行优化：(1)在保证算法速率的情况下，满足

模型参数的后验分布的近似度最高；(2) 尽量降低

算法对初始先验的敏感性，保证算法具有对全局有

效的初始先验，防止算法过早地陷入局部最优。针

对变分推理过程中的上述特点，给出如下推理模型。 

2.1  参数描述

本文给出3个定义描述推理模型。

(1)观测变量和不可观测变量。贝叶斯网络中，

变量类型分为观测变量和不可观测变量，其中观测

变量是直接可观察或可采集的变量；不可观测变量

是不可直接观察或不可直接采集的变量，不可观测

变量包括潜变量和模型参数，潜变量用于解释观测

变量，可以看作其对应观测变量的抽象和概括。模

型参数是描述模型数据自身存在规律的参数。

q p

(2)库尔贝克距离(Kullback-Leibler, KL)。衡

量假设的近似分布 与真实分布 之间差异的量称为

KL散度，也称KL距离[15]。其表达式如式(1)所示

KL (q ∥p ) =
∫

q (W ) lg
q (W )

p (W |X )
dW (1)

KL (q ∥p ) q p

W X

其中， 表示近似分布 与真实分布 的KL

距离； 表示模型参数集合(隐变量集合)； 表示

观测变量数据。

q q

KL (q ∥p )

q

在变分推理中，通过随机赋值或者其他赋值方

法给出一个初始先验分布 ，假设 是精确条件的候

选假设分布，算法将 不断优化达到最小，

达到假设分布与真实分布的差异无限接近于0，得

到对应的 为

q∗ = argminKL (q ∥p ) (2)

lg p (X)

lg p (X)

lg p (X)

(3)证据下界(Evidence Lower BOund, ELBO)。
观测变量数据似然对数 与KL距离的差值称

为证据下界(ELBO) [16]。在贝叶斯变分推理过程

中，初始计算参数后验分布时，根据贝叶斯公式，

将数据分布表示为似然对数的形式 ，经过化

简得到ELBO与 , KL距离的关系表达式

L(q) = lg p (X)−KL (q ∥p ) (3)

L(q) lg p (X)其中， 称为证据下界，即ELBO。此时

是常数并保持不变，要使KL距离最小，则使ELBO
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L(q) q∗= argmaxL(q)

达到最大，KL距离与ELBO的关系如图1所示。由

于在变分推理过程中，最小化KL距离无法通过

式(1)直接计算，故通过最大化ELBO(即最大化

)，最终得到最优的近似分布 。 

2.2  模型后验分布描述

X = {x1,

x2, ···, xn} xi, (i = 1, 2, ···, n) i

n

ω z = {z1, z2, ···, zm}
ω

zj ,

(j = 1, 2, ···,m) j m

p (z, ω,X)

p (X)

设 推 理 模 型 的 观 测 变 量 集 合 为

，其中 表示第 个观测变

量， 表示观测变量的总数；设不可观测变量集合

为模型参数 和潜变量集合 ，其

中模型参数 表示描述模型数据在统计模型下

的自身存在的规律，理论上最优的模型参数与数据

无限接近吻合 (拟合度无限接近 1 0 0% )，
表示第 个潜变量， 表示潜变量的

总数。通过对联合分布 积分得到观测数据

的边缘密度分布(边际似然)  ，如式(4)所示

p (X) =

∫∫
p (z, ω,X) dzdω (4)

z ω X根据贝叶斯定理， 和 在 上的后验概率表

示为

p (z, ω |X ) =
p (z, ω,X)

p (X)
=

p (X |z, ω ) p (z, ω)

p (X)
(5)

将式(4)代入式(5)，式(5)分母部分表示成边缘

密度分布形式

p (z, ω |X ) =
p (X |z, ω ) p (z, ω)∫∫

p (z, ω,X) dzdω
(6)

p (z, ω |X )

p (z, ω |X )

对于许多复杂的模型，式(6)分母部分的积分

很难在多项式时间内完成，使得要求解的后验分布

无法通过贝叶斯定理直接求解，所以本

文使用变分推理间接完成对 的求解。

p (z, ω |X ) q(z, ω)

p (z, ω |X )

q(z, ω)

设 的近似分布为 ，通过优化计

算使它不断逼近真实分布 ，依据平均场

理论[17,18]， 表示为

q(z, ω) = qz (z) qω (ω) (7)

将边际似然等式(式(4))的两边进行对数运算，

式(4)进一步分解为

ln p (X) = ln
∫∫

p (z, ω,X) dzdω

= ln
∫∫

q(z, ω) · p (z, ω,X)

q(z, ω)
dzdω (8)

根据Jeason不等式的性质[11]，式(8)等式右边

部分存在如式(9)的不等关系

ln
∫∫

q(z, ω)
p (z, ω,X)

q(z, ω)
dzdω

≥
∫∫

q(z, ω) ln
p (z, ω,X)

q(z, ω)
dzdω (9)

将式(9)中不等式右边部分进一步分解为∫∫
q(z, ω) ln

p (z, ω,X)

q(z, ω)
dzdω

=

∫∫
q(z, ω) ln p (z, ω,X) dzdω

−
∫∫

q(z, ω) ln q(z, ω)dzdω

= Eq(z,ω) [ln p (z, ω,X)]

+Hq(z,ω) (z, ω) ≤ ln p (X) (10)

Hq q −
∫∫

q(z, ω) ln q(z, ω)

dzdω=Hq(z,ω) (z, ω) Eq (∗) q ∗∫∫
q(z, ω) ln p (z, ω,X) dzdω=Eq(z,ω)

[ln p (z, ω,X)]

其中， 表示 的联合熵，即

； 表示在分布 上作 的

数学期望，即

。

ln p (X)

Eq(z,ω) [ln p (z, ω,X)] +Hq(z,ω) (z, ω)

ln p (X)

L(q)

由式(8)、式(9)、式(10)可得 的下界为

，即证据下界

ELBO，变分推理就是要最大化 的下界，即

最大化似然下界ELBO，故将其设为目标函数

L(q) = Eq(z,ω) [ln p (z, ω,X)] +Hq(z,ω) (z, ω) (11)

q(z, ω) L(q)

q(z, ω)

算法通过不断更新 ，使目标函数 达

到最大，最终求得 的最优近似。 

2.3  双重EM模型

当前多数的推理算法模型参数初始化都是在一

定范围内进行随机赋值操作，但较差的初始化结

果，导致算法存在无法收敛到较优值的情况，因此

模型参数初始化对初始先验敏感，在增加模型参数

的数量时，这个问题显得更加突出。针对先验初始

化问题，本算法采用双重最大期望(EM)[19,20]方法，

算法在第1次EM算法结果的基础上运行第2次

EM算法。在每次循环迭代，在第1阶段，对一组随

机初始化数据使用EM算法，得到了第1阶段的模型

参数。在第2阶段，针对第1阶段结果再进行第2阶

段EM操作，完成ES-VBI的初始化。

ω z ω

求解含观测变量、模型参数的条件概率最大时

的模型参数 ,  ，以求解 为例，如式(12)所示

 

 
图 1 KL距离与ELBO的关系
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ω = argmax
∑
z∈Z

p (X, z |ω ) (12)

根据对数函数的单调性可得式(12)的等价形

式为

ω = argmaxlg
∑
z∈Z

p (X, z |ω ) (13)

ω ωk p
(
X

∣∣ωk
)

ωk ωk+1

算法根据上式进行迭代找到最优解：首先给定

一个 的随机估计值 ，然后计算 ，通过

计算更新 作为 ，同时保证

lg p
(
X

∣∣ωk+1
)
> lg p

(
X

∣∣ωk
)

(14)

lg p (X |ω )

= lg
∑
z∈Z

[p (z |ω ) p (X |z, ω )]

= lg
∑
z∈Z

[
p
(
z
∣∣X,ωk

)
·p (z |ω ) p (X |z, ω )

p (z |X,ωk )

]
≥
∑
z∈Z

{
p
(
z
∣∣X,ωk

)
· lg

[
p (z |ω ) p (X |z, ω )

p (z |X,ωk )

]}
=U

(
ωk, ω

)
(15)

ω = ωk式(15)中等号成立的条件是 ，此时有

lg p (X |ω ) = U
(
ωk, ω

)
(16)

ωkEM算法的递推过程通过不断更新 直至算法

收敛。算法通过迭代至终止条件得到第1阶段的模

型分布。

算法将最大似然估计准则应用到第1阶段所提

供的模型分布。在执行该步骤过程中，选取来源于

第1阶段模型分布的数据样本作为第2阶段的初始先

验，该阶段的参数分布后验概率为

p (ω |X ′ ) =
p (X ′ |ω1 ) p (ω1)∫∫
p (z, ω1, X

′) dzdω1

(17)

ω1 X ′其中， 为第1阶段所得到的参数估计； 为第2阶

段模型参数估计的数据样本。

ω∗

z z∗

在第2阶段的计算模型分布对应的最大似然估

计作为最终的初始分布 ，如式(18)所示。同理得

到 的运行结果

ω∗ = argmax l (ω |X ) = lg
m∏
l=1

p (Xl |ω ) (18)
 

2.4  模拟退火模型

L = E − TS L

E T S

统计物理学的基本公式有 ,( 是变

分自由能， 是总能量， 是温度， 是熵)[21]，根

ϕ = 1/T

据此公式原理，本文在原目标函数(式(11))的基础

上引入逆温度参数 构建新的目标函数，则

此时变分目标函数表示为

Lϕ(q) =Eq(z,ω) [ln p (z, ω,X)]

+
1

ϕ
Hq(z,ω) (z, ω) (19)

ϕ→ 0

ϕ = 1

逆温度参数有两种特殊情况：如果 ，则

第2项成为整个式子主导，使整个式子最大化相当

于使第2个式子最大化，因均匀分布的熵最大，于

是整个式子趋于一个均匀分布。如果 ，整个

式子与式(11)相同，可知得到原始的后验分布，模

拟退火对算法的控制逐渐降低。

独立随机变量的联合熵等于各变量熵的和，因

此式 (19)最右边一项变为式 (20)最右边两项，

式(20)为

Lϕ(q) =Eqz(z)qω(ω) [ln p (z, ω,X)]

+
1

ϕ
Hqz(z) (z) +

1

ϕ
Hqω(ω) (ω) (20)

qz (z) qω (ω)

Lϕ(q) k
Lϕ

k(q)

通过迭代计算 和 以实现最大化变分

自由能 ，其中第 次的最大化变分自由能

Lϕ
k(q) = argmaxLϕ(qω

k (ω) , qz
k (ω)) (21)

qω
k (ω) qz

k (ω) k qω (ω)

qz (z)

其中， 和 表示第 次迭代的 和

。

qz (z) qω (ω) Lϕ(q)

ϕ

算法在模拟退火过程中，逐渐向最优解靠拢，

相比于未加入逆温度参数的推理过程，算法能控制

算法优化的速率，提升算法的效率。变分贝叶斯

(Variational Bayes, VB)算法其实是广义的梯度下

降算法或广义的EM算法，通过计算模型的分布

, 优化最大变分自由能 ，实现变分

推理。ES-VBI类似于确定性退火变分贝叶斯(De-

terministic Annealing Variational Bayesian,

DAVB)算法[12]的确定性退火变体。DAVB算法的

关键区别在于，温度参数 修改后置隐藏变量熵对

目标函数的权重，而在ES-VBI改变后验参数和隐

藏变量熵的权值。 

3    算法实现
 

3.1  算法执行过程

q p

q p

q

贝叶斯变分(VB)推理的核心是通过构造一个

简单分布 去近似待求解的复杂分布 ，通过不断缩

小它们之间的差异即KL距离，不断增大变分自由

能(ELBO)，使分布 与 无限接近，最终求得分布

即为最终的参数分布。

λ1 λ2在迭代过程中引入拉格朗日乘数[22] 和 构造
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F1 (z, ω,X, λ1) F2 (z, ω,X, λ2)

Lϕ(q) q(z, ω)

q(z, ω) qz (z) qω (ω)

qz (z) qω (ω)

Lϕ(q) qz (z)∫
qz (z) dz − 1

qω (ω) qz (z)

Lϕ(q) qω (ω)∫
qω (ω) dω − 1

拉格朗日乘数式 和 ，其

中以 为目标函数，对变分边缘分布 进行

优化，根据式(7)  的两项 ,  可以独

立地改变，在优化 时， 当作常数来处

理，因此 仅为 的函数，此时构造的拉格

朗日函数仅以 为约束条件，故构造了

式(22)的拉格朗日函数；在优化 时， 当

作常数来处理，因此 仅为 的函数，此时

构造的拉格朗日函数仅以 为约束条

件，故构造了式(23)的拉格朗日函数

F1 (z, ω,X, λ1)

= Lϕ(q) + λ1

(∫
qz (z) dz − 1

)
(22)

F2 (z, ω,X, λ2)

= Lϕ(q) + λ2

(∫
qω (ω) dω − 1

)
(23)

对以式(22)和式(23)构造的拉格朗日式求导并

F1 (z, ω,X, λ1) qz (z)

F2 (z, ω,X, λ2) qω (ω)

令 其 等 于 0 (其 中 对 求 导 ，

对  求导)，得

Eqω(ω) [ln p (z,X |ω )]− 1

ϕ
(ln qz (z) + 1)+λ1 = 0 (24)

Eqz(z) [ln p (z,X |ω )]− 1

ϕ
(ln qω (ω) + 1)+λ2 = 0 (25)

z ω将式(24)和式(25)化简求解得ES-VBI的 和 的

迭代公式

qt+1 (z) =
1

Nz
q(z)

ϕ ∗ expEq(ω) [ϕ ln p (X, z |ω )] (26)

qt+1 (ω) =
1

Nω
q(ω)

ϕ ∗ expEq(z) [ϕ ln p (X, z |ω )] (27)

Nz Nω qt+1 (z) qt+1 (ω)

t+ 1

其中， 和 均为归一化常数， 和 

是第 代的后验值估计。

在原变分推理算法流程中加入双重EM和逆温

度参数构建退火循环，可以推导出如表1所示的ES-

VBI算法。

const

ϕ

const

ϕ← ϕ× const

const

const=1.1

其中，关于模拟退火的迭代参数 设置，

退火过程是根据控制该参数的取值使得迭代的逆温

度参数 逐渐从一个小正数(正向趋于0小于1的

数)增加至1，以达到最大终止迭代条件，而且逆温

度参数初值也是正向趋于0小于1，所以 的初

值应设为大于1，这样 才能逐渐从0趋

于1。本算法作为DA-VB和SA-VB算法的变体，对

于该参数的设置结合了退火算法的整体性能以及大

体参照DA-VB的参数 设置 1.1和1.2[12]，通过

实验发现两种设置情况下均能达到最终的退火性

能，因此本文选择使用 。 

3.2  算法收敛性分析

L(q)

L(qt+1) ≥ L(qt) ϕ(qt+1 |qt )= ϕ(qt)

定理1　ES-VBI算法中每次迭代增加 ，即

，当且仅当 时，等

号成立。

q0 L(qt)

ϕ L(qt+1) ≥
L(qt)

证明　在给定初始先验 时， 收敛到局部

最大值，加入退火逆温度参数之后，式(19)中的第

2项会随 的增加而增大，因此保证了

成立。

ϕ(qt+1 |qt ) = ϕ(qt)

L(qt+1) = L(qt) L(q)

当两代后验相同时，即 ，在

两代中，目标函数(式(19))中的第2项相同，即两代

的逆温度参数在此时没有改变，所以此时有

，综上目标函数 是增函数。证毕

qt qt+1 qt E
L(qt+1) ≤ L(qt)

定理2　如果给定 ，计算 作为 ，使 达

到最小，此时有 。

证明　计算变分自由能差

∆L =L(qt+1) ≤ L(qt)

=Et+1|t
q(z,ω) [ln p (z, ω,X)]− Et

q(z,ω) [ln p (z, ω,X)]

+
1

ϕ

(
H

t+1|t
q(z,ω) (z, ω) −H

t
q(z,ω) (z, ω)

)
(28)

表 1  ES-VBI算法

ω∗ z∗　(1)根据式(12)—式(18)方式构建基于最大似然估计的双重EM模型计算出初始先验 ， ；

ϕ 0 < ϕ < 1 t = 0　(2)设置模拟退火的初始逆温度参数 , ,  ，构建基于逆温参数变分自由能的目标函数；

z ω　(3)根据拉格朗日算法子求得 和 的迭代公式；

　(4)执行以下迭代步骤直至收敛：

q (z)　　 执行迭代式(26)更新 ；

q (ω)　　 执行迭代式(27)更新 ；

t = t+ 1　　 执行 ；

ϕ← ϕ× const　(5) ；

ϕ < 1　(6)如果 ，则跳转第(4)步，否则终止算法。
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ϕ > 0 ∆L

qt+1(z, ω) = argminEt+1
q(z,ω)[ln p (z, ω,X)]

Et+1
q(z,ω)[ln p(z, ω,X)]≤ Et

q(z,ω) [ln p (z, ω,X)] ∆L ≤ 0

当 时， 的第3项为0或负数。因此如果

设置 ，则有

， 。

自由能差的第3项可以分解为

Ht
q(z,ω) (z, ω)−H

t+1|t
q(z,ω) (z, ω)

= −
∫∫

qt(z, ω) ln qt(z, ω)dzdω

+

∫∫
qt(z, ω) ln qt+1(z, ω)dzdω

=

∫∫
qt(z, ω) ln

qt+1(z, ω)

qt(z, ω)
dzdω

= Eqt

{
ln

qt+1(z, ω)

qt(z, ω)

}
≤ lnEqt

{
ln

qt+1(z, ω)

qt(z, ω)

}
= ln

∫∫
ln qt+1(z, ω)dzdω

= ln 1 = 0 (29)

Ht
q(z,ω) (z, ω) ≤ H

t+1|t
q(z,ω) (z, ω)因此 成立。 证毕

ϕ = 1

q(z, ω)

ϕ

当 时，变分自由能与改进前的自由能一

致。因此，使ELBO最大化的 与使不完全数

据似然对数最大化的ML估计值完全相等。换句话

说，可以解释为ML估计，即将对数似然函数最大

化问题重新表述为自由能最大化问题。由于自由能

依赖于 ，通过在原有的EM步骤中加入另一个循

环作为退火过程，得到了ES-VBI算法。根据收敛性准

则[23]，定理1和定理2在理论上保证了ES-VBI算法

的收敛到全局最优解空间内，即算法收敛于全局较

优解。 

4    实验仿真
 

4.1  高斯混合实例和实验设置

K n

高斯模型混合模型是比较经典的包含隐参数的

数据模型，我们利用提出的算法从混合高斯模型的

数据近似拟合出混合高斯模型中的相关参数的估计

值，而且对于在高斯混合模型可以较为准确地衡量

算法对模型的鲁棒性和准确性，具有较强的说服

力，文献[13]使用了高斯混合模型，文献[14]双变量

高斯模型，而且提到可以推广到多变量的混合模

型。除此之外在关于变分推理算法对比文献[10–12]
中还使用了隐马尔可夫模型、多目标分类、线性回

归、逻辑回归等模型进行实验仿真，对比算法的性

能，提升算法的可信度。本算法与对比算法属于同

类型的推理算法可以针对上述模型进行实验对比，

本文由于文章内容限制，仅在高斯混合模型下进行

仿真实验，具体如下：本文给出一个高斯混合模型

对提出的ES-VBI算法性能进行实验验证，其中该

混合模型包含 个高斯分布，以及 个可观测变量

xi,i= 1, 2,···,n K

µk, k= 1, 2,···,K n ci, i =1, 2,···,n
，潜在变量包含 个高斯分布的均值

和 个类别参数 ，该模

型表示为

µk ∼ N
(
0, σ2

)
, k= 1, 2,···,K

ci ∼ categorical (1/K, ···, 1/K) , i= 1, 2,···,n

xi |ci , µ ∼ N
(
ci

Tµ, 1
)
, i= 1, 2,···,n

 (30)

ci xi其中， 表示样本 对应哪个高斯分布，其服从多

项式分布。

µk ci因此需要通过算法估计隐变量 和 ，潜变量

与观测变量的联合密度如式(31)所示

p(µ, c, x) = p(µ)
n∏

i=1

p(xi)∗p(xi |ci , µ) (31)

m = (m1,m2, ···,mk) s2 =(
s1

2, s2
2, ···, sK2

)
σ = (σ1, σ2, ···, σn)

µk

ci q

m s2 σ

假设变分参数为： ,
, ，其中第1个和

第2个是均值 对应的两个变量，第3个参数为类别

对应的变量。这3个参数决定了变分分布 。通过

把联合分布与平均场结合起来，形成高斯混合的变

分自由能ELBO，它是一个关于 , , 的函数, 如
式(32)所示

ELBO
(
m, s2, σ

)
=

K∑
k=1

E
[
lg p (µk) ;mk, sk

2
]

+

n∑
i=1

(E [lg p (ci) ;φi]

+E
[
lg p (xi|c i, µ) ;φi,m, s2

])
−

n∑
i=1

E [lg q (ci;φi)]

−
K∑

k=1

E
[
lg q

(
µk;mk, sk

2
)]

(32)

m s2 σ

基于指数族的变分性质，计算得到变分参数

, , 的更新公式为

σik ∝ exp
(
mkxi −

mk
2 + sk

2

2

)

mk =

∑
iφikxi

1/σ2 +
∑

iφik

sk
2 =

1

1/σ2 +
∑

iφik


(33)

为检验ES-VBI算法的迭代效率、收敛精度，

将本文提出的ES-VBI算法与A-VI算法(原文中未给

出算法具体名称，本文记作A-VI(Advanced-Varia-
t ional Inference)算法) [ 1 0 ]、OSBL-VB(Ord-
inary Sparse Bayesiam Learning-Variational
Bayesian)算法[11]、DA-VB(Deterministic Annea-
ling-Variational Bayesian)算法[12]、GDAEM(Gen-
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eralized Deterministic Annealing Expectation-
Max-imization)算法 [13]、MCVI(Markov Chain
Variational Inference)算法[14]在混合模型中进行仿

真对比，另外本文使用了一些常用的变分推理的评

价量：ELOB和时间t(s)。每个算法在相同数据集

下独立运行100次求取平均值为最后的统计结果。

实验环境：处理器Intel(R) Core(TM),CPU i7-
7700HQ，主频2.80 GHz，内存为16 GB，Win-
dows10 64 bit操作系统，python3.8版本。 

4.2  各个算法针对高斯混合模型的实验对比

在混合高斯模型优化中生成器数据为1000时各

个算法的ELOB(表示变分自由能，越大越好)和时

间t(s)的对比结果如表2所示，它们的迭代过程如图2
所示。

由表2数据可得，在6种算法中，ES-VBI算法

的变分自由能ELOB最大，且时间消耗仅比

GDAEM算法多一些，但ES-VBI算法的收敛精度

高于GDAEM算法，这是由于ES-VBI算法使用了

双重EM相对于GDAEM算法的单层EM时间消耗有

所增加，但ES-VBI通过双重EM的时间增加代价换

来了算法的收敛精度提升。按照ELOB的收敛结果

可以将6种算法的收敛精度从大到小排序为ES-
VBI算法、OSBL-VB算法、A-VI算法、GDAEM
算法、MCVI算法、DA-VB算法。而且可以看出

ES-VBI算法对比于确定性退火算法DA-VB收敛精

度提升较大，说明基于逆温度参数对算法的收敛进

行有效的控制，使得算法在迭代寻优过程的目标函

数值ELOB更大，在每次迭代中更能优化出较好的

模型参数。

图2显示各个算法在1至100代的目标函数优化

图，可以看出ES-VBI算法的初始化过程的结果显

然优于其他的随机初始过程结果，通过双重EM模

型初始化模型参数使得算法最终的收敛结果较优。

其中A-VI算法和OSBL-VB算法由于分别使用了梯

度优化和贪婪策略使得其相对另外3种算法最终的

结果较好，通过图2中A-VI的迭代线可以看出其在

35代以后很难摆脱梯度优化对局部最优的加强影

响，使得后期的迭代线较平，算法后期的优化效率

较低，且结果精度有待提升。

将高斯混合模型的K设置为5，通过数据生成

器生成5000数据样本，对比各个算法对高斯混合模

型各个分量的拟合程度，其对比图如图3所示，图3

中每种颜色代表一个高斯分量。

由各个算法对应的高斯混合模型拟合图，可以

看出本文提出的ES-VBI算法拟合程度最好，很且

明显优于DA-VB算法和MCVI算法，DA-VB算法

通过最大熵控制退火过程，其并不能很好地适应算

法迭代的过程，且随机初始先验也影响了最终的收

敛结果。而本算法通过模拟退火的逆温度参数有效

地控制迭代的过程，相比于DA-VB算法的确定性

退火原理在前期和后期都有对目标函数相对较优的

寻优效率，使得算法最终的收敛精度较高，拟合混

合高斯分布的各个分量较优。

虽然本算法设计了一个改进的变分推理算法，

算法对初始化的敏感性降低和迭代过程的有效控

制，但所提出的方案仍然没有得到全局最优，只是

在模型参数求解方面提供了一个优化的方法，且上

述实验验证了提出算法有效性和较优性能。 

5    结束语

针对贝叶斯变分推理的初始先验和变分自由能

优化两个问题，本文基于模拟退火理论和最大期望

理论提出了一种针对降低初始先验影响和变分自由

能优化的变分推理方法。通过双重EM模型的构

建，使得算法保证近似精度的情况下，进一步提升

算法在前期的参数分布质量，通过模拟退火的逆温

度参数控制迭代优化过程，进一步提升求解后验分

布的精度。通过收敛性理论证明了该推理模型收敛

于全局较优解。经过实验仿真证明本文的双重

EM模型和模拟退火的逆温度参数的有效性，针对

高斯混合模型本文提出算法表现出更好的性能，拟

合模型参数的效果较优，同时该算法能够为卡尔曼

表 2  各算法ELOB和时间对比

算法名称 ELOB t(s)

ES-VBI –664428.51 9.28

A-VI –721994.83 15.44

OSBL-VB −707239.90 27.97

DA-VB –922489.46 12.83

GDAEM –790262.55 5.62

MCVI –894487.22 30.25

 

 
图 2 各算法迭代过程对比图
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滤波、贝叶斯神经网络参数求解、图像去噪等提供

理论支持。
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