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摘   要：该文基于DNA折纸术，设计了一个通过DNA折纸结构的自组装求解图的顶点着色问题的方法。利用

DNA折纸术可以构建出具有特定形状的DNA折纸结构。这些结构可以用来编码图的顶点和边，由于这些结构具

有粘性末端，因此可以通过特异的分子杂交组装成为代表了不同的图的顶点着色方案的高级结构。利用DNA-纳

米颗粒共聚体的属性和电泳等实验方法，可以筛选出正确的符合条件的图的顶点着色方案。该方法是一种高度并

行的方法，可以极大地降低求解图的顶点着色问题的复杂度。
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Abstract: Based on the DNA origami technique, a method for the graph vertex coloring problem is proposed via
the self-assembly of DNA origami structures. Utilizing the DNA origami technique different DNA origami

structures with specific shapes are constructed. These structures are utilized to encode the information of a

graph’s vertices and edges, and because these structures have sticky ends, so they can assemble to advanced

structures which stands for different answers of the graph vertex coloring problem via specific molecular

hybridization. Utilizing the property of DNA nanoparticle conjugation and electrophoresis as well as other

experimental methods, the correct answer of the graph vertex coloring problem can be detected. This method is

highly parallel, and can greatly reduce the complexity of the graph vertex coloring problem.
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1    引言

分子计算的设想是由Feynman[1]在20世纪60年
代初首先提出的，他指出单个分子或原子能够被用

来构建计算机的组成元件。1994年，Adleman [2]

第1次通过生物化学实验求解了一个7个顶点的哈密

尔顿路问题，说明了DNA计算在解决复杂的数学

问题方面的能力。随着生物学和纳米技术的快速发

展，分子计算也得到了极大的发展。许多不同的方

法已经证明生物分子能够作为开发更好的计算系统

和提高计算能力的新工具。各种不同的DNA计算

模型被设计出来，如粘贴模型[3]、剪接系统模型[4]、

表面与芯片DNA计算模型[5]、发夹状DNA计算模

型[6]、质粒DNA计算模型[7]、基于k-臂的DNA计算

模型[8]、自组装DNA计算模型[9]、插入－删除系统

模型[10]、试管型DNA计算模型[11]、图灵机DNA计
算机模型[12]、布尔DNA计算机模型[13]等，以及将

DNA计算的思想应用于基因分析与疾病诊断与治

疗的模型等[14]。2016年，Xu[15]提出了一种探针机

模型，该模型能够求解当今电子计算机无法处理的

NP完全问题。近些年来的研究表明，DNA计算在

理论、模型构建、实验方法和检测技术上都取得了

很大的进展。
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与此同时，DNA自组装技术的研究也取得了

巨大的进展。1998年Winfree等人[16]在“简单自组

装瓦片结构”的基础上，构建了具有足够刚性的

5种DX元件。2003年，LaBean教授的研究组构造

出一种十字形的支架结构(即四星元件)[17]，利用这

种模块组装成方形DNA自组装芯片。2006年，

Rothemund等人[18]成功地应用了一条长为7000个碱

基左右的M13噬菌体的单链，借助于200多条短的

寡核苷酸链(钉书针链)，通过碱基互补，在特定部

位折叠成复杂的 2维DNA自组装结构。依照

Rothemund的方法，DNA分子可以构造人们想要

的任何平面图形，因此，他的这一方法被形象地称

为“DNA折纸术”。不满足于仅仅构造2维平面的

简单图形，科学家们成功地在其它类型的DNA分
子基础上设计出了新的DNA折纸方法，构造出了

更为复杂高级3维DNA自组装结构。2011年，Han
Dongran等人[19]利用DNA折纸的折叠技术，在3维
空间中设计和构造了具有复杂的空间曲面的自组装

DNA纳米结构，如球面、椭圆球面、瓶子等。之

后，DNA折纸术的相关研究取得了很大的进展[20–30]。

图的顶点着色问题是著名的NP完全问题。2018
年，Xu等人 [ 3 1 ]提出了一种新颖的图顶点着色

DNA计算模型，该模型以一个3-着色的61个顶点的

图为例，设计了一种并行型聚合酶链反应(Polymerase
Chain Reaction, PCR)操作技术，应用这种技术一

次可以对图中多条边来删除非解，使得生物操作次

数大大减少，极大地提高了运行速度。实验表明，

99%的非可行解在构建初始解空间时就被删除，并

利用DNA自组装和并行PCR方法，通过识别、拼

接以及组装等技术得到解。该模型还通过如下3种
方法来克服解空间指数爆炸问题：顶点颜色集的确

定方法；子图分解方法以及子图中的顶点优化排序

方法。本文提出了一种基于DNA折纸术求解图的

顶点着色问题的方法，利用DNA折纸术可以构建

出具有特定形状的DNA折纸结构。这些结构可以

用来编码图的顶点和边，由于这些结构具有粘性末

端，因此可以通过特异的分子杂交组装成代表不同

的图的顶点着色方案的高级结构。利用DNA-纳米

颗粒共聚体的属性和电泳等实验方法，可以筛选出

正确的符合条件的图的顶点着色方案。这种方法是

一种高度并行的方法，可以极大地降低求解图的顶

点着色问题的复杂度。 

2    图的顶点着色问题

本文所言之图皆指有限、无自环、无圈的简单

无向图，通常用G表示图。本文用V(G), E(G)分别

表示图G的顶点集和边集。一个图G的着色是指对

∀uv ∈ E(G)

G中的每个顶点分配一种颜色，使得相邻的顶点着

不同的颜色。换言之，是指对图G中的顶点集

V(G)的划分：V(G)=V1∪V2∪···Vk, Vi≠ϕ(空集)，
Vi∩Vj=ϕ, i =1,2, ···, k。满足图G正常着色的最小

的颜色数称为色数，记为χ(G)。图G的一个k-正常

顶点着色，简称为图的k-顶点着色，是指用k[k≥
χ(G)]种颜色对图G进行着色。通常用Ck(G)表示图

G的全体k着色构成的集合。由于本文仅考虑图的

3-着色问题，故k=3，我们总是假定颜色集为

C3(G)={r,b,y}，其中，r表示红色，b表示蓝色，

y表示黄色。所以，求解图的3-着色问题可以认为

是寻找从图的顶点集V(G)到颜色集{r,b,y}的一种

映射：f: V(G)→{r,b,y}，使得对于 ,
f(u)≠f(v)。图的3-着色问题是一个NP-完全问

题。本文以一个具有6个顶点的简单图(图1)为例说

明所设计的基于DNA折纸术求解图的顶点着色问

题的算法。 

3    基于DNA折纸术求解图的顶点着色问题
的算法

DNA折纸术最先由Rothmund提出，这种新的

DNA自组装策略是DNA纳米技术的巨大进步，依

据这种自组装方法，不仅2维平面的不同图形，如

正方形、圆形、笑脸等形状可以被构造出，而且

3维立体的高级结构也可以被构造出。本文利用DNA
折纸术构造的不同形状的结构对图G的每个顶点进

行编码，通过DNA分子的杂交和一系列实验方法

获得图G顶点着色的正确解，由于DNA折纸结构可

以在原子力显微镜下被观测出，所以图G的可行的

顶点着色方案可以通过观察原子力显微镜而得到。

本文设计的基于DNA折纸术求解图的顶点着色问

题的算法包含以下4个步骤：(1)用DNA折纸结构来

编码图G的信息；(2)将DNA折纸结构进行退火反

应，通过自组装过程生成问题的所有可能的解；

(3)删除非解，并提取出正确的解；(4)识别结果。

以下是具体方法的描述。 

3.1  编码

本文所使用的图如图1所示，它包括6个顶点、
 

 
图 1 一个简单无向图G
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9条边。图2中以顶点1和顶点2为例展示了本文用

DNA折纸结构编码图G的顶点和边的具体方法。由

于本文求解的是图的3-着色问题，所以每个顶点都

有可能染3种颜色，即红色、黄色和蓝色。为此以

DNA折纸结构的不同形状来代表这3种颜色，即如

图2所示，正方形的DNA折纸结构代表顶点被染成

红色，圆形的折纸结构代表顶点被染成黄色，三角

形的DNA折纸结构代表顶点被染成蓝色。每个

DNA折纸结构上还具有突出的单链DNA，即粘性

末端，这些粘性末端能依照图G中顶点的邻接关系

相互杂交，粘性末端杂交的原理即DNA的两条单

链在合适的实验室条件下依照碱基互补配对的规则

(A与T 配对，G与C 配对)杂交形成双螺旋结构。

例如顶点1与顶点2、顶点3之间有边相连，所

以顶点1有两条突出的粘性末端，分别能与顶点2、
顶点3上的粘性末端杂交。按照这种方法，每个顶

点都要设计正方形、圆形和三角形3种不同的DNA
折纸结构，并且需要设计好需要的粘性末端序列，

每个顶点所需要设计的粘性末端的数目恰好等于

该顶点的度。同时，DNA折纸结构上还需要设计

代表顶点序号的标记，以便在原子力显微镜下分辨

顶点。 

3.2  退火

设计好DNA折纸结构之后，就需要将所有代

表顶点和边的信息的DNA折纸结构进行退火反应，

这个过程由DNA粘性末端序列中碱基的互补配对

完成，这是一个随机自由组合的反应，也是一个高

度并行的过程，这种高度的并行性能在非常短的时

间内形成问题的所有可能的解。图3中以顶点1和顶

点3为例展示了DNA折纸结构的杂交方式。因为顶

点1和顶点3有边相连，所以代表顶点1和顶点3的
DNA折纸结构的其中两条突出的粘性末端可以互

相配对杂交，杂交的方式如图中形成的双链所示。

值得注意的是，由于顶点被赋予了颜色，所以两个

顶点结构杂交之后可能是颜色相同的，也可能是颜

色不同的，如图3(a)所示的杂交结构为顶点1和顶

点3都是红色，如图3(b)所示的杂交结构是顶点1为
黄色，顶点3为红色。有边相连的顶点被染成相同

的颜色是不符合图的顶点染色问题的要求的，所以

这种错误的解需要被删除掉。为了实现这个目的，

本文在设计DNA折纸结构时预先给每一种颜色的

DNA折纸结构设计了一段代表其颜色的特异序列，

如图3中所示，在两个顶点结构的双链杂交部分的

两侧即为本文预先设计的代表顶点颜色的特异序

列，如图3(a)所示的顶点杂交结构中，顶点1和顶

点3都被染成了红色，所以特异序列也是代表红色

的序列，图中用红线表示；而如图3(b)所示的顶点

杂交结构中，顶点1染成了黄色，顶点3为红色，所

以特异序列也为相应的黄色和红色序列，图中分别

用黄线和红线表示。可以想象，当顶点结构的粘性

末端没有杂交形成双螺旋结构之前，这些特异序列

(图3中的短的红色和黄色线段)是游离的而且靠近

的几率很小，只有当顶点结构的粘性末端杂交形成

双螺旋之后这些特异序列才会被拉近距离并且靠得

很近无法分开。这样的设计将在后面删除非解的步

骤中发挥作用。 

3.3  删除非解并提取正确的解

经过DNA折纸结构的退火之后，图G的顶点三

 

 
图 2 编码顶点和边的DNA折纸结构

 

 
图 3 DNA折纸结构的退火方式
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着色问题的所有可能的解都已经形成，接下来的操

作就是删除所有的非解，即删除掉退火结构中所有

的顶点有边相连并且被染成相同颜色的染色方案，

这个过程通过与DNA-纳米颗粒共聚体的杂交和琼

脂糖凝胶电泳分离来实现。图4展示了用DNA-纳米

颗粒共聚体与退火结构进行杂交的方法。如图4所
示，金纳米颗粒上修饰了能与代表顶点颜色的两段

特异序列杂交的互补序列，值得注意的是这段互补

序列正好是特异序列的两倍，当且仅当两个杂交的

顶点结构为染相同的颜色时，代表顶点颜色的两段

特异序列才能被拉近距离，这样就能与DNA-纳米

颗粒共聚体上的互补序列杂交。图4中以顶点1和顶

点3为例展示了DNA-纳米颗粒共聚体与退火结构进

行杂交的方法。顶点1和顶点3有边相连，它们有

3种被染成相同颜色的情况，即同为红色、同为黄

色和同为蓝色。如果退火结构中任意两个有边相连

的点都染异色，那么DNA-纳米颗粒共聚体就不会

与其杂交，这是因为本文设计的特异序列比较短，

依照双链DNA分子的特性，在实验所需的温度条

件下，单独一段长度较短的特异序列无法与互补序

列杂交形成双链，只有两段特异序列组成的长序列

才能与互补序列杂交形成双链。

 

 
图 4 DNA-纳米颗粒共聚体与退火结构的杂交

 

经过与DNA-纳米颗粒共聚体杂交之后，就要

将产物进行琼脂糖凝胶电泳。在琼脂糖凝胶电泳中

杂交了DNA-纳米颗粒共聚体的退火结构由于分子

量较大在电泳的凝胶中处于落后的位置，没有杂交

DNA-纳米颗粒共聚体的退火结构由于分子量较小

处于领先的位置，就可以被回收回来，即为正确的

解，将会用于下一步的识别和分析。 

3.4  识别结果

由于DNA折纸结构可以通过原子力显微镜观

察到，因此对于上一步回收的退火结构，可以用原

子力显微镜进行观察，以确定最终的图G的顶点三

着色方案。由于红色、黄色、蓝色分别由正方形、

圆形和三角形DNA折纸结构表示，因此在原子力

显微镜下就可以通过辨认折纸结构的形状和顶点的

标记确认正确答案。图5显示了一种杂交结构，这

是一种正确的图G的顶点三着色方案。 

4    结论

图的顶点着色问题有着非常广泛的理论与应用

研究意义，各种DNA计算模型都将其作为研究的

目标。DNA自组装技术为DNA计算提供了新的方

法，各种DNA自组装计算模型也被用于解决各种

不同的NP完全问题。本文中，我们利用DNA折纸

结构编码图的信息，通过DNA折纸结构上粘性末

端的自组装过程，构建了一种图的顶点着色问题的

非确定性算法。通过构建数以亿计的参与计算的

DNA折纸结构，该算法可以并行地测试每种可能

 

 
图 5 图G的顶点三着色方案的正确解
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的顶点着色方案。对于给定的n个顶点和m条边的

图，顶点着色方案存在与否以及存在几种顶点着色

方案都可以通过相应的DNA折纸结构的自组装过

程和一系列实验方法计算出来，计算结果可以直接

通过原子力显微镜观察到，这种方法具有高度的并

行性，类似的基于DNA折纸术的方法在求解NP完
全问题方面具有巨大的潜力。
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