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摘   要：为了探究分数阶形式下该类系统的动力学特性，该文将分数阶微积分引入到忆阻退化Jerk系统中，增加

了一个自由度，提升了系统性能。通过相图、分岔图、李雅普诺夫指数谱、复杂度混沌图等分析了系统的动力学

特性，并采用DSP技术，实现了该系统的数字电路。研究结果表明，系统拓展到分数阶后有两种不同的单涡卷吸

引子，系统随初值变化呈现倍周期分岔路径，在某些特定初值处系统演化路径出现跃变。系统具有无限多个吸引

子共存。
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Abstract: To investigate the dynamic characteristics of this type of system in the fractional-order case,
fractional-order calculus is introduced into memristive hypogenetic Jerk system, which adds one degree of

freedom and improves system performance. The dynamical characteristics of the system are analyzed by phase

diagram, bifurcation diagram, Lyapunov exponent spectrum, complexity chaotic diagram, etc., and the digital

circuit of the system is realized by employing DSP technology. The research results show that when the system

is extended to the fractional order, the system presents a period doubling bifurcation path with the initial

value, and the evolution path of the system changes abruptly at some specific initial values, showing infinite

coexistence of attractors.
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1    引言

忆阻器是实现磁通与电荷之间关系的电路元

件，虽然从忆阻器概念的提出[1]到忆阻器实物的问

世[2]经过了很长一段时间。但是近年来，忆阻器因

为其特殊的性质而被广泛地研究，从而推动了忆阻

器在电工电子[3]、通信[4]、神经网络[5]、生物仿真[6]、

安全[7]等各领域的应用。而在混沌相关领域中，忆

阻器由于其丰富的非线性特性曲线成为了研究热

点。如通过将具有不同非线性的忆阻器引入到一些

现有的动力学系统中，研究了一些新的更具有特点

的混沌或超混沌系统[8,9]。在混沌电路中采用忆阻

替代非线性电阻来得到了新的忆阻混沌电路[10–13]。

而这些研究大部分是基于整数阶微积分系统的，由

于分数阶微积分能够更加精确地描述物理模型，因

而受到研究人员的重视，并成为了非线性研究的热

点，其中分数阶忆阻器模型[14–17]更是学者们重点研

究的方向。

在分数阶微积分与忆阻器相结合的系统动力学

特性研究中，更注重于系统随其控制参数变化的动

力学特性分析。研究表明，许多分数阶忆阻系统具

有丰富动力学特性，如Mou等人[18]利用参数分析了

一个4D超混沌忆阻电路的动力学行为，Li等人[19]报

道了一种基于分数阶忆阻器的具有无限平衡点的

4D系统，但随着研究的深入，有学者发现系统参

数并不是唯一能够影响系统动力学特性的因素。最

近，文献[20,21]发现某些忆阻系统具有超级多重稳

定性，表现在系统随着初值的变化有着完整的分岔

路径，如文献[20]提出的基于忆阻器的退化Jerk系
统，显示出无限多个吸引子共存以及与瞬态混沌完

全不同的过渡行为等现象。超级多稳定性作为一种

特殊的动力学特性也不仅仅只出现在忆阻系统中，
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如Wan等人[22]报道了在离散神经网络中的超级多稳

定性。不仅如此，Chen等人[23]对超级多稳定性做

了更加深入的研究，构建了能保持原始5阶忆阻

Chua电路的初始动力学的3阶降维通量电荷模型，

并证实了在磁通量域中可以检测到敏感的超级多稳

定性现象。

本文将分数阶微积分引入忆阻退化Jerk系统，

通过ADM算法计算了系统的近似解，分析了系统

随阶数变化以及随初值变化的动力学特性，并实现

了系统的数字电路设计。

2    分数阶忆阻退化Jerk系统求解

文献[20]报道了通过忆阻器代替电阻产生的具

有4线平衡点的退化Jerk系统，该系统最显著的特

征是其具有4个线平衡点集，并且表现出与初始条

件相关的超级多稳定性，具有无限多个吸引子共

存。将分数阶微积分引入该系统，则系统的分数阶

数学模型为

Dq
t0x = |y| − b

Dq
t0y = W (w)z

Dq
t0z = |x| − y − az − c

Dq
t0w = z

 (1)

q ∈ (0, 1]其中 ，为分数阶阶数，t0为系统的起始时

间。x, y, z是系统状态变量，w是忆阻器内部无量

纲状态变量，a, b, c为系统控制参数，W(w)=
α－β|w|是归一化的磁导函数。采用ADM分解求解

算法[24]，则该系统可表示为

h(t) =


x(t)
y(t)
z(t)
w(t)

 =


x(t0)
y(t0)
z(t0)
w(t0)

+ Jq
t0


|y| − b
αz
|x| − y − az − c
z

+ Jq
t0


0
−βz|w|
0
0

 (2)

对其中的非线性项进行分解，可得

A0
2 = −β(z0|w0|)

A1
2 = −β(z1|w0|+ z0|w1|)

A2
2 = −β(z2|w0|+ z1|w1|+ z0|w2|)

A3
2 = −β(z3|w0|+ z2|w1|+ z1|w2|+ z0|w3|)

A4
2 = −β(z4|w0|+ z3|w1|+ z2|w2|+ z1|w3|+ z0|w4|)

A5
2 = −β(z5|w0|+ z4|w1|+ z3|w2|+ z2|w3|+ z1|w4|+ z0|w5|)


(3)

c01 = x(t0), c
0
2 = y(t0), c

0
3 = z(t0), c

0
4 = w(t0)

c01 = x0, c02 = y0, c03 = z0, c04 = w0

分解式中上标为ADM分解次数，给出初始条

件，即 。

再令 。根据式(2)

以及分数阶微积分性质[19]可得

x1 = (|c02| − b)
(t− t0)

q

Γ (q + 1)

y1 = (α · c03 − β · c03 · |c04|)
(t− t0)

q

Γ (q + 1)

z1 = (|c01| − c02 − a · c03 − c)
(t− t0)

q

Γ (q + 1)

w1 = c03 ·
(t− t0)

q

Γ (q + 1)


(4)

c11 c12

再将式(4)的系数值赋给对应变量，即将第1项
系数赋给 ，第2项系数赋给 ，依此类推，多次迭

代后可推得方程的其他5项系数。此时，该系统的

分数阶近似解可表示为

x̃j(t) = c0j + c1j
(t− t0)

q

Γ (q + 1)
+ c2j

(t− t0)
2q

Γ (2q + 1)
+ c3j

(t− t0)
3q

Γ (3q + 1)

+ c4j
(t− t0)

4q

Γ (4q + 1)
+ c5j

(t− t0)
5q

Γ (5q + 1)
+ c6j

(t− t0)
6q

Γ (6q + 1)

(5)

cij其中 即为通过式(4)所求得的系数。

令系统阶数q=0.95，系统参数分别取a=0.6,
b=1.3, c=2,α=1, β=0.1，初值取(0.1, 0.1, 0.1, 0.1)。
利用Matlab仿真得到的分数阶忆阻混沌系统吸引

子相图如图1所示。计算在该参数条件下的李雅普

诺夫指数为LE1=0.459, LE2=0, LE3=–0.0014,
LE4=–0.8162。李雅普诺夫指数分布为(+, 0, –, –)，
说明系统式(1)是混沌的。

3    动力学特性分析

3.1  随阶数q变化的动力学特性

分数阶混沌系统的阶数对系统的状态有着重要

的影响，图2显示了在相同参数下忆阻退化Jerk系
统的整数阶与分数阶的吸引子相图，参数a=0.55,
b=1.3, c=2, α=1, β=0.1，初值取(0.1, 0.1, 0.1,
0.1)。图2(a)为q=1.00时，即整数阶时系统的吸引

子相图，显然此时系统处于周期态；而当q=0.75
时，系统则处于较为复杂的混沌态，如图2(b)所
示。可见，系统阶数直接影响着系统的状态。

为了研究系统式(2)随阶数q变化的动力学特性，

绘制了系统随阶数q在[0.5, 1.0]中变化的分岔图和

李雅普诺夫指数谱，如图3所示。其中系统参数设
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定为a=0.6, b=1.3, c=2, α=1, β=0.1，初值取(0.1,
0.1, 0.1, 0.1)。图3(a)显示系统具有丰富的动力学

特性，随着q从0.5开始逐渐增大，系统从周期态通

过3条不同的倍周期分岔路径在q=0.59时进入混沌

状态，在经过较短的混沌区间后，在q=0.68时系统

变为长周期态，并通过反向的倍周期分岔路径由混

沌逐渐变化为双周期、单周期。随着q继续增大，

系统产生了更多的分岔路径，并在q=0.75时再次进

入混沌，此后除去有难以观察的周期窗口，系统在

区间[0.75, 1.0]上都是混沌的。图3(b)是对应区间上

的李雅普诺夫指数谱，由于大于0的值较小，为了

能够从图中更加清晰的观察系统的动力学特性，只

画出了LE1, LE2, LE3, 3个李雅普诺夫指谱。图3(b)
所反映的动力学特性与图3(a)相符。

3.2  随系统参数变化的动力学特性

同样用分岔图和李雅普诺夫指数谱对系统随参

数a和b变化的动力学特性进行具体分析。参数c作

为系统参数之一同样影响着系统的动力学特性，但

研究发现其影响较小，故不作具体分析。取阶数

q=0.95，参数b=1.3, c=2, α=1, β=0.1，初值取

(0.1, 0.1, 0.1, 0.1)，参数a在区间[0.4, 0.8]变化的分

岔图和李雅普诺夫指数谱如图4所示。由图4(a)可
见，随着a的减小，系统通过倍周期分岔进入混

沌。当a减小到0.561时，系统突然变为周期态，同

 

 
图 1 系统式(1)不同平面的吸引子相图

 

 
图 2 不同阶数下的吸引子相图

 

 
图 3 系统阶数q变化时的动力学特性
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时分岔路径出现跳变，在经过短暂的多周期后系统

再次进入混沌。而当a减小到0.42时，系统发散。

从图4(b)可见，最大李雅普诺夫指数大于0的两个

混沌区间，与图4(a)一致。

取阶数q=0.95，参数a=0.6, c=2, α=1, β=0.1，
初值取(0.1, 0.1, 0.1, 0.1)，参数b在区间[0.5, 3]变化

的分岔图和李雅普诺夫指数谱如图5所示。可见，随

参数b从3.0开始减小，系统由倍周期分岔进入混沌，

减小到特定参数后分岔区域也会发生跃变现象。不同

的是，在进入混沌后，在分岔图中并没有出现明显的

周期窗口。从图5(b)可见，系统在大部分区间内都

是混沌的，除了在b=1.1附近有一个小的周期窗口。

混沌图是一种在参数空间中反映混沌系统动力

学特性的综合方法。图6显示了系统在参数a-b平面

上基于谱熵(SE)复杂度[25]的混沌图。红色区域表示

高复杂度，系统在该参数区域内是混沌的，淡黄色

区域则复杂度较低，表明系统在该参数区域内是周

期的。而白色区域意味着无法计算其复杂度，所以

系统是收敛或者发散的。从整体来，系统混沌区域

集中在参数a或参数b较小时，这与图4、图5分叉图

在各自分叉参数较小时无分叉现象相吻合。

3.3  随初值变化的动力学特性

为了探究分数阶忆阻退化Jerk系统随初值变化

的动力学特性，在相同的参数设置下，分别绘制系

统随初值变化的分岔图以及李雅普诺夫指数谱，以

分析其动力学特性。

设置系统的控制参数a=0.6, b=1.3, c=2,
α=1, β=0.1，取初值x(0), z(0), w(0)为0.1，阶数

q=0.95，当y(0)在区间[–3, 3]改变时，状态变量x的

分岔图以及对应的李雅普诺夫指数谱如图7所示。

从图7(a)可见，随着y(0)从–3开始逐渐增加时，系

统在y(0)=–1.2以及y(0)=–0.6附近经历了两个短暂

的多周期状态后再次进入混沌态，值得一提的是，

在y(0)=–0.332时，分岔路径出现跃变，并继续演

化，这说明随着初值的变化，系统出现了与之前不

同的混沌状态，即多稳态，存在着共存吸引子。随

着y(0)值得继续增加，系统进入反向的倍周期分岔

现象。并且在倍周期分岔过程中，再次出现了短暂

的跃变。从图7(b)也可以确定在y(0)=–1.2以及

y(0)=–0.6附近的短暂周期窗口。

同样地，设置系统参数为a=0.6, b=1.3, c=2,
α=1, β=0.1，用忆阻器初始条件w(0)作为分岔参

数，使它在区间[–3, 3]逐渐增大，其余初值都设置

为0.1，在此条件下得到的分岔图和李雅普诺夫指

数谱如图8所示。随着w(0)从–3开始逐渐增加，系

统由倍周期分岔路径而进入混沌，期间系统可产生

周期1、周期2、周期3等现象，进入混沌后产生单

涡卷混沌吸引子，在w(0)=–1附近又出现了周期

 

 
图 4 系统参数a变化时的动力学特性

 

 
图 5 系统参数b变化时的动力学特性
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态，随后迅速进入混沌态，之后在较大的区间内系

统都保持着混沌状态。当增大到w(0)=1.65时，分

岔区域突然发生跳变。由图8(b)的李雅普诺夫指数

谱可知，系统在w(0)=1.3附近LE1减小到0，出现

了一个短的周期窗口。

为了进一步分析初值系统关于初值的动力学特

性，选取动力学特性较丰富的初值y(0)以及w(0)绘
制y(0)-w(0)平面的复杂度混沌图，如图9所示。相

比于图7，在初值平面的混沌图高复杂度区域更加

分散，并且图中各颜色区域分布更加不规则或无

序。较小的初值改变就可能会从浅色层变化到深色

层，意味着混沌状态的改变(从周期到混沌)，所以

初值对该系统的影响较大。

3.4  共存吸引子

选取系统不同状态的初值点，画出这些点处的

吸引子如图10所示。

 

 
图 6 系统参数a-b平面SE复杂度混沌图

 

 
图 7 系统初值y(0)变化时的动力学特性

 

 
图 8 系统初值w(0)变化时的动力学特性

 

 
图 9 系统初值y(0)-w(0)平面SE复杂度混沌图

 

 
图 10 分数阶式(3)系统的多吸引子共存现象
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图10中用不同颜色对吸引子进行了区分，为了

更加清晰地观察，同时单独给出了各个初值下的共

存吸引子。可以明显的从图中看到在不同的区域内

共存吸引子发生了重叠，两个区域内分别为不同的

单涡卷吸引子，从单独画出的吸引子相图可看出，

左边区域有4个不同的吸引子共存，为该单涡卷吸

引子的单周期(绿色)、2周期(浅蓝)、多周期(红
色)和混沌(蓝色)4种状态共存。同样地，右边区域

为另一个单涡卷吸引子的单周期(浅蓝)、多周期

(黑色)和混沌(红色)3种状态共存。图10展示了两个

不同单涡卷吸引子的非对称共存现象，以及在两个

单涡卷吸引子内部的单周期、多周期和混沌态共存

的现象。

3.5  分数阶忆阻退化Jerk系统的DSP实现

为了验证分数阶忆阻退化Jerk系统的动力学特

性，设计了该系统的数字电路。在DSP平台的软件

部分设置步长h=0.01，阶数q=0.95，以及与数值

仿真一致的系统参数。DSP系统经过初始化后，初

值通过迭代式开始计算，计算出的结果经过数据处

理后替代初始值，如果设定的迭代已经完成，则输

出此结果，如果未完成，则继续迭代计算直到完

成。输出的结果通过D/A转换器(DAC8552)转换后

输出到示波器(Tektronix MSO 4102B-L)，两路输

出分别输入到示波器的X和Y通道，通过调试后即

能得到系统式(1)的电路实验相图。

示波器显示了具有不同参数的分数阶忆阻退化

Jerk系统的吸引子相图，如图11所示。系统的周期

态与混沌态吸引子都通过DSP完成了实现。

4    结束语

本文通过相图、分岔图、李雅普诺夫指数谱等

分析方法，研究了分数阶忆阻退化Jerk混沌系统的

动力学特性，并采用DSP技术实现了系统的数字电

路。研究发现，该系统不仅随着阶数q的改变有着

丰富的动力学特性，并且随着初值的改变也有着从

单周期到多周期，最终进入混沌的完整的倍周期分

岔路径，而且在某些特定初值下分叉路径还会发生

跳变，在该系统中这种跳变表现在吸引子上是从一

种单涡卷吸引子变为了另一种完全不同的单涡卷吸

引子，并通过相图分析，发现两个不同单涡卷吸引

子的非对称共存现象，以及在两个单涡卷吸引子内

部的单周期、多周期和混沌态共存的现象。下一步

将研究该分数阶混沌系统的控制与应用。
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