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摘   要：针对旁瓣零陷凹面约束的稀疏平面阵列优化及算法早熟等问题，该文基于参数自适应的思想，提出一种

混合三角变异差分进化算法。通过引入旁瓣零陷凹面约束矩阵，构建自适应惩罚函数，时变权重组合变异策略与

交叉策略，提高算法前期全局搜索能力和后期收敛能力，最终实现峰值旁瓣电平和旁瓣零陷凹面的平面阵列约束

优化。仿真结果表明，对比混合三角变异策略前的算法，该算法在完成稀疏阵列峰值旁瓣电平优化的同时，能在

指定旁瓣区域完成零陷凹面设计，降低有源干扰影响。

关键词：稀疏阵列优化；差分进化算法；自适应惩罚函数；旁瓣零陷

中图分类号：TN957.2 文献标识码：A 文章编号：1009-5896(2020)04-0895-07

DOI: 10.11999/JEIT190705

Planar Sparse Array Constraint Optimization Based on Hybrid
Trigonometric Mutation Differential Evolution Algorithm

CHEN Zhikun      DU Kang      PENG Dongliang      ZHU Xinting

(School of Automation, Hangzhou Dianzi University, Hangzhou 310018, China)

Abstract: For the problems of sparse planar array optimization with side-lobe concave nulls constraints and

premature algorithm, a Hybrid Trigonometric Mutation Differential Evolution (HTMDE) algorithm is proposed

based on the idea of parameter adaptation. By introducing side-lobe concave nulls constraints matrix, adaptive

penalty function is constructed. Time-varying weight combination mutation strategy and crossover strategy

improve the initial global search ability and late convergence ability of the algorithm. The constrained

optimization of the planar array with peak side lobe level and side-lobe concave nulls is finally realized. The

simulation results show that, compared with the algorithm before the hybrid trigonometric mutation strategy,

the algorithm not only optimizes the peak side-lobe level of sparse array, but also designs concave nulls in

specified side-lobe area to reduce the influence of active interference.

Key words: Sparse array optimization; Differential Evolution (DE) algorithm; Adaptive penalty function; Side

lobe nulls

1    引言

阵列天线广泛应用于雷达和通信系统中，是电

子系统设计中的重要一环，其设计需求十分明显。

综合考虑分辨率性能指标与设计成本，天线阵列设

计者可使用稀疏阵列以获取更大的天线孔径，即以

较少的单元数达到相应的技术指标。随着多种全局

优化算法的出现，稀疏阵列优化这一非线性优化问

题得到了很好的解决，其中以遗传算法(Genetic

Algorithm, GA)和差分进化(Differential Evolution,
DE)算法等进化类算法表现最为良好 [1 ]。相较于

GA算法，DE算法由于其基本原理简单，算法实现

容易，通用性强，并具有较强的全局收敛能力等优

点，在近年来得到了广泛的研究与应用[2–5]。文献[6]
对DE算法的不同变异策略进行混合，在保证算法

良好收敛性的同时，提高了搜索效率。文献[7]提出

一种三角变异策略，这种局部搜索算子很好地提高

了算法收敛速度。文献[8]在之前的基础上，引入时

变权重因子组合不同变异策略，改进缩放因子和交

叉概率因子，有效克服了算法早熟，提高了算法全

局收敛能力和搜索效率。

为了减小噪声和干扰对信号质量的不利影响，

智能天线在保证一定的旁瓣电平和主瓣宽度的情况
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下，选择在方向图的期望旁瓣区域形成一定深度的

零陷。由于能够提供较大的自由度，稀疏阵列往往

被智能天线所选择。在此情况下，稀疏阵列的优化

模型成为了一个带约束条件的优化问题，可将该优

化问题模型描述为稀疏阵列约束优化。文献[9]采用

多项式逼近法能在线阵中产生指定零陷，加权旁瓣

电平，但当问题拓展到面阵时，计算就会变得非常

复杂。然而以上算法均仅是单目标优化函数，差分

进化算法无法兼顾阵列优化与零陷约束优化。文

献[10]采用了自适应惩罚函数对问题进行优化，为

解决阵列约束优化的问题提供了理论依据。

基于上述，本文提出了一种混合三角变异差分

进化(Hybrid Trigonometric Mutation Differential

Evolution, HTMDE)算法，将混合变异策略的改进

差分进化[8](Hybrid Mutation Differential Evolu-

tion, HMDE)算法与三角变异差分进化[7](Trigono-

metric Differential Evolution, TDE)算法混合，保

持算法初期种群多样性的同时，进一步提高算法后

期收敛速度，引入旁瓣零陷凹面约束矩阵，构建自

适应惩罚函数，完成了带旁瓣零陷凹面约束的稀疏

平面阵列峰值旁瓣电平优化。

2    问题建模

xoy

R

x 2Nx + 1 dx y

2Ny + 1 dy dx = dy = λ/2

λ

R = Nx × λ = Ny × λ (m,n)

−Nx ≤ m ≤ Nx −Ny ≤ n ≤ Ny

Imn

Imn = 1

考虑在直角 坐标系平面上有一圆面方形栅

格阵列，以坐标原点为圆心，半径为 ，阵列在

轴方向上有 行栅格，行间距为 ，在 轴

上有 列栅格，列间距为 ， ,

为辐射波长，因阵列口径为圆形，故半径

，阵元坐标用 表示，

,  ，对应的位置上阵

元的电流激励为 ，设各阵元均为理想点源，即

，此时阵列的方向图为

E(θ, φ) =

Nx∑
m=−Nx

Ny∑
n=−Ny

amnImn

· exp[jk(mdxτx + ndyτy)] (1)

amn (m,n)

amn = 1 amn = 0

k = 2π/λ τx = sin θ cosφ−
sin θ0 cosφ0 τy = sin θ sinφ− sin θ0 sinφ0 (θ0, φ0)

T

(θi, φj) φ = 0◦ φ = 90◦

式中， 对应坐标为 的阵元状态，当

时，表示该处阵元被保留， 时，则

该 处 阵 元 被 稀 疏 ， ,  

,   ,  

分别为俯仰角和方位角波束指向。阵元数目约束为

，为了保持阵列的圆形孔径，约束圆面与方形栅

格切点的阵元不被稀疏，假设干扰信号来波方向为

，文献[1]以 和 平面峰值旁瓣电

平之和为目标函数，本文添加一个旁瓣零陷凹面约

束，得到的优化模型为

f(x) = min
{
max
θ∈S

∣∣∣∣E(θ, 0◦)

FFmax

∣∣∣∣+max
θ∈S

∣∣∣∣E(θ, 90◦)

FFmax

∣∣∣∣}
s.t. −Nx ≤ m ≤ Nx, −Ny ≤ n ≤ Ny,

a(Nx, 0) = 1, a(−Nx, 0) = 1,

a(0,−Ny) = 1, a(0, Ny) = 1,

Nx∑
m=−Nx

Ny∑
n=−Ny

amn = T,

E(θi−c, φj−c)

FFmax
≤ ε(i−c,j−c), i, j = 1, 2, ···


(2)

S FFmax

p q

(θi, φj)

p = (i− c, ···, i− 1, i, i+ 1, ···, i+ c)

q = (j − c, ···, j − 1, j, j + 1, ···, j + c) c


ξ(i−c,j−c) ξ(i−c,j−c+1) ··· ξ(i−c,j+c)

ξ(i−c+1,j−c) ξ(i−c+1,j−c+1) ··· ξ(i−c+1,j+c)
...

...
. . .

...
ξ(i+c,j−c) ξ(i+c,j−c+1) ··· ξ(i+c,j+c)


ξ(p,q)

(θp, φq)

式中， 表示方向图旁瓣区域， 为主瓣峰

值，设 和 为旁瓣零陷凹面坐标向量，设零陷凹

面范围为以干扰信号来波方向 为中心的奇数

维 方 阵 ， 令 ,
,   为常数，对

应 每 个 零 陷 凹 面 坐 标 的 零 陷 深 度 为

。

为最大零陷深度约束，对应干扰信号来波方向

，零陷深度约束由中心到边缘依次减小，呈

梯度下降。

3    混合三角变异差分进化算法

针对复杂约束环境下差分进化算法的优化问题，

惩罚函数是差分进化算法处理非线性约束条件最常

用的方法，将约束优化问题转为易于求解的无约束

问题[11]。但传统的惩罚函数过于依赖惩罚系数的选

取，使得求解约束优化问题的效率较低，因此在采

用混合三角变异差分进化算法优化峰值旁瓣电平的

同时，基于可行解比例动态变化的自适应惩罚函数

可用于解决旁瓣零陷约束优化问题[12]。

3.1  构建惩罚函数

考虑在旁瓣零陷约束下寻求最低峰值旁瓣电

平，构建式(3)的惩罚函数

P (x) = f(x) + [10α(1−ρ) − 1] · g(x) (3)

P (x) f(x)

φ = 0◦ φ = 90◦

α > 0 [0, 10] ρ

g(x)

式中， 为惩罚函数， 为优化模型中的目标

函数，即 和 平面峰值旁瓣电平之和，

是一个可调参数，常取 之间的整数， 为

可行解的比例，即可行解个数除以种群数量，

为惩罚项。

10α(1−ρ) − 1惩罚系数 是一个减函数，随着迭代

次数的增加，可行解比例增大，惩罚逐渐减小，有

利于算法慢慢将搜索可行解的重心转移到搜索更好

的目标函数上来，整个优化过程惩罚系数随着可行

解比例动态适应，减少了传统惩罚函数对参数的依
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赖性，与文献[10]提出的自适应惩罚函数相比，本

文方法收敛速度快且性能稳定。

3.2  混合三角变异策略

文献[13]指出一个好的智能寻优算法应在算法

初始阶段保持种群多样性，注重全局搜索能力，而

在后期具有较强的局部搜索能力，提高算法收敛速

度。文献[6]研究显示差分进化算法中，采用DE/
rand/1变异策略，算法全局搜索能力较强。文献[7]
提出了一种三角变异策略的方法，并与传统的变异

策略DE/rand/1进行对比，说明该方法能够有效提

高差分进化算法收敛速度，这两种变异策略可为

式(4)和式(5)。
DE/rand/1：

vrand
i,G = xr1,G + F · (xr2,G − xr3,G) (4)

三角变异策略：

vtri
i,G = (xr1,G+xr2,G+xr3,G) /3 + (f2 − f1)

· (xr1,G − xr2,G) + (f3 − f2) (xr2,G − xr3,G)

+ (f1 − f3) (xr3,G − xr1,G) (5)

f1 = |f(xr1,G)| /f ′ f2 = |f(xr2,G)| /f ′

f3 = |f(xr3,G)| /f ′ f ′ = |f(xr1,G)|+ |f(xr2,G)|+
|f(xr3,G)|

式 中 ， ,   ,

,  

。基于以上思想，将两者变异策略混合并

用时变权重因子加权，便得到混合三角变异策略为

vi,G = w · vtri
i,G + (1− w) · vrand

i,G , w ∈ (0, 1) (6)

w时变权重因子 按式(7)改变

w = wmin + (wmax − wmin) ·
(

G

Gmax

)
(7)

G Gmax wmax

wmin (wmax, wmin)

∈ (0, 1) w wmin

wmax

F

为当前迭代次数， 为最大迭代次数， 和

分别为最大权重值和最小权重值，

，随着迭代次数的增大， 从 不断增加

到 ，即可实现保持算法初始阶段的种群多样

性，提高算法后期的收敛速度。缩放因子 取值如

式(8)

F (G) = µ+ σ ×N(0, 1)

µ = Fmin + (Fmax − Fmin)× rand(0, 1)

}
(8)

σ ×N(0, 1) σ Fmax Fmin

F σ Fmax Fmin

即标准差为 正态分布， ,  为缩

放因子 的最大最小边界， ,  ,  取经验值

为0.2, 1.2, 0.4。
3.3  交叉策略

采用最常用的二项式交叉操作：

uj
i,G

=

{
vj
i,G, randj(0, 1) ≤ CR(G)或 j = jrand

xj
i,G, 其它

(9)

CR(G) Sigmoid

Sigmoid (0, 1)

为基于 函数的时变交叉概率因子，

函数在定义域内单调递增，值域为 ,

jrand j = jrand

CR

CR

Sigmoid

CR(G)

是随机产生的整数， 保证了交叉向量

中至少有1维是变异向量所产生。根据交叉概率因

子的特点， 值越大，算法局部搜索能力越强，

收敛越快， 值越小，全局搜索能力越强，有利

于保持种群多样性。因此 函数很适合用于

交叉概率因子的加权，同样可以达到在算法前期保

持种群多样性和提高算法后期收敛速度的目的，

表达式为

CR(G) =CRmin + (CRmax − CRmin)

· 1− exp(−βG/Gmax)

1 + exp(−βG/Gmax)
(10)

CRmax CRmin

CRmax CRmin β

,   为交叉概率因子的最大最小边界，

,  ,  取经验值为0.9, 0.3, 5。

4    仿真分析

25λ

Nx = Ny = 25λ

θ

[−π/2,π/2] φ [0, 2π] u = sin θ cosφ

v = sin θ sinφ [−1, 0) (0, 1]

10α(1−ρ) − 1 α = 1 wmax

wmin Gmax = 300

σ Fmax Fmin 0.2 1.2 0.4 CRmax

CRmin β 0.9 0.3 5 φ = 0◦ v = 0

φ = 90◦ u = 0

考虑一个直径为 的圆面方形栅格阵列，即

，行列间距均为半波长，可计算出

满阵情况下阵元总数为1961个， 取值范围为

,   取值范围为 ,   ,

分别在 和 区间内各取100个

采样点，惩罚系数 中取 ,  和

分别为取0.99和0.01,  ，稀疏率设为

75%,  ,  ,  取经验值为 ,  ,  ,  ,

,  取经验值为 ,  ,  ，以 ( )和

( )平面峰值旁瓣电平之和为目标函数，

分别进行如下仿真。

(θi, φj)

(−45◦, 90◦) (u, v) = (0,−0.7071)

(i, j) = (51, 51)

c = 1

p = (50, 51, 52) q = (50, 51, 52)

(−45.9◦,−45.0◦,−44.1◦) (88.2◦, 90.0◦, 91.8◦)

1.8◦ × 3.6◦

(45, 50, 55)

 40 40 40
40 45 40
40 40 40

 40 40 40
40 50 40
40 40 40

 40 40 40
40 55 40
40 40 40



仿 真 1 　 设 干 扰 信 号 来 波 方 向 为

，即 ，对应的旁瓣零

陷凹面中心坐标 ，设零陷凹面范围为

一个3维方阵，即 ，因此旁瓣零陷凹面坐标向

量为 ,  ，对应的角度范

分别为 ,  ，

可计算出设置的零陷凹面大小为 ，分别

设最大零陷深度约束为 ，零陷凹面深度

约束矩阵分别为

,  ,  。

HTMDE算法运行结束得到对应的旁瓣零陷凹面增

益分别为表1、表2、表3所示。

φ = 0◦ v = 0

φ = 90◦ u = 0

以上结果均满足零陷凹面深度约束矩阵，最

大零陷深度约束为45, 50, 55对应的 ( )

和 ( )平面峰值旁瓣电平之和分别为

–48.0213 dB, –39.6918 dB, –37.4391 dB，可见算

法在满足最大零陷深度约束的同时会牺牲目标函数
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值，图1、图2和图3均为c = 1且最大零陷深度约束

为45时的仿真结果图。

如图2(a)所示，HTMDE算法收敛曲线表现与

预期一致，前期注重全局搜索，收敛速度偏慢，后

期注重局部搜素，收敛速度加快，并且能够得到比

HMDE和TDE更优的目标函数值。图2(b)为HTMDE
算法得到的稀疏阵元分布，稀疏后阵元数目为

1471个，满足75%的稀疏率，且圆面与方形栅格相

切阵元被保留。

u = 0

(u, v) = (0,−0.7071)

图3(a)为HTMDE算法得到的可行解比例曲

线，随着算法迭代次数增加，可行解比例随之升

高，图3(b)为有旁瓣零陷约束和无旁瓣零陷约束两

种情况下 平面方向图的对比，算法在干扰信

号来波方向即 方向达到了 -

53.0450 dB的零陷深度，比无旁瓣零陷约束下降低

了16.2864 dB。

p=(49, 50, 51, 52, 53)

q = (49, 50, 51, 52, 53) (−46.8◦,

−45.9◦,−45.0◦,−44.1◦,−43.2◦) (86.4◦, 88.2◦, 90.0◦,

91.8◦, 93.6◦) 3.6◦×
7.2◦

仿真2　设零陷凹面范围为一个5维方阵，即c=2，
则旁瓣零陷凹面坐标向量为 ,

，对应的角度范围分别为

,  

，可计算出设置的零陷凹面大小为

，设最大零陷深度约束同样为(45, 50, 55)，零

陷凹面深度约束矩阵分别为

表 1  最大零陷深度约束为45时旁瓣零陷凹面增益(c = 1)

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9

p 50 50 50 51 51 51 52 52 52

q 50 51 52 50 51 52 50 51 52

增益(dB) –41.7232 –47.8437 –43.4869 –41.2586 –53.0450 –44.7019 –43.8560 –46.1852 –46.9309

表 2  最大零陷深度约束为50时旁瓣零陷凹面增益(c = 1)

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9

p 50 50 50 51 51 51 52 52 52

q 50 51 52 50 51 52 50 51 52

增益(dB) –46.6703 –45.7740 –42.0270 –43.5748 –55.1658 –43.9545 –42.9269 –49.6869 –45.4186

表 3  最大零陷深度约束为55时旁瓣零陷凹面增益(c = 1)

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9

p 50 50 50 51 51 51 52 52 52

q 50 51 52 50 51 52 50 51 52

增益(dB) –46.4656 –47.1974 –43.3241 –47.4544 –58.0909 –43.7558 –55.5215 –48.7782 –45.2064

 

 
图 1 稀疏阵列3维方向图

 

 
图 2 算法收敛曲线对比和稀疏阵元分布
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35 35 35 35 35
35 40 40 40 35
35 40 45 40 35
35 40 40 40 35
35 35 35 35 35




35 35 35 35 35
35 40 40 40 35
35 40 50 40 35
35 40 40 40 35
35 35 35 35 35




35 35 35 35 35
35 40 40 40 35
35 40 55 40 35
35 40 40 40 35
35 35 35 35 35



,   ,

。

其他条件不变，HTMDE算法运行结束得到的

旁瓣零陷凹面增益分别为表4、表5、表6所示。

c = 2

φ = 0◦ v = 0 φ = 90◦ u = 0

由表4、表5、表6可知，当零陷凹面范围扩大

到5维方阵时，即 时，算法同样满足零陷凹面

深度矩阵约束，最大零陷深度约束为45, 50, 55对
应的 ( )和 ( )平面峰值旁瓣电

平之和分别为–47.9045 dB, –39.5504 dB, –37.4755 dB。
图4、图5、图6均为c = 2且最大零陷深度约束为

45时HTMDE算法的仿真结果。

由图5(a)可知，当零陷凹面范围扩大到5维方

阵时，目标函数值基本不受影响，图5(b)为该优化

所得的稀疏平面阵列。同样，由图6(a)可见，随着

算法迭代次数增加，可行解比例随之升高，图6(b)

表 4  最大零陷深度约束为45时旁瓣零陷凹面增益(c = 2)

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9

p 49 49 49 49 49 50 50 50 50

q 49 50 51 52 53 49 50 51 52

增益(dB) –46.5458 –45.8412 –46.2580 –40.8917 –40.9214 –49.3585 –55.9305 –47.3353 –42.1900

序号 10 11 12 13 14 15 16 17 18

p 50 51 51 51 51 51 52 52 52

q 53 49 50 51 52 53 49 50 51

增益(dB) –42.6126 –43.5500 –51.2554 –49.3633 –44.1652 –43.3289 –44.5767 –60 –60

序号 19 20 21 22 23 24 25

p 52 52 53 53 53 53 53

q 52 53 49 50 51 52 53
增益(dB) –45.5003 –42.0649 –46.5876 –45.0475 –48.2879 –44.7265 –41.0207

表 5  最大零陷深度约束为50时旁瓣零陷凹面增益(c = 2)

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9

p 49 49 49 49 49 50 50 50 50

q 49 50 51 52 53 49 50 51 52

增益(dB) –37.6175 –40.3846 –45.7498 –48.2500 –43.6255 –36.8799 –41.7660 –49.6858 –45.8806

序号 10 11 12 13 14 15 16 17 18

p 50 51 51 51 51 51 52 52 52

q 53 49 50 51 52 53 49 50 51

增益(dB) –41.8181 –37.2718 –43.5080 –60 –45.8777 –39.6356 –39.5716 –45.9265 –60

序号 19 20 21 22 23 24 25
p 52 52 53 53 53 53 53
q 52 53 49 50 51 52 53

增益(dB) –47.8587 –39.4033 –43.4406 –50.7166 –60 –51.4716 –40.3799

 

 
u = 0图 3 可行解比例和 比平面方向图
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描述了当零陷凹面约束范围增大时，算法仍能在干

扰信号来波方向取得12.6047 dB的零陷增益，在

附近的零陷凹面更加明显，且具有一定的凹面展宽

空间。

5    结束语

本文提出了一种基于混合三角变异差分进化

(HTMDE)算法的阵列约束优化方法，引入旁瓣零

陷凹面约束矩阵，构造自适应惩罚函数，结合了混

合变异策略的改进差分进化(HMDE)算法的动态参

表 6  最大零陷深度约束为55时旁瓣零陷凹面增益(c = 2)

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9

p 49 49 49 49 49 50 50 50 50

q 49 50 51 52 53 49 50 51 52

增益(dB) –44.8401 –46.0399 –39.5838 –38.3594 –45.4208 –54.4196 –59.5659 –43.2692 –43.0806

序号 10 11 12 13 14 15 16 17 18

p 50 51 51 51 51 51 52 52 52

q 53 49 50 51 52 53 49 50 51

增益(dB) –51.9257 –41.3720 –45.5307 –55.5682 –49.6248 –40.8617 –36.9498 –40.1514 –48.4430

序号 19 20 21 22 23 24 25

p 52 52 53 53 53 53 53

q 52 53 49 50 51 52 53

增益(dB) –43.0303 –37.3386 –35.2466 –38.9316 –46.3749 –42.4130 –37.3552

 

 
图 4 稀疏阵列3维方向图

 

 
图 5 算法收敛曲线和稀疏阵元分布

 

 
u = 0图 6 可行解比例和 平面方向图
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数和三角变异差分进化(TDE)算法的三角变异策

略，在优化峰值旁瓣电平的同时，完成了对指定旁

瓣区域的零陷凹面设计。仿真结果表明：本文算法

的前期偏向全局搜索，后期偏向局部搜索，取得了

比混合前算法更优的峰值旁瓣电平，虽然随着最大

零陷深度约束和零陷凹面范围的增加，算法会牺牲

目标函数值，但在干扰信号来波方向能取得较大的

零陷增益，并具有一定的零陷凹面展宽空间。由于

目标函数单一，多目标函数的阵列约束优化将是下

一步研究的方向。
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