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摘   要：随着人工智能的发展，许多优化问题发展为高维的大规模优化问题。在自然计算方法中，针对高维问题

虽然能避免算法陷入局部最优，但是在收敛速度和时间可行性上却不占优势。该文在传统自然计算方法的基础

上，提出了非线性降维的自然计算方法(NDR)，该策略不依赖具体的算法，具有普适性。该方法将初始化的N个

个体看做一个N行D列的矩阵，然后对矩阵的列向量求最大线性无关组，从而减少矩阵的冗余度，达到降低维度

的目的。在此过程中，由于剩余的任意列向量组均可由最大线性无关组表示，所以通过对最大线性无关组施加一

个随机系数来维持种群的多样性和完整性。将该文所提策略分别应用到标准遗传算法(GA)和粒子群优化算法

(PSO)中，并与标准粒子群算法、遗传算法以及目前主流的对维数进行优化的4个算法对比，实验证明，改进的算

法对大部分标准测试函数都具有很强的全局收敛能力，其寻优能力超过了上述6个算法，同时改进后的算法在运

行时间上远优于对比算法。
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Abstract: Many optimization problems develop into high-dimensional large-scale optimization problems in the

process of the development of artificial intelligence. Although the high-dimensional problem can avoid the

algorithm falling into local optimum, it has no advantage in convergence speed and time feasibility. Therefore,

the natural computing method for Nonlinear Dimension Reduction (NDR) is proposed. This strategy does not

depend on specific algorithm and has universality. In this method, the initialized N individuals are regarded as

a matrix of N rows and D columns, and then the maximum linear independent group is calculated for the

column vector of the matrix, so as to reduce the redundancy of the matrix and reduce the dimension. In this

process, since any remaining column vector group can be represented by the maximum linearly independent

group, a random coefficient is applied to the maximum linearly independent group to maintain the diversity

and integrity of the population. The standard genetic algorithm and particle swarm optimization using NDR

strategy compare with Particle Swarm Optimization (PSO), Genetic Algorithm (GA) and the four mainstream

algorithms for dimension optimization. Experiments show that the improved algorithm has strong global

convergence ability and better time complexity for most standard test functions.
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1    引言

自然计算(natural computation)是智能算法中

的一个术语，它包含3种方法：(1)从自然种群进化

中汲取灵感，从而发现新的问题解决方法；(2)基
于利用计算机分析自然现象的方法；(3)利用自然

材料(例如分子)进行计算的方法。构成这3个分支

的主要研究领域是人工神经网络、进化算法、群体

智能、人工免疫系统、分形几何、人造生命、

DNA计算和量子计算等[1]。自然计算方法对实际生

产生活具有重要的意义，例如基于遗传算法的相位

差异技术图像恢复[2]，基于蚁群算法的运动时间优

化算法研究[3]，以及基于遗传算法的文本情感分类

中的应用[4]等。

虽然各种自然计算方法模拟的生物机理有所差

距，但是它们都是基于种群的优化算法[5]。在这些

方法中，个体维数对算法的全局搜索能力和计算成

本有较大的影响[6]。降维是处理多维数据的重要因

素[7]。较高的维数能够描述个体更多的属性，从而

使个体在寻优过程中能够避免陷入局部最优，但是

却降低了寻优精度；而个体维数过低又会导致个体

属性多样性降低，全局搜索能力不足，易陷入局部

最优，但是寻优精度却能提高。因此，如何通过更

好的降低维数[8,9]来平衡算法的全局寻优能力和收

敛精度，成为自然计算方法的瓶颈问题。

针对该问题，已经出现了很多有关优化个体维

数的方法。Xu等人[10]提出了维度学习策略，并使

用16个经典测试函数，30个CEC2014测试函数和

1个实际优化问题来测试所提出的算法的有效性。

Wei等人[11]提出了一种具有维数突变的动态粒子群

算法，该算法为了避免陷入局部最优，设计了一下

维数变异算子，从突变开始计算各维度的收敛度，

最小收敛度的维数根据一定的概率进行变异。纪震

等人[12]在2010年提出了智能单粒子优化算法，即粒

子的位置矢量被分成了多个子矢量，从而实现降

维。拓守恒等人[13]提出了一种基于膜计算的优化算

法，该算法将高维空间利用数学模型分割成多个子

空间，每个子空间作为一个基本膜，基本膜负责搜

索局部最优解，表层膜负责搜索全局最优解。文

献[14]在分析标准粗糙集理论局限性的基础上，提

出了一种基于二进制粒子群优化(Binary Particle
Swarm Optimization, BPSO)和概率粗糙集理论的

降维方法。2012年拓守恒[15]针对高维非线性优化存

在的收敛速度慢和求解精度低的问题，提出了改进

的人工蜂群优化算法，该算法采用了高斯分布和自

适应差分算法对高维进行操作，很好地解决了收敛

速度和求解精度。一种随机约减粒子群维数的方法

由Jin等人[16]提出，并证明了随机的重要性。梁静

等人[17]提出了协同进化动态粒子群优化算法，该算

法可用来求解大规模问题，简单来说就是将高维问

题随机重组为低维问题，并对1000维的例子进行测

试，实验取得了较好的结果。Yan g等人 [ 1 8 ]

提出了一种基于粒子群优化算法(Particle Swarm
Optimization, PSO)的多因素降维(Multifactor
Dimensionality Reduction, MDR)方法，简称

PBMDR, PBMDR用于检测多位点之间的相互作

用，并在模拟疾病模型中证实了该算法的准确度和

高效性。这些方法在一定程度上平衡了算法的收敛

精度和全局最优问题，但是，个体的维数都是基于

某种自然计算方法而设计的，并且实现过程要依赖

该算法具体的操作步骤，不具有普适性。

为了解决这个问题，本文受文献[19,20]的启发，

提出一种具有普遍意义的降低个体维数的策略。本

策略不依赖算法的具体操作，因而适用于所有基于

种群优化的自然计算方法。其创新点有：(1)利用

最大线性无关组降低了个体维数；(2)为了更加精

准地描述个体特征属性，设计了属性因子。并且，

将该策略应用到两种不同的自然计算方法中，采用

12个经典的高维测试函数，并与目前主流维数优化

算法进行对比，用以验证文中所提基于非线性降维

的自然计算方法(natural computing method for
Nonlinear Dimension Reduction, NDR)的普适性

和有效性。

2    非线性降维的自然计算方法

d

大部分随机算法随着维数的增加而使性能变

差。因此，找到一种合适的方法将维数降低就显得

尤为重要。本文用到的降维方法是利用最大线性无

关的思想[21]。例如，向量a=[2, 3, 5, 6, 1], b=[7, 5,
4, 1, 2], c=[2, 3, 5, 6, 1], e=[2, 1, 5, –2, 6]，若将

这4个向量比作4个个体，那么将组成一个规模为

4、维数为5的群体，即向量组D，如式(1)所示，

那么所求阶梯矩阵 如式(2)所示，则列向量的最大

线性无关组为每行首个非0元素所在列数，即第

1列、第2列和第3列，剩余的列可由最大线性无关

组表示，如式(3)所示，这样便减少了信息冗余。

D =


2 3 5 6 1
7 5 4 1 2
2 3 5 6 1
2 1 5 −2 6

 (1)

d =


1 0 0 −2.6296 1.4259
0 1 0 4 −2.5
0 0 1 −0.1481 1.1296
0 0 0 0 0

 (2)
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k1xi,1 + k2xi,2 + k3xi,3 = xi,j(i = 1, 2, 3, 4; j = 4, 5),

− 2.6296×


2
7
2
2

+ 4×


3
5
3
1

+ (−0.1481)

×


5
4
5
5

=


6
1
6
−2

 ,

1.4259×


2
7
2
2

+ (−2.5)×


3
5
3
1

+ 1.1296

×


5
4
5
5

=


1
2
1
6

 (3)

k1, k2, k3 xi = (xi,1, xi,2, ···, xi,j)

xi,j i j

其中， 代表系数， ,
代表第 个个体的第 维。因为最大线性无关组可

任意表示其他组，所以，所求极小值也一定可以被

最大线性无关组式(3)表示。

N D

m ∈ [1, 2, ···, D] n ∈ [1, 2, ···, D] q ∈
[1, 2, ···, D]

N

本文所提NDR就是在高维的情况下，通过计

算各维的最大线性无关组从而降低维数。假设有

个个体，每个个体有 维，则可表示成式(4)所
示，通过对式(4)的列向量求最大线性无关组可得

式 ( 5 )，其中 ,   ,  
，且根据最先线性无关组的性质，式(5)

的维数最大是 ，相比式(4)，维数远远降低。

A1 ri

j /∈ (m,n, h, q)

维数的高低决定了个体属性描述的精确程

度[22]。通过本文所提降维操作之后，描述个体的属

性参数减少。但是，为了保证个体属性的完整性和

多样性，在 中加入随机系数 ，如式(6)所示，

便可将除最大线性无关组之外的维数表示出来。事

实上，高维空间能够尽可能完整地描述个体的特征

属性，但是，在有限的空间内永远无法精确地将个

体的特征属性表达出来。然而，随机系数却可以解

决这一问题，因为，最大线性无关组可以将矩阵中

的任何一个向量线性表示，因此，加入随机系数的

最大线性无关组能够用形式化语言将个体的特征属

性描述。即式(7)所示，其中  。

A =


x1,1 x1,2 ... x1,D−1 x1,D

x2,1 x2,2 ... ... ...
...

...
. . .

...
...

xN,1 xN,2 ... xN,D−1 xN,D

 (4)

A1 =


x1,m x1,2 ... x1,h x1,q

x2,m x2,n ... ... ...
...

...
. . .

...
...

xN,m xN,n ... xN,h xN,q

 (5)

A2=


r1x1,m r2x1,n ... rp−1x1,h rpx1,q

r1x2,m r2x2,n ... ... ...
...

...
. . .

...
...

r1xN,m r2xN,n ... rp−1xN,h rpxN,q


(6)

x1,j

x2,j

...
xN,j

= r1×


x1,m

x2,m

...
xN,m

+r2×


x1,n

x2,n

...
xN,n

+ ···

+ rp−1×


x1,h

x2,h

...
xN,h

+ rp×


x1,q

x2,q

...
xN,q

 (7)

N G

T

从以上叙述可以看出降维的可行性，NDR的
伪代码如表1所示( 为种群规模， 为终止进化的

代数， 为测试的次数)。

3    实验结果

实验仿真平台为Window7, Matlab2014b。本

实验把NDR策略分别应用到标准遗传算法(Genetic
Algorithm, GA) [23 ]和标准粒子群算法(Particle
Swarm Optimization, PSO)[24]中，得到NDRGA算
法和NDRPSO算法，并与标准遗传算法、标准粒

子群算法和4个维数优化算法做对比实验。

F1 F12 F1 F3 F9 F11

F12 F4 F8

F10

近年来，优化高维函数已经成为优化算法领域

的研究热点。本实验采用国际通用的12个标准高维

测试函数： ～ (如表2所示)。 ～ ,  ,  ,
是高维单峰函数，仅有一个全局最优点； ～

是高维多峰函数，这些测试函数具有许多局部最优

点，是优化界中较难优化的函数。这些测试函数的

全局最优值为0,  的维数不能少于4维，且全局最

小值和维数有关。由于部分测试函数有多个最优

点，因此，在寻优过程中极易陷入局部最优。

3.1  NDR策略与标准算法的实验结果分析

f()

Pc=0.70 Pm=0.05

G = 1000 N = 50 D = 1000

在实验中，适应值函数 的值为当前位置对

应的函数值。GA算法和NDRGA算法的参数设置

为：交叉概率 ，变异概率 ，进化迭

代次数 ，种群 ，维数 。PSO

表 1  非线性降维的自然计算方法(NDR)

　种群规模为N，终止进化代数为G，测试次数为T

pop　(1) 初始化N, G, T 等参数，随机产生第1代种群 ；

pop
newpop

　(2) 将生成的种群 做线性变换，求得列向量的最大线性无关

　　  组，即为新的种群 ；

newpop ri newpop　(3) 对新种群 的各维乘以随机系数 ，更新 ；

newpop　(4) 将得到的 使用基于种群的自然计算方法进化；

　(5) 结束。

1984 电    子    与    信    息    学    报 第 42 卷



c1 = c2 = 2 ωmax = 0.9 ωmin = 0.4

G = 1000 N = 50 D = 1000

算法和NDRPSO算法的参数设置为：学习因子

，惯性权重 ,  ，进化

迭代次数 ，种群 ，维数 。

对于越界粒子本文采用通用的越界处理办法，将其

重新设置为边界值，如表3所示。

F3 F6 F7 F10 F11

各算法对12个测试函数分别执行20次，其平均

结果及标准方差如表3所示。在优化这12个测试函

数时，NDRGA算法和NDRPSO算法较其他标准算

法相比都能够接近全局最优，尤其是在测试函数

,  ,  ,  和 上，NDRGA和NDRGA在误差

F3

F3

允许的范围内已找到全局最优。与GA和PSO相

比，NDRGA和NDRPSO的标准方差远低于其他标

准算法，只有在测试函数 上标准方差几乎等于标

准算法，这是由于 函数较其他函数相比形状较为

平滑且为单峰函数，更易找到全局最优解。总之，

NDRGA算法和NDRPSO算法较低的标准方差，证

明应用NDR策略的算法具有更好的稳定性。

F1 F12图1是12个测试函数 ～ 的收敛比较图。横

轴代表适应度计算次数，纵轴代表平均适应度值。

从图1中可以清楚地看到，使用降维策略的算法比

表 2  标准测试函数

测试函数 维数 可行解空间

F1 =
∑D

i=1
xi

2
1000 [–100, 100]n

F2 = (x1 − 1)2 +
∑D

i=1
i ·
(
2xi

2 − xi−1

)2
1000 [–10, 10]n

F3 =
∑D

i=1
|xi|i+1

1000 [–1, 1]n

F4 = −a · exp
(
−b

√
1

D

∑D

i=1
xi

2

)
− exp

(
1

D

∑D

i=1
cos (cxi)

)
+ a+ exp (1) , a = 20, b = 0.2, c = 2π 1000 [–32.768, 32.768]n

F5 =
∑D

i=1
(xi

2 − 10 cos(2πxi) + 10) 1000 [–5.12, 5.12]n

F6 =

D∑
i=1

xi
2

4000
−

D∏
i=1

cos
(

xi√
i

)
+ 1 1000 [–600,600]n

F7 = sin2 (πω1) +
∑D−1

i=1
(ωi − 1)2

[
1 + 10sin2 (πωi + 1)

]
+(ωD − 1)2

[
1 + sin2 (2πωD)

]
ωi = 1 +

ωi − 1

4

1000 [–10, 10]n

F8 = 418.9829D −
∑D

i=1
xi sin

(√
|xi|
)

1000 [–500, 500]n

F9 =
∑D−1

i=1

[
100
(
xi+1 − x2

i

)2
+ (xi − 1)2

]
1000 [–5, 10]n

F10 =
∑D/4

i=1

[
(x4i−3 + 10x4i−2)

2 + 5(x4i−1 − x4i)
2 + (x4i−2 − 2x4i−1)

4 + 10(x4i−3 − x4i)
4
]

1000 [–4, 5]n

F11=
∑D

i=1
ix2

i 1000 [–10, 10]n

F12 =
∑D

i=1
x2
i +

(∑D

i=1
0.5ixi

)2

+

(∑D

i=1
0.5ixi

)4

1000 [–5, 10]n

表 3  各算法对12个标准测试函数进行优化结果

函数
平均结果及标准方差

PSO NDRPSO GA NDRGA

F1 4.92e+05±5.09e+04 345.2211±96.7891 1.78e+05±6.12e+03 12.7059±3.2681

F2 1.18e+08±2.47e+07 301.8188±114.0539 3.65e+07±1.85e+06 3.8379±2.8421

F3 6.71e-08±7.10e-08 6.48e-09±8.88e-09 1.11e-07±1.84e-07 3.17e-08±4.51e-08

F4 17.1198±0.5185 7.0752±0.7417 13.2492±0.1323 5.2058±0.5977

F5 9.72e+03±464.6314 115.6225±21.7166 9.68e+03±86.5390 104.5187±18.5246

F6 4.34e+03±366.1741 3.6991±0.7714 1.61e+03±64.0915 1.4019±0.1196

F7 1.66e+04±1.45e+03 13.0269±5.8130 8.62e+03±366.1671 0.4960±0.1577

F8 3.47e+05±7.50e+03 9.58e+03±866.1230 3.70e+05±2.42e+03 9.92e+03±619.0421

F9 9.20e+06±2.18e+06 694.6303±588.9850 3.48e+06±2.40e+05 103.1690±45.9190

F10 1.16e+05±1.50e+04 14.2205±5.1053 2.48e+04±1.50e+03 0.3623±0.2182

F11 2.82e+06±2.62e+05 80.1161±31.8298 7.96e+05±2.70e+04 2.8521±1.2240

F12 1.31e+04±3.41e+03 53.57±12.84 2.18e+19±3.03e+09 27.9986±12.1954
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未使用的具有更强的全局搜索能力，但在个别测试

函数中，NDRPSO和NDRGA略有差别。

F1 F7

F9

F10 F11

F8

F8

F8

根据收敛曲线走势，NDRPSO在函数 ～ ,
中大概进化400次之后曲线保持水平，在函数

和 中大概进化500次之后曲线保持水平，不

再有下降的趋势，说明此时陷入局部最优，这是由

于PSO 算法具有更强的局部搜索能力导致的；而

标准PSO 算法在进化100次之后陷入局部最优，说

明在应用了降维策略之后确实使算法具有了更强的

全局搜索能力。但在函数 中，NDRPSO虽然比

PSO的全局搜索能力强，但并没有特别明显，这是

由于测试函数本身的性质导致的， 是一个功能复

杂且有许多局部极小值，图2是 的2维图像表示，

从图2中可以看出此函数具有极多的局部最优值，

导致算法极易早熟。

F3

F3

而NDRGA算法几乎在每个测试函数中进化1000
次之后仍具有继续下降的趋势，说明算法没有被局

部最优值所牵绊，但是GA算法大概在进化100次之

后陷入局部最优，这也更好地证明了改进后的算法

具有更强的全局搜索能力。但在测试函数 中NDRGA
和GA曲线几乎重合，此现象已通过表2有所表现，这

与 的曲线平滑度有关，使算法极易找到全局最优解。

F1 F5

同时，在时间复杂性上如图3和图4所示。从图3
可以直观的看出，除测试函数 和 外，在其他测

试函数中，NDRPSO的仿真所需时间均少于PSO，

F1 F5

说明在降维之后不仅提高了算法的精度，同时还提

高了算法的运行速度。但是在测试函数 和 中却

没有提高运行速度，这是由于函数自身的复杂度远

低于其他10个函数，因此，在降维之后运行速度几

乎没有提高。图4清晰地展示出GA和NDRGA的仿

 

 
图 1 各算法对标准测试函数进行优化的收敛曲线

 

 
F8图 2  的2维图像

 

 
图 3 PSO和NDRPSO仿真时间对比
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真时间对比结果，不难看出NDRGA的运行速度远

高于GA。通过图3和图4，表3所显示的对比结果，

更加有效地证明了改进算法的运行性能。

3.2  NDRPSO与其他应用维数策略算法的实验分

析结果

协同进化动态粒子群优化算法(Dynamic Multi-
Swarm -Cooperative Coevolution, DMS-CC)[17]、
社会学习粒子群优化算法(Social Learning Particle
Swarm Optimization, SLPSO)[25]、动态多种群粒

子群优化算法(Dynamic Multi-Swarm Particle
Swarm Optimizer, DMS-PSO)[26]以及竞争学习算

法(Competiti- ve Swarm Optimizer, CSO)[27]，均

为针对求解大规模高维复杂问题而提出的算法。将

本文所提非线性降维算法与文献[17,25–27]中的算

法对比，为了与文献中测试保持一致，因此，采用

F1 F3 F6 F8

F3 F4 F5 F6 F8

F1

,  ～ 和 这6个测试函数，其中“–”表示文

献中没有此函数数据，结果如表4所示。从表4中可

以直观地看到，NDRPSO在 ,  ,  ,  和 这5个
测试函数中的寻优结果优于其他4个算法。在搜索

前期，NDRPSO将最大线性无关组保留下来，同

时加入随机系数，这样便使得种群在不丧失多样性

的前提下降低了维数，避免了种群陷入局部最优。

而其他4个算法没有改变种群的维数，只是针对大

规模种群做的改进，其种群内部的冗余信息极易使

搜索陷入局部最优。但是，NDRPSO在测试函数

中取得的结果不是很理想，该测试函数的变量之

间相关性较小，即函数变量本身之间的冗余信息较少，

因此，在相同条件下收敛能力强的算法结果更优。

4    结束语

本文在标准算法的基础上，针对高维测试函数

很难寻找最优解的问题，利用最大线性无关组，提

出了非线性降维的自然计算方法，并给出了具体的

降维操作步骤。为了保证种群的多样性，本算法对

种群增加了随机系数。通过12个测试函数证明，应

用该策略的算法与没有应用该策略的算法相比具有

更快的收敛速度和更好的求解精度。但是，本策略

的不足之处在于最大线性无关组的系数是随机生成

的，而没有准确的函数表达式，在后续研究中，将

对最大线性无关组的系数进行探讨，从而更好地增

加种群多样性，以便能够快速跳出局部最优。
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