
二叉决策图映射电路的面积和延时优化

张会红      陈治文      汪鹏君*

(宁波大学电路与系统研究所   宁波   315000)

摘   要：二叉决策图(BDD)是一种数据结构，广泛应用于数字电路的逻辑综合、测试和验证等领域。将BDD每个

结点映射成2选1数据选择器(MUX)可得到BDD映射电路。该文提出一种BDD映射电路的面积和延时优化方法。

首先把待优化电路转换成BDD形式，然后逐一搜索BDD中存在的菱形结构，进而通过路径优化实现结点的删减

和控制变量的更改，并将所得结果BDD映射成MUX电路，最后用多个MCNC基准电路进行测试，将该文方法与

经典综合工具BDS, SIS等方法相比较，BDD总结点数比BDS减少了55.8%，映射电路的面积和延时比SIS分别减

小了39.3%和44.4%。
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Abstract: Binary Decision Diagrams (BDD) is a data structure that can be used to describe a digital circuit. By

replacing each node in a BDD with a 2-to-1 Multiplexer (MUX), a BDD can be mapped to a digital circuit. An

area and delay optimization method on BDD mapped circuit is presented. A traditional Boolean circuit is

converted into BDD form, and then diamond structure constructed by nodes is searched in the BDD,

corresponding nodes are deleted and control signals of the modified nodes are updated by paths optimization,

finally, the result BDD is mapped to a MUX circuit. The proposed method is test by a number of

Microelectronics Center of North Carolina (MCNC) Benchmarks. Compared with the classical synthesis tools

Sequential Interactive System (SIS) and BDD-based logic optimization System (BDS), the average number of

nodes by the proposed methods is 55.8% less than that of BDS, and average circuit’s area and delay are

reduced by 39.3% and 44.4% than that of the SIS, respectively.
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1    引言

面积和延时一直是集成电路设计性能的重要指

标[1]。传统的面积和延时优化主要基于与、或、非

运算的传统布尔逻辑(Traditional Boolean logic,
TB logic)。然而，TB逻辑并不是所有逻辑电路的

最佳实现方式。针对各种复杂逻辑结构的电路，已

有多个逻辑表现形式应用在电路优化中：Reed-

Muller(RM)逻辑[2,3]在异或和与或密集型电路上应

用广泛；与非门驱动的AIG(And-Inverter Graph)

逻辑[4,5]和Majority门驱动的MIG(Majority-Inverter

Graph)逻辑[6]在电路优化中也取得了不错的效果。

研究发现，BDD (Binary Decision Diagrams)的优

化可用于电路逻辑综合[7]、自动化检测与验证技术[8]、

可满足性问题[9]等领域。

文献[10,11]以BDD电路的具体性能为目标，将

启发式智能算法用于优化BDD结点和路径；文献

[12]在逻辑综合工具BDS(BDD-based logic optim-

ization System)中设计了BDDlopt算法，对BDD结

点执行分解后再综合，在AND/OR和XOR密集型
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电路的面积上取得了良好的优化结果；文献[13]提
出了SMTBDD(Shared Multi Terminal Binary De-
cision Diagram)，该BDD进行多重切割时不需要

更改变量集，切割后的电路所需要的LUT较少；文

献[14]提出DDBDD(Delay-Driven BDD)方法，该

方法在BDD分解时采用线性扩展技术，并应用动

态规划算法高效地搜索和优化局部BDD的冗余结

构，大大减小延时；文献[7]提出BBDD(Bicondi-
tional BDD)方法，该方法生成的部分结点控制变

量为两变量的异或/与或，对于XOR密集型电路的

优化效果明显。然而，基于智能算法的BDD优化

存在最优解问题；BDS在执行功能分解时，往往以

面积为代价得到更小的延时；SMTBDD和DDBDD
方法中，映射的LUT随着输入变量增多，其面积消

耗剧增，延时优化的代价相当明显；BBDD方法适

用于XOR密集型电路，其结点控制变量是两变量

的组合，变量排序极其复杂，仅适用于输入较少的

电路。

本文针对以上问题提出基于结点菱形结构的优

化算法，首先应用CUDD[15]获得电路的最优变量序

下的BDD，然后在BDD中搜索可能存在的菱形结

构，根据结构的类型删减结点或更改控制变量，最

后将结果BDD映射成电路。该算法通过优化BDD
路径以删除或合并冗余结点，实现电路BDD及其

映射电路的面积优化，且当冗余结点位于关键路径

时，可实现面积和延时同时优化；BDD结点和路

径的减少，还有利于BDD相关的自动化检测和验

证技术的发展。

2    函数的BDD

f = xf 0+ xf 1

对于任意一个布尔表达式：f = Bn→B，由香

农展开式可得： ，其中，f0表示控制

变量x=0时f的取值；f1表示x=1时f 的表达式。f 对
于任意变量xi的香农展开式如式(1)所示

f (x 1; x 2; ¢¢¢; x i; ¢¢¢; xn)

= x if (x 1; x 2; ¢¢¢; x i¡1; 0; x i+1; ¢¢¢; xn)

+x if (x 1; x 2; ¢¢¢; x i¡1; 1; x i+1; ¢¢¢; xn);

i = 1; 2; ¢¢¢;n (1)

n变量布尔函数的BDD可通过对每个变量按照

式(1)所示的香农展开得到。BDD是一种具有终结

点和非终结点的有向无环图(directed acyclic graph)，
非终结点的两条扇出边由输入变量决定，终结点直

接取值为逻辑值0或1。考虑式(2)的表达式

f = abc+ abc+ abc+ abc (2)

式(2)的BDD如图1(a)所示。该BDD中最后一

行的矩形结点均为终结点，即函数f 在具体路径下

的最终取值；圆形结点为非终结点，每个非终结点

有两个扇出边，分别是当前变量取0, 1时的结果，

a, b, c表示所在水平线上所有结点的控制变量，简

称变量。为方便讨论，本文约定：当前结点的变量

表示为var(f )；扇出边表示为edge，扇出边指向结

点为edge(f )；变量为0/1时的扇出边表示为low/
high，相应边指向结点为low(f )/high(f )。未化简

的BDD包含2n–1个非终结点，随着输入变量n的增

加，结点数目呈指数增长，直接映射所得电路的面

积也将同样急剧增加，因此电路映射之前需要进行

BDD化简。对于图1(a)所示BDD，在指定变量顺

序下使用ITE算子[16]直接构建化简的有序BDD如图

1(b)所示，其中BDD变量序为：a→b→c。这样的

BDD称为化简后的有序BDD(Reduced Ordered
BDD, ROBDD)，文中未作说明时均视为ROBDD。

3    BDD映射电路及优化

任何一个布尔表达式，都可以使用SIS (Sequential
Interactive System) [ 17 ]工具将其转换成标准的

BLIF(Berkeley Logic Interchange Format)电路文

件，这也是CUDD的输入文件格式。使用CUDD[15]

工具可构造电路的BDD, BDD经优化后映射成电路，

其中结点映射成MUX，结点的变量映射成MUX的
控制变量。文献[10]应用该方法设计了基于BDD的
低功耗电路，证明了BDD映射电路的适用性、有

效性。

3.1  菱形结构

未优化的BDD可能含有大量的冗余结点，直

接映射成电路时会造成电路面积开销大、延时不理

想。BDS等综合工具针对全局结点进行门的分解，

大幅度优化了面积和延时。但是在布尔分解时的结

点重复利用导致了大面积换取小延时的局面。因

此，本文充分利用BDD中存在的菱形结构进行结

点分解，取得了同时优化电路面积和延时的效果。

以下给出定义便于进一步分析，其中的根结点

可以是全局的或局部的。

定义　对于根结点F的BDD，结点low(F)和结

 

 
图 1 式(1)函数f 的BDD及其化简后的ROBDD
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点high(F)的扇入度均为1时，若edge[low(F)]
=edge[high(F)]，且var[low(F)]=var[high(F)]时，

则结点{F, low(F), high(F), edge[low(F)]}和相应

边构成的形似“◇”的结构称为菱形结构，记“◇F”。

如图2，结点f2和f3的变量相同，且high(f2)=
low(f3)，则边{e1, e2, e3, e4}和结点{f1, f2, f3, f5}相
连可得一个菱形结构，如图2中阴影所示。本文的

优化在菱形结构和其必要输出结点上进行，图2中，

结点{f1, f2, f3, f5}构成菱形结构；结点{f4, f5}为必

要输出结点。

f 1从二叉树的角度考虑图2(a)中◇ 的优化，根

据满二叉树的定理[8]：对于任意的满二叉树，其叶

子结点数nO与非叶子结点数nI满足nO=nI +1，即

一个结点数目为N的BDD最多有(N+1)/2个输出。

未优化图中有3个输入结点(非叶子结点)和3个输出

结点(叶子结点)，由满二叉树定理可知输出个数为

3时，最少仅需要2个输入结点。

ab
ab

针对含菱形结构的BDD，本文提出基于路径

优化的BDD重构优化。考虑一个含菱形结构的

BDD，首先找出菱形结构内由根结点到输出结点

的2条路径，然后合并该路径为1条路径，最后重构

根结点到其他输出结点的路径。重构时不会增加额

外的路径，因此总路径的减少保证了总结点数的减

少。以图2(a)为例，从根结点到输出结点一共有

4条路径。其中由菱形结构覆盖的2条路径( 和

)可以合并成1条路径(b)。通过重构其他路径，

最终实现由图2(a)到图2(b)所示的BDD重构优化。

其他情况下菱形结构覆盖的路径合并如图3所示，

框内为合并后的路径。

据此，对于含有菱形结构的局部BDD，应用

以下方法进行优化：

步骤 1　提取出含有菱形结构的局部BDD，该

BDD包含菱形结构和相应的输出结点；

xyf
步骤 2　统计BDD中的所有路径，以及各路径

达到的输出结点，记为复合路径，形如 。其

中，x和y表示变量，f 表示输出结点；

´

步骤 3　将输出结点相同的复合路径合为一

组，将该组的复合路径合并成新的复合路径 ；

步骤 4　若复合路径未处理完毕，执行步骤5；
否则，执行步骤6；

° °

步骤 5　将输出结点不同的复合路径合为一

组，删除该组复合路径中逻辑相反的变量直到剩下

唯一一组逻辑相反的变量，所得路径为2条新的复

合路径 1和 2；

´ °步骤 6　根据所有的复合路径 和 (若存在)重
构局部BDD。

abf 4 abf 5 abf 5 abf 6 abf 5 abf 5
´ bf 5 abf 4

abf 6
°

° abf 4 abf 6 ´ °

例如某BDD如图2(a)，统计所有的复合路径

为： ,  ,  和 。 和 的输出结点

相同，因此合并后可得复合路径 为 。 和

的输出结点不同，其中变量a以原变量和反变

量形式出现，无其他相反的变量，故复合路径 1,

2为 ,  。根据复合路径 和 重构的BDD如

图2(b)。
含菱形结构的BDD均可应用以上步骤进行优

化，路径的减少保证了优化效果，优化的BDD均
满足nO=nI +1。此外，当菱形结构中某些条件改

变时也能应用上述步骤进行优化。目前已发现的条

件有：(1)根结点的两个扇出结点的变量不相同；

(2)根结点的1条路径直接指向输出结点。相应的优

化示例如图4、图5所示。

3.2  面积模型

本文对于BDD结构的优化建立在最优变量序

的BDD基础上，目前基于变量排序的BDD优化研

究已经相对成熟，CUDD是该领域经典、高效的工

具。本文应用CUDD构建最优变量序的BDD，再

通过优化其局部结构来实现面积的进一步优化。面

积估算模型基于mcnc.genlib工艺库建立，首先统

 

 
图 2 菱形结构及其优化

 

 
图 3 路径合并

 

 
图 4 优化示例
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计优化后映射电路中MUX与XOR, OR与AND和反

相器(INV)等单元门的数量，并取反相器面积为

1个单位，电路总面积以各种单元门的加权之和表

示，具体如式(3)所示

Sarea = 5nmux=xor+ 3nor=and+ ninv (3)

其中，nmux/xor为MUX与XOR数目，nor/and为OR与
AND数目，ninv为反相器数目。

3.3  延时模型

数字电路的延时可以通过其级联情况来估计。

采用单位延时模型估计时，将电路中的多输入门分

解成2输入门，每个2输入门的延时为1个单位延

时，电路的延时可估算为关键路径上各结点传输时

延之和，考虑1个结点f，其结点延时用式(4)计算[17]

tf = 1+Max(tf 0; tf 1; tc) (4)

tf 0 tf 1

tc = 1
+Max(t1; t2)

其中，tf表示MUX结点f 输出延时， 和 为该结

点两个输入的传输延时，tc表示f 的控制变量的传

输延时，控制变量包括XOR, OR和AND结点，

, t1和t2为该结点两个输入的传输延时。

3.4  BDD电路的优化

本文关于BDD电路的优化包括面积、延时优

化，提出的基于菱形结构的优化方法主要通过优化

BDD路径，使得结点减少，以此减小电路面积。

当关键路径经过待优化的局部BDD时，有选择性

地优化关键路径上的结点来实现面积优化的同时减

小延时。

面积优化时，首先应用CUDD得到最优变量序

下的BDD，然后搜索BDD中的菱形结构，再根据

结构的类型优化该结构中的局部BDD。同时，考

虑到面积的节省，当输出结点为终结点“0”或

“1”时，在接下来的电路映射中可以选择面积更

小的单元门。如图6，某一输出结点为终结点“1”
时，最终可直接映射成1个3输入的OR门，面积大

小等同于1个2输入的OR门加上1个反相器的面积。

当所有结构优化完成后，将结果BDD映射成电

路，根据面积模型估算最终电路面积。

延时优化和面积优化同时进行。搜索到所有的

菱形结构后，优先考虑删除关键路径上的冗余结

点，或者将关键路径上的结点修改成其他结点的控

制信号。当所有结构优化完成后，根据延时模型估

算最终电路延时。

根据以上内容，本文提出基于菱形结构的BDD

优化算法，实现了BDD电路的面积和延时优化，

具体算法的伪代码如表1。

4    实验数据及分析

所提算法用C语言实现，在Ubuntu操作系统

下，通过gcc编译后运行，程序运行环境为Intel
Core i5-3210M, 2.50 GHz CPU, 4 GB RAM，测

试电路均为MCNC Benchmarks。

算法读入一个pla格式电路文件，应用CUDD

构建其有序的化简后的BDD，对BDD中每个结点

搜索以其为根结点的菱形结构并完成相应的优化步

骤，优化完成后，根据相应模型估算映射电路的面

积和延时。

为说明本方法的面积优化效果，BDD优化完

成后的结果与BDS,DDBDD处理结果对比见表2。

“电路”列为MCNC Benchmarks电路文件名；

“输入/输出”列为相应电路输入数目/输出数目；

“原结点”代表待优化BDD结点数目；“BDS”，

“DDBDD”表示应用BDS工具、DDBDD工具的

优化结果；“本文方法”表示应用本文提出方法的

优化结果。其中，“结点”表示优化后BDD结点

数目；“时间(s)”表示CPU运行时间，“rate1”，

“rate2”分别表示本方法优化后结点数目比BDS,

DDBDD方法改善的结点数目百分比，计算方法如

式(5)

ratei = (Nx ¡ Np) =Nx £ 100% (5)

 

 
图 5 优化示例

 

 
图 6 优化示例
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其中，i=1, 2; Nx表示采用BDS或DDBDD方法优

化得到的结点数目；Np表示采用本方法优化得到的

结点数目。

从表2可以看出，所提方法的优化结点数目明

显少于BDS和DDBDD优化结果。BDS在进行布尔

分解时会拆分原BDD中的共享结点，因此在分解

了几乎所有MUX结点的同时，额外增加了大量

AND, OR等结点，电路“table3”和“table5”很

明显地体现了这一点；DDBDD将BDD映射成

LUT，其中大量使用了输入变量大于2的LUT，即

LUTk (k>2)。当k>2时，实际电路中MUX的数量

是2k–1个，是指数增加的；而所提方法在优化中，

复合路径的合并保证了结点数目的减少。

本文算法的面积和延时优化具体情况与其他方

法的比较见表3。前2列含义同表2，“SIS”，

“BBDD”分别代表应用SIS, BBDD和本文方法的

优化结果,“CGMP”是文献[18]中提出的基于逻辑

复合门的映射方法，该方法通过对BDD分析搜索

构造电路的逻辑复合门，应用等效变换法选择最佳

复合门完成电路优化。其中，“面积”表示映射后

的电路面积，“延时”表示映射后的电路延时。

“ratea/rated”表示本方法所得结果比前3种方法

的面积/延时减小的百分比，计算方法同“rate1”
和“rate2”，把式(5)中的结点数目替换为对应的

面积或延时即可。

从表3可以看出，所提方法对于电路面积优化

效果十分明显，较其他方法均有改善。整体面积优

化情况：BBDD优于SIS ,  S IS优于DDBDD。

BBDD对于电路“e64”的面积优化尤其明显，因

此平均面积较好。SIS对于面积和延时的同时优化

控制得较好。DDBDD映射成多输入LUT也带来了

大量结点，这样做的好处是延时相对较小。本文方

法优化BDD时不产生额外结点，因此在大部分电

路面积上均占优势。从延时上分析，本方法对于大

部分电路的优化均优于除DDBDD外的其他方法。

表 1  本文菱形结构BDD优化算法的伪代码

　Begin algorithm

　Read_pla_benchmark_circuit();

　Apply_CUDD_package(); //obtain circuit’s BDD

　Number_nodes(); //number nodes from 1 to num_of_BDD

　M=0;

　While (M<num_of_BDD) //handle all the non-terminals

　　M=M+1;

　　if(is_nodeM_diamond_structure()) //judge nodeM

　　　compute_mixed_paths();

　　　reconstruct_BDD();

　　End if

　End while

　Output_logic_circuit();

　Apply_area_model(); //calculate area and delay according to

　model

　Apply_delay_model();

　Output_results();

　Free_memory_unit();

　End algorithm

表 2  所提方法的结点优化情况

电路 输入/输出 原结点
BDS[12] DDBDD[14] 本文方法

结点 时间(s) 结点 时间(s) 结点 时间(s) rate1(%) rate2(%)

rd84 8/4 42 73 0.02 84 0.20 19 0.03 73.97 77.38

cordic 23/2 42 49 0.01 66 0.18 39 0.10 20.41 40.91

b12 15/9 55 51 0.01 70 0.18 51 0.01 0 27.14

misex2 25/18 80 71 0.01 93 0.21 78 0.02 –9.86 16.13

duke2 22/29 336 485 0.23 612 1.77 330 0.32 31.96 46.08

in4 32/20 350 371 0.53 412 1.43 346 0.36 6.74 16.02

alu4 14/8 566 1004 0.58 1244 4.78 544 0.78 45.82 56.27

pdc 16/40 602 619 0.49 1042 22.40 572 0.93 7.59 45.11

table5 17/15 667 2276 1.95 2567 17.34 663 0.59 70.87 74.17

table3 14/14 751 2326 1.27 2246 21.24 744 0.75 68.01 66.87

mainpla 27/54 1766 4671 6.70 5347 38.24 1748 4.78 62.58 67.31

b4 33/23 188 — — 435 1.54 180 1.43 — 58.62

cps 24/108 971 — — 1415 16.42 958 1.65 — 32.30

平均 34.37 48.02
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与SIS方法相比改进的程度十分明显，因为BDD构

建时按照变量序，最终生成的BDD深度一定不大

于变量个数，这直接决定了基于BDD方法的优化

电路的延时几乎不会大于变量个数，这是和SIS方

法不同的。另外，从CPU运行时间来看，本方法

与BBDD接近，大部分电路能在1 s内完成优化，

运行效率较高。

5    结束语

本文所提基于菱形结构的BDD优化算法有效

删除了冗余结点，优化了电路结构，将原BDD分

解成更少的结点和控制变量，实现了BDD映射电

路的面积和延时的优化。传统分解方法在MUX结

点减少的同时会带来大量的其他结点，面积和延时

性能不太理想。经大量基准电路进行测试，发现本

算法相对于其他算法更有效地改善了电路的面积和

延时，为BDD的优化提出了新思路。未来的研究

主要考虑BDD映射电路的低功耗性能，以及在BDD

验证中的应用。
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