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摘   要：针对已有的基于双马尔科夫链(PMC)模型的势概率假设密度(PMC-CPHD)滤波算法无法实现的问题，

将PMC-CPHD算法改进为多项式形式以便于算法的实现，并给出了改进算法的高斯混合(GM)实现。实验结果表

明给出的GM实现能够有效实现多目标跟踪，并且比基于PMC模型的概率假设密度(PMC-PHD)算法的GM实现

提高了目标个数估计的稳定性。
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Abstract: In view of the problem that the Cardinalized Probability Hypothesis Density (CPHD) probability

hypothesis density filtering algorithm based on the Pairwise Markov Chains (PMC) model (PMC-CPHD) is not

suitable for implementation, the PMC-CPHD algorithm is modified into a polynomial form to facilitate

implementation, and the Gauss Mixture (GM) implementation of the improved algorithm is given. The

experimental results show that the given GM implementation realizes multitarget tracking effectively, and

improves the stability of the target number estimation compared with the GM implementation of the

probability hypothesis density filtering algorithm based on the PMC model (PMC-PHD).
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1    引言

随机有限集(RFS)理论已广泛应用于多目标跟踪

领域，不同于传统的基于数据关联的多目标跟踪，

基于RFS的多目标跟踪提供了一种无需数据关联的

理论框架。目前应用比较广泛的基于RFS的多目标

跟踪算法主要包括概率假设密度(PHD)滤波 [ 1 ]、

势概率假设密度(CPHD)滤波 [2 ]、多目标伯努利

(MeMBer)滤波[3]、势平衡多伯努利(CBMeMBer)
滤波[4]、标签多伯努利(LMB)滤波[5]和广义标签多

伯努利(GLMB)滤波[6]等。

大部分多目标跟踪滤波器包括经典PHD滤波

器都是假设目标及其量测符合隐式马尔科夫链(HMC)
模型，HMC模型假定给定目标的状态是马尔科夫

链(MC)；然而，HMC模型中隐含的马尔科夫性和

独立性假定在很多实际应用中是无效的[7]。为了放

松HMC模型的独立性假定，文献[8]提出了双马尔

科夫链(PMC)模型；文献[7]提出了目标及量测符

合PMC模型的PHD滤波算法，并且证明在放松独

立性假设情况下，提出的PMC-PHD滤波器的跟踪

性能优于基于HMC模型的PHD(HMC-PHD)滤波

器；文献[7]提出的PMC-PHD滤波器只考虑了目标

状态的1阶信息，忽略了其高阶信息，导致目标个

数估计不稳定，针对这个问题，Mahler[9]在PMC-
PHD滤波算法的基础上传递目标的势分布函数，

提出了基于PMC模型的势概率假设密度(PMC-
CPHD)滤波算法。

Mahler提出的PMC-CPHD算法中包含随机有

限集合的微分运算，不能直接进行高斯混合

(GM)实现或序贯蒙特卡罗(SMC)实现，本文首先

简要介绍了PMC-PHD滤波器的原理，在Mahler提
出的PMC-CPHD算法的基础上进一步推导，改进
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为能够进行GM和SMC实现的多项式形式，并给出

了改进算法的高斯混合(GM)实现，实验结果表明

改进算法的GM实现能够有效实现多目标跟踪，并

且相对于PMC-PHD算法的GM实现提高了目标个

数估计的稳定性。

2    基于PMC模型的CPHD滤波

2.1  PMC模型

k 2 Rm k

k 2 Rq ( 0:k; 0:k)

p( 0:k; 0:k)

k ¸ 0

令 为目标在 时刻的状态，其对应观

测为 ，如果 的联合概率密度函数

(pdf) 可以因式分解为式(1)，那么该系

统在 时是一个PMC[7]。

p( 0:k; 0:k)=p( 0; 0)

kY
i=1

piji¡1( i; i j i¡1 ; i¡1) (1)

p( 0; 0)其中， 是初始时刻的目标状态分布，并且

式(2)可以成立[10]：

f ( k j k¡1; k¡1) 6= f ( k j k¡1)

f ( k j k; k¡1; k¡1) 6= g( k j k)

)
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f ( k j k) g( k j k)其中， 和 分别是目标马尔科夫转

移密度函数和传感器似然函数。
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其中， 为独立零均值高斯噪声，独

立于 ，且

E( k
T
k ) = k =

"
11
k

21T
k

21
k

22
k

#
(4)

2.2  基于PMC模型的CPHD滤波算法改进

k

Xk=f 1; 2; ¢¢¢; ng; Zk=f 1; 2; ¢¢¢ mg
n m k

i i

X v( ) p(X)

vk( ; )

vk( ) =
R

vk( ; )d vk(¢)
( ; ) X vk( )

RFS方法将给定时刻 的目标及量测看做两个

RF S： ,   ，

其中， 和 是随机整数，表示时刻 的目标和量

测个数，与给定状态 关联的观测用 表示。随机

有限集 的PHD(或强度) 是多目标密度 的

1阶矩[11]，可以通过计算组合对联合PHD ，

然后利用 ( 是一个 或者

的函数)得到随机有限集 的PHD [7]。
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®(l)¯(l) ¾j(Z) Z

为了描述方便，令 表示二项式系数，

表示排列系数， 表示两个函

数 的 内 积 ， 或

,  表示有限实数集 的

j ¾j(Z) =
X
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阶基本对称函数， 。

PMC-CPHD算法迭代更新步骤如下：

k ¡ 1
( ; ) vk¡1( ; )

pk¡1(nk¡1)

Gk¡1(x) sk¡1( ; ) = vk¡1( ; )=

h1; vk¡1( ; )i sk¡1 [h] =
R

hk¡1( ; )¢ sk¡1( ; )

¢d d

(1) 时间预测：在 时刻，假设PMC组合

对 的先验联合PHD为 ，组合对个数

分布及其概率产生函数(PGF)分别为 和

，空间分布函数为

，令

。

k ¡ 1根据文献[11]， 时刻的PMC组合对联合

PHD的时间预测可表示为

vkjk¡1( ; ) = bk( ; ) +

Z
pS;k

¢f kjk¡1( ; j k¡1; k¡1)

¢vk¡1( k¡1; k¡1)d k¡1d k¡1 (5)

pS;k ( k; k)

bk( ; ) k

其 中 ， 为 组 合 对 的 存 活 概 率 ，

表示新生目标RFS在 时刻的PHD；组合

对的时间预测势分布及其对应的PGF分别表示为

Gkjk¡1(x) =GB
k (x) ¢Gk¡1 (1¡ sk¡1 [pS;k]

+sk¡1 [pS;k] ¢ x) (6)
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X
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nX
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(7)

pB(n) GB
k (x) k

sk¡1 [pS;k] = hpS;k; vi = h1; vi
其中， 和 分别表示 时刻新生目标势分

布及其PGF，利用 ，势

分布式可以改写为

pkjk¡1(n) =
nX
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(2) 状态更新：预测空间分布函数为

，PMC组合对的预测个

数为 ，令

。

根据文献[11]，状态更新的PMC组合对联合

PHD可以表示为

vk( ; ) = LZk( ; ) ¢ vkjk¡1( ; ) (10)

LZk( ; ) = (1¡ pD;k) ¢
ND
L Zk +

mkX
j=1

pD;k ¢± j(y)
ck( j)

¢
D
LZk( j) (11)
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pD;k ( k; k) ± i( ) i其中， 为组合对 被检测得到的概率， 为集中于 位置的Dirac delta函数，

ND
L Zk =

1
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¢

mX
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其中， 为 时刻的噪声空间分

布的概率密度， 为噪声RFS在 时刻的PHD。

¿̂k ( ) =

Z
pD;k( ; )¢ skjk¡1( ; )d
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i ¢ p (n) yn¡i

根据文献[12]中对经典CPHD算法在物理空间

意义上的解释， ，以

n < i Pn
i =0 s [1¡ pD;k]=h1¡ pD;k;

vkjk¡1
®
=

1; vkjk¡1

®
Nkjk¡1 =
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®及当 时， 。利用

,  ，可以将式

(12)和式(13)改写为
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其中，

u
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最后，状态更新的势分布及其PGF分别为

Gk (x) =

mX
j=0

x j (m ¡ j)! ¢ p·(m ¡ j) ¢Gkjk¡1
(j) (x ¢ s [1¡ pD;k]) ¢ ¾j (Zk)

mX
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(19)

pk(n) =
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(m ¡ j)! ¢ p·(m ¡ j) ¢ Pn
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n¡j ¢ ¾j (Zk) ¢ pkjk¡1(nk)

mX
l=0

(m ¡ l)! ¢ p·(m ¡ l) ¢Gkjk¡1
(l) (s [1¡ pD;k]) ¢ ¾l (Zk)

(20)
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1¡ pD;k; vkjk¡1

®
=

1; vkjk¡1

®
可以看出，势分布式(20)中的分母与 以及

式中的分母形式相似，利用

可以将式(20)改写为
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0
k

£
vkjk¡1;Zk

¤
(n) ¢ pkjk¡1(n)

0
k

£
vkjk¡1;Zk

¤
; pkjk¡1

®
(21)

基于PMC的CPHD算法的预测和更新迭代公式经

过改进后变成多项式形式，易于下一步的实现及应用。

3    基于PMC的CPHD滤波器的GM实现

线性高斯模型在多目标滤波中广泛应用，这部

分重点研究线性高斯PMC模型式(3)和式(4)，

PMC-CPHD算法的GM实现如下：

k ¡ 1
vk¡1( ; ) pk¡1(n)

pS:k pD;k

( ; )

(1)预测步骤：假设 时刻多目标状态的强度

函数 和目标的势分布概率密度函数

已知，并且存活概率 和检测概率 独立于状态

，组合对 的时间预测势分布可以简化为

pkjk¡1(n) =
nX

i=0

pB(n ¡ i)
1X
l=i

Cl
ip

i
S;k (1¡ pS;k)

l¡i

¢pk¡1(l) (22)

bk( ; )其中，假设假定新生强度 是一个GM：

bk( ; ) =

JbkX
i=1

w(i)bk
N( ; ;

(i)
bk
;

(i)
bk
) (23)
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k ¡ 1 vk¡1( ; )假定时刻 ，PHD 表示为
vk¡1( ; ) = v1k¡1( ; ) + v2k¡1( ; ) (24)

v1k¡1( ; ) =

J 1k¡1X
i=1

w1;(i)k¡1N( ; ;
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其中， 属于给定集合 ，

其中可能包含重复元素。将式(24)，式(25)和式

(26)代入式(5)，那么组合对 的PHD
是一个GM：
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( ; ) + bk( ; ) (27)
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对式(27)中的高斯分量进行重新排序，并令

,  可重新表示为

vkjk¡1( ; ) =

Jkjk¡1X
i=1

w
(i)
kjk¡1N( ; ;

(i)
kjk¡1;

(i)
kjk¡1) (33)

(i)
kjk¡1=

24 x ;(i)
kjk¡1
y;(i)
kjk¡1

35 ; (i)
kjk¡1=

264 x ;(i)
kjk¡1

xy;(i)
kjk¡1

xy;(i)
kjk¡1

T y;(i)
kjk¡1

375 (34)
( ; )(2) 更新步骤：组合对 势分布的更新过

程可以表示为

pk(n) =
0
k

£
kjk¡1;Zk

¤
(n) ¢ pkjk¡1(n) 0

k

£
kjk¡1;Zk

¤
; pkjk¡1

® (35)

其中，

ªu
k [ ;Z] (n) =

minfm;ngX
j=0

(m ¡ j)! ¢ pk (m ¡ j)

¢Pn
j ¢
(1¡ pD;k)

n¡(j+u)

h1; iu

¢¾j ( k ( ;Z)) (36)

k ( ;Z) =
½

pD;k
T

k( )

ck ( )
: 2 Z

¾
;

kjk¡1 =
h
w
(1)
kjk¡1;w

(2)
kjk¡1; ¢¢¢;w

(Jkjk¡1)

kjk¡1

iT
(37)

k( ) =
h
q(1)k ( ); q

(2)
k ( ); ¢¢¢; q

(Jkjk¡1)

k ( )
i
;

q(i)k ( ) = N( ;
y;(i)
kjk¡1;

y;(i)
kjk¡1) (38)

( ; )

vk( ; )

将式(33)代入式(10)，组合对 的PHD

的更新过程表示为

vk( ; ) = v1k( ; ) + v2k( ; ) (39)
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将式 (41)的高斯混合项进行重新排列，令

,   表 示 集 合 的 基 数 ，

可以重新表示为

v2k( ; )=

J 2kX
i=1

w2;(i)k N( ; 2;(i)
k ;

2;(i)
k )± (i)( ) (46)

vk( ; ) vk¡1( ; )因此，组合对的PHD 和 的形式

相同。

w1;(i)k w2;(i)k Tp

v1k( ; ) v2k( ; )

J 1max J 2max

(3) 裁剪与合并：PMC-CPHD算法的更新步

骤中高斯混合项个数指数型增长，需要减少混合项

的数目。裁剪技术众所周知 [ 1 3－ 1 5 ]：删除权重

和 小于给定门限值 的混合项，并且可

以通过分别保留 和 中权重最大的

和 个项来限制其高斯项数目。

缩减混合项个数的一种常用的方法是合并相近的
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Tm v1k( ; ) i j

m + p

项，对于给定门限 ，如果 的高斯量( )和( )

(维度为 )满足式(47)则将两个高斯量合并：³
1;(i)
k ¡ 1;(j)

k

´T ³ 1;(i)
k

´¡1
¢
³

1;(i)
k ¡ 1;(j)

k

´
· Tm (47)

v2k( ; ) i j

m 2;(i)
k

2;(j)
k

2;(i)
k

(i) = (j)

最后，如果 的高斯量( )和( )(维度为

) ,   和 的满足式 ( 4 7 )，并且

，则将这两个高斯量合并。

pk(n) N 0
k

N 0
k

执行了裁剪及合并步骤以后就可以提取状态：

根据势分布 得到目标的估计个数 ，权重最

大的 个高斯量将被认为是目标，目标状态为高

斯量的均值。

4    实验仿真

实验仿真采用线性高斯PMC模型式(3)和式

(4)，令

1
k =

264 0:3 1 0 0
0 1 0 0
0 0 0:3 1
0 0 0 1

375
1
k =

264 0:7 0
0 0
0 0:7
0 0

375
2
k =

·
0:9 1 0 0
0 0 0:9 1

¸
2
k =

·
0:1 0
0 0:1

¸

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

(48)

11
k =

264 51 1 0 0
1 10 0 0
0 0 51 1
0 0 1 10

375
21
k =

·
93 1 0 0
0 0 93 1

¸
22
k =

·
199 0
0 199

¸

9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;
(49)

k=1 k=20

k =£
px ;k; _px ;k; py;k; _py;k

¤T
仿真场景中共出现4个目标：目标1和2出现在

时刻，目标3和4出现在 时刻。我们在笛

卡尔坐标系下跟踪目标的位置和速度，

。

V= [¡2000; 2000]£ [¡2000; 2000]
pS;k=

pD;k=0:9 Tp=10¡5

Tm=5 J 1max =

J 2max=50

在区域 内均

匀地产生均值为20的杂波量测。另外，令

0.98,  ，裁剪与合并门限分别为 和

 m,  GM实现的最大高斯分量数为

。仿真场景及PMC-CPHD算法的GM实现

的跟踪结果如图1所示，实验结果表明提出的

PMC-CPHD算法的GM实现能够有效实现多目标

跟踪；仿真实验过程中，PMC-CPHD算法的

GM实现的单次迭代时间约为100 ms，对于实时性

要求不太高的多目标跟踪系统，PMC-CPHD算法

的GM实现的效率基本能够满足要求。

在相同场景下，将PMC-CPHD算法的GM实

现与文献[7]中的PMC-PHD算法的GM实现进行对

比，两种算法采用相同的参数，两种算法的目标个

数估计及估计方差如图2所示，可以看出，PMC-
CPHD算法的GM实现相比于PMC-PHD算法的

GM实现的目标个数估计更加准确，并且目标个数

估计的稳定性更好。

5    结论

本文首先简要介绍了PMC模型以及基于PMC
模型的PHD滤波器；然后根据CPHD算法在物理空

间意义上的经典解释，对已有的PMC-CPHD算法

进一步推导，将算法中的随机有限集合的微分运算

改为多项式形式以便算法的实现，并给出了改进算

法的GM实现；利用基于线性高斯PMC模型的场景

对给出的PMC-CPHD算法的GM实现进行验证，

实验结果表明PMC-CPHD算法的GM实现能够有

效实现多目标跟踪，相比于HMC-CPHD算法的

GM实现能够更准确估计目标个数，并且目标个数

估计的稳定性更好。

 

 
图 1 仿真场景及跟踪结果
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图 2 目标个数估计及估计方差
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