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互质阵中基于降维求根的波达角估计算法 

李建峰
*    沈明威    蒋德富 

(河海大学计算机与信息学院  南京  211100) 

摘  要：该文提出互质阵中基于降维求根的波达角(DOA)估计算法。互质阵包含两个稀疏均匀线性子阵，拥有互

质的阵元间距和阵元数目。该算法基于子阵间的互协方差，利用较长子阵中的旋转不变性扩展较短子阵的虚拟孔径。

然后通过矩阵分块构造噪声子空间，并将来自两个子阵的 2 维参数估计问题降维为 1 维求根问题，获得自动配对的

2 维模糊参数估计。最后由这 2 维模糊参数可恢复出两组参数，根据互质性从两组参数估计的交集中可以获得无模

糊的高分辨率 DOA 估计。相比互质阵中的联合多重信号分类(MUSIC)算法和联合旋转不变技术(ESPRIT)算法，

该算法无需特征分解，复杂度低，但可获得更精确的 DOA 估计，处理更多的信源，并且对色噪声有更强的鲁棒性。

多个仿真结果均验证了所提算法的有效性。 
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Reduced-dimensional Root Finding Based Direction of 

Arrival Estimation for Coprime Array 

LI Jianfeng    SHEN Mingwei    JIANG Defu  

(College of Computer and Information, Hohai University, Nanjing 211100, China) 

Abstract: A Direction of Arrival (DOA) estimation method based on reduced-dimensional polynomial root finding 

technique is proposed for coprime array. Coprime array has two uniform linear subarrays with coprime 

inter-element spacing and antenna number. Based on the cross covariance matrix of the subarrays, the proposed 

method exploits the rotational invariance within the longer subarray to extend the aperture of the shorter one. 

After constructing the noise subspace via matrix partition and reducing the two dimensional parameter estimation 

problem into one dimensional root finding, automatically paired two dimensional parameters can be estimated. 

Finally, unambiguous DOA is determined from the intersections of the two groups of estimations, which are 

generated from the previously obtained two dimensional parameters. In contrast to combined MUltiple SIgnal 

Classification (MUSIC) and Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Technique (ESPRIT) for 

coprime array, the proposed algorithm achieves improved DOA estimation results and increased identifiable source 

number with reduced computation complexity. Furthermore, it is robust to spatial color noise. Multiple simulation 

results verify the effectiveness of the proposed approach. 
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1  引言 

作为阵列信号处理的一项重要任务，波达角

(Direction of Arrival, DOA)估计在多个领域有着广

泛应用，如雷达，声呐，移动通信等 [1 4] 。迄今为

止，已经有很多有效的 DOA 估计算法，如经典的
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多重信号分类(MUltiple SIgnal Classification, 

MUSIC)方法[5]及其改进方法[6]，借助旋转不变技术

的参数估计(Estimation of Signal Parameters via 

Rotational Invariance Technique, ESPRIT)方法[7]

及其广义形式[8]，传播算子方法(Propagator Method, 

PM)[9]以及 ESPRIT-PM 方法[10]等。通过这些方法

均可得到有效的 DOA 估计，然而为了避免参数估

计模糊问题，他们全是采用阵元间距不大于半波长

的紧凑型阵列，所以获得 DOA 估计的分辨率有限，

并且因为较近的天线间距还会受到天线互耦的影、 

响[11]，使 DOA 估计性能进一步降低。 
近年来，稀疏阵列的设计和应用得到广泛关注，
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其中典型的如嵌套阵[12]，其能获得远大于实际物理

阵元数的自由度(Degrees of Freedom, DOF)[13,14]。

另外一种受到关注的就是互质阵[15]，其采用存在互

质关系的两个均匀线性子阵，同样能生成较长的虚

拟阵列，而且相对于嵌套阵，互质阵的阵元间距更

加稀疏，因此对互耦问题有更强的鲁棒性。关于互

质阵的研究，目前共有两个方向，一个方向集中在

虚拟阵列(co-array)域，通过设计和改进互质阵，从

而产生较多的连续虚拟阵元[16,17]，提高系统容量；

另一个研究方向则是利用较大的阵元间距以及互质

阵子阵间的互质性进行无模糊高分辨率的 DOA 估

计 [18 20]，本文的研究属于第 2 种方向。为了解决大

阵元间距带来的 DOA 估计模糊问题，文献[18]利用

互质阵子阵间的互质性，通过两个子阵 MUSIC 谱

峰的交集获得了无模糊的 DOA 估计。文献[19]则在

此基础上进行了改进，其仅需要局部搜索即可恢复

出所有的 MUSIC 谱峰，然后再根据互质性解模糊。

然而这两种方法均是对子阵进行分别处理，因此在

最终解模糊的时候，多个 DOA 之间会存在干扰。

为了避免这个问题以及 MUSIC 方法的谱峰搜索带

来的高复杂度，ESPRIT 在文献[20]也被应用到了互

质阵中，两个子阵通过 ESPRIT 获得闭式模糊但自

动配对的角度解，然后再联合两个互质子阵进行解

模糊。然而以上方法因为是利用子阵的结果交集进

行解模糊，所以较长子阵的 DOA 估计性能会被较

短的子阵所影响，并且最终的可辨识信源数也取决

于较短子阵。此外，以上方法均是基于数据完整协

方差，所以存在空间色噪声时，性能会大受影响。 
针对此本文提出了互质阵中基于降维求根的

DOA 估计算法。该算法基于互协方差，增强了对色

噪声的鲁棒性，其首先利用较长子阵的旋转不变性

对较短子阵进行阵列扩展，然后无需特征分解，通

过矩阵分块构造出噪声子空间。之后通过降维求根

方法对两个子阵的 2 维参数估计进行联合处理，获

得自动配对的两个模糊 DOA 估计。最后根据模糊

解的均匀分布性获得两组 DOA 估计，并从两组

DOA 估计的交集中可以获得最终无模糊的高分辨

率 DOA 估计。相比于互质阵中的局部搜索 MUSIC

方法[19]以及联合 ESPRIT 方法[20]，所提算法复杂度

低，DOA 估计结果更精确，可处理信源数更多，并

且对空间色噪声有较强的鲁棒性。 

符号说明： T() , H() 以及 1() 分别表示矩阵转

置、共轭转置、求逆；E[ ]表示求期望；diag(v) 表

示以矢量 v为对角元素构成一对角矩阵；diag(M,i)

表示取矩阵 M 的第 i 条对角线上元素构成矢量；

det() 代表求行列式； NI 是N N 的单位矩阵； 

angle( )是取相位； 代表后面的矢量元素进行累 

加；min(M,N)表示取两数中的最小值。 

2  数据模型 

图 1 给出了互质阵的阵列结构，其由两个稀疏

均匀线性子阵构成，子阵 1 有 M 个阵元，阵元间距

为 Nd，而子阵 2 有 N 个阵元，其阵元间距为 Md，

d 为单位间距，一般为半波长，M 与 N 为互质的整

数。假设空间存在 K 个远场信号从不同方向入射到

该阵列，则两个子阵的输出为 [18 20]  

 

图 1 互质阵阵列结构 

1 1 1( ) ( ) ( )t t tx As n             (1) 

2 2 2( ) ( ) ( )t t tx As n             (2) 

其 中 ， 1 1 1 1 2 1, , , KA a a a 和 2A  

2 1 2 2 2, , , Ka a a  分别表示子阵 1和子阵 2

的方向矩阵，其每一列对应一个 DOA 的导向矢量，

表示为
Tj j( 1)

1 1,e , , ek kM
ka 和 2 ka  

Tj j( 1)1,e , , ek kN ，其中 sink kN , k  

sin kM , k 表示第 k 个信号的 DOA。 ( )ts  
T

1 2( ), ( ), , ( )Ks t s t s t 表示基带信号。 1( )tn 和 2( )tn  

表示各自阵列上的噪声。 

由式(1)和式(2)可以看出虽然 DOA 是 1 维角度

，但又定义了两个角度参量 和 ，分别对应于

子阵 1 和子阵 2 的方向矩阵。虽然他们都是取决于

，但因为需要分别取得这两个参量的估计结果，

并进行结合得到无模糊的解，所以在以下文中将其

视作 2 维参数进行估计。 

3  基于降维求根的 DOA 估计方法 

3.1 孔径扩展 
为了增强对空间色噪声的鲁棒性，我们采用数

据互协方差，根据式(1)，式(2)，两个子阵之间的互

协方差为 
H H

1 2 1 2E ( ) ( )c st tR x x ARA        (3) 

其中， 2 2 2
1 2diag , , ,s KR 为对角矩阵，包含 K

个信号能量[21,22]。 

不失一般性，假设 N>M，这种情况下，子阵 2

会比子阵 1 长(无论是孔径还是阵元数)。如果对两
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个子阵分开处理，则子阵 1 在估计性能以及可处理

信源数方面会拖累子阵 2。所以在这里，考虑先将

子阵 1 进行孔径扩展。令 2aA 和 2bA 分别表示 2A 的前

( 1)N 和后( 1)N 行。因为子阵 2 是均匀的，其方

向矩阵存在旋转不变性[20] 

2 2 2a bA A               (4) 

其中， 1 2j j j
2 diag e ,e , , e K 为一对角矩阵， 

包含来自子阵 2 的 DOA 信息 。 根据式(4)中的关

系，如果把式(3)中的互协方差分为前 ( 1)N 和后

( 1)N 列的话，那么这两块矩阵可表示为  
H H H H

1 2 1 2 1 2 2, ca s a cb s b s aR ARA R ARA AR A  (5) 

参考文献[21,22]中 L 型阵列的配对方法，将式(5)中

两块矩阵进行堆叠，得到一个增广互协方差矩阵为 

1
H
2H

1 2

ca

z s a
cb

AR
R RA

R A
         (6) 

所以通过式(6)，我们将子阵 1 进行了孔径扩展，由

原来的子阵 1 扩展为了互相平行的两个子阵 1(方向 

矩阵为
TT * T

1 2 1,A A )。 

3.2 2 维模糊参数估计 

理想情况下，式(6)中的扩展互协方差矩阵 zR

的秩应该是 K，所以如果对 zR 进行奇异值分解，那

么其对应于最大 K 个奇异值的左奇异向量必定和 
TT * T

1 2 1,A A 的列张成相同的空间，那么剩下的

(2M-K)个左奇异向量必定正交于
TT * T

1 2 1,A A ，然后 

可以以这些奇异向量为噪声子空间，构造 MUSIC

谱峰函数进行 DOA 估计。然而奇异值分解需要较

高的复杂度，特别是在扩展孔径的情况下，复杂度

会更高。这里采用一种简单的基于矩阵分块的方法

来构造噪声子空间。 

令 ( 1)
1

K N
z CR 表示 zR 的前 K 行, 当来波方

向不同时，其一般是行满秩的[9]，构造矩阵： 
H 2
1

M K
z z CP RR            (7) 

则该矩阵是列满秩的，并且根据式(7)，P的列是 zR

的列的线性组合，而根据式 (6)， zR 的列又是 
TT * T

1 2 1,A A 的 列 的 线 性 组 合 ， 所 以 P 和

TT * T
1 2 1,A A 张成相同的列空间。所以 DOA 估计的

代价函数可以构造为 
H

1 1

j j,
1 1

( ) ( )
min ( , )

( )e ( )e
nf

a a
Q

a a
     (8) 

其 中 ， sin ,    sin ,N M 1( )a  
Tj j( 1)1,e , , e M ,

1H H
2n MQ I P P P P 为 

P的正交投影。为了降低复杂度，我们需要先将式

(8)中的 2 维参数估计问题降维为 1 维参数估计问

题，式(8)中的模型其实与文献[23]中的非圆信号

MUSIC 谱峰函数类似，将 nQ 分为 4 等份： 

1 2

3 4
n

Q Q
Q

Q Q
              (9) 

则式(8)可以表示为[23] 
H H H

1 1 1 1 2 1

j jH H
1 3 1 1 4 1

( )( )

H

1 1( ) ( ) ( ) ( )
( , )

e e( ) ( ) ( ) ( )

         = ( ) ( ) ( )                                 (10)

f

cF

a Q a a Q a

a Q a a Q a

c F c

 

为了进一步降低复杂度，可以用多项式求根的方式。

令 jez ，则
T2 1

1 1( ) ( ) 1, , , , Mz z z za a ， 
T T
1 1 1 1 2 1

T T
1 3 1 1 4 1

(1/ ) ( ) (1/ ) ( )
( )= ( )=

(1/ ) ( ) (1/ ) ( )

z z z z
z

z z z z

a Q a a Q a
F F

a Q a a Q a
 (11) 

根据式(10)， ( , )f 出现最小值的时候就是 ( )F ，

即 ( )zF 出现降秩的情况，所以可以通过判断 ( )zF 的

行列式得到 的估计，即根据 det( ( )) 0zF 得到的

多项式进行求根即可。根据文献[23], ( )zF 的行列式

表示为 
T T T T

1 4 2 3det( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )z z z z zF b q q b b q q b   (12) 

其中， T 1 1 1( ) , , ,1, , ,M Mz z z z zb 包含了所有

次幂项，而 , 1,2,3,4p pq 包含了多项式的系数，其

可通过 ( ) diag , , 1, 2, , 2 1p pi i M i Mq Q

获得。将其进一步简化，由于 T( )zb 满足 T( )zb  
T

2 1(1/ ) Mzb ，所以式(12)进一步写为 
T T T

2 1 1 4 2 3

T

2 2 1 2 2

det( ( )) (1/ ) ( )

             = (1/ ) ( )

            , , ,1, , ,

M

M M

z z z

z z

z z z z

F b q q q q b

b Ub

u

　

 (13) 

其中， T T
2 1 1 4 2 3MU q q q q ，而 (4 3) 1MCu 包

含了最终的多项式系数，可通过以下方式获得：

( ) diag( , 2 1), 1,2, ,4 3i i M i Mu U 。 

根据式(13)，可以选取位于单位圆内并且最接

近单位圆的 K 个根 1 2, , , Kz z z 作为最终解。因为
j j sine e Nz ，所以从子阵 1(即 )得到的

DOA 估计为 

,1sin angle ( ) 1/ ,1/ ,

            1,2, ,

k kz N N N

k K   (14) 

从式(14)可以看到，因为子阵 1 较大的阵元间距， kz

的相位值会超出[ , ]，所以存在相位模糊，我们

根据 kz 从式(14)求出的只是其中一个模糊解，还存 
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在( 1)N 个解 ,sin , 2,3, ,k n n N [19,20]，这 N 个解

应满足 ,j sine = , 1,2, ,k nN
kz n N ，所以他们之间

的关系为 

, ,1
2

sin sin ,   2,3, ,k n k
u
n N

N
    (15) 

其中，u 是个整数，其随着 n 的变化而变化，并保

证 ,sin k n位于区间[ 1, 1]之内。所以所有 N 个解之 

间存在均匀分布的关系，且间距为 2/N，根据这个

关系以及式(14)中的一个解，我们就可以恢复出所

有 N 个解。 

现在从子阵 1 中获得了一组解 ,sin , 1,k n n  

2, ,N 。接下来，需要考虑来自子阵 2 的 DOA 估

计。根据式(10), ( )c 其实就是 ( )zF 最小特征值对

应的特征向量，所以其满足[23] 

T
j 1 3 1

T
1 1 1

1
1

= 1/
e

1/
kk k k

k k

z z

z z

c a Q a

a Q a

    (16) 

因为 sinM ，所以从子阵 2(即 )可以获取的

DOA 估计为 
T
1 3 1

,1 T
1 1 1

1/
sin angle ( ),

1/

             1,2, ,

k k
k

k k

z z
M

z z

k K

a Q a

a Q a

 (17) 

同理，式(17)为一模糊解，根据所有 M 个解以 2/M

为间隔的均匀分布性，以及式(17)获得的其中一个 

解，同样可以获得一组解 ,sin , 1,2, ,k m m M 。 

3.3 无模糊 DOA 确定 
现在我们获得了关于 DOA 估计的两组解。这

两组解包含许多错误解，但也包含有真实的 DOA
估计。根据文献[18-20]，由于互质阵中的互质性，

无模糊的 DOA 可以从两组解的共同解，即交集获

得。 

图 2 给出了一个例子，假设 3,  5M N ，真

实的 DOA 值为 30°，那么此时真实解 sin k应为 0.5，

但是因为 j sin j2.5 j0.5e =e =ekN
kz ，根据式(14)

得到的解为 ,1sin angle ( )=0.1k kz N ，显然该

解是错误解，但可以用其来恢复出所有解，所有的

5N 个解如图2中空心圆所示，均匀分布在[ 1,1]

区间内，彼此间距 2/ 0.4N 。同理，根据式(17)

得到的解为 ,1sin 1/6k ，则对应子阵 2 所有的 3 

个解如图 2 中实心圆所示。同时从图 2 中也可以看

到两组解的交集 0.5 即是真实解。 
实际中，由于噪声的影响，往往不存在完全重

合的解，所以我们可以从两组解中最接近的两个解

的平均作为最终无模糊 DOA 的估计[20]。因为式(14) 

 

图 2 子阵 1 和子阵 2 所有解的关系图(假设真实 DOA 为 30°) 

和式(17)获得的解均是基于 , 1,2, ,kz k K，所以是

自动配对的，即这两组解均是对应第 k 个信源。这

样在求解最接近的两个解的时候，不会受到来自其

余 DOA 的影响。 

备注 1：以上分析是基于无限快拍，在实际情

况下，式(3)中的互协方差只能通过有限快拍数进行

估计，即 

H
1 2

1

(1/ ) ( ) ( )
T

c
t

T t tR x x         (18) 

其中，T 表示快拍数。所以在式(3)，式(5)以及式(6)

中依然会存在残余噪声。 

备注 2：以上分析是基于N M的情况，而如

果M N，那么就需要考虑先扩展子阵 2。这个时

候只需取协方差矩阵的前后( 1)M 行，然后横向堆

叠： 
H

2

2 1 H
2 1

z a s

A
R A R

A
          (19) 

其中， 1aA 为 1A 的前 ( 1)M 行， 1j
1 diag e , 

2j je , , e K 。这样就实现了子阵 2 的扩展。 

备注 3：本文方法的首要步骤是进行孔径扩展，

但也发现 3.1 节中的孔径扩展是建立在信号不相关

的前提下，即 sR 为一对角矩阵，当信号相干时，则

此扩展方法会失效，这是本文方法的一个缺点，当

然这也是局部搜索 MUSIC 方法和联合 ESPRIT 方

法无法处理的问题。未来会考虑在孔径扩展之前，

进行信号解相干处理，比如阵列平滑[24]，差值协方

差[25]等。 

4  算法分析 

4.1 复杂度分析 

本文算法无需特征分解和谱峰搜索，其主要计

算复杂度集中在求取互协方差、噪声空间以及 1 维

求根运算，总复乘次数约 O(MNT+6MK2+K3+ 

2NMK+4MK)次。而局部搜索 MUSIC 方法[19]需要

特征分解和谱峰搜索，联合 ESPRIT 方法[20]需要求

取完整协方差以及特征分解，所以复杂度均高于本

文算法。 
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4.2 可辨识信源数分析 

无论是局部搜索 MUSIC 方法还是联合

ESPRIT 方法，均是通过两个子阵的结果联合得到

最终 DOA 估计，所以其最大可辨识信源数取决于

较短子阵的天线数，即 1M 。而本文算法因为对

子阵 1 进行了孔径扩展，所以其最大可辨识信源数

取决于式(6)中的增广互协方差以及式(11)中的

( )F 的秩，即需要同时满足 min(2 , 1)K M N 以

及 2 2M K ， 所 以 最 大 可 辨 识 信 源 数 为

min(2 2, 1)M N ，而无论2 2M 还是 1N 均是

大于 1M 的。所以本文算法的最大可辨识信源数

大于局部搜索 MUSIC 方法和联合 ESPRIT 方法。 

5  仿真结果 

假设互质阵中两个子阵的配置为 5M 以及

7N ， 空间中存在 2 K 个信源，其 DOA 分别

为 1 15  何 2 30 。互协方差矩阵通过 200T

个快拍进行估计，定义求根均方误差(Root Mean 

Square Error, RMSE) 用于衡量 DOA 估计误差 

2
,

1 1

1 1
RMSE

K L

k l k
k lK L

     (20) 

其中， ,k l是第 l 次蒙特卡洛实验时 DOA k的估计

结果。 

基于式(20)中的 RMSE，图 3 则给出了本文算

法跟互质阵中的局部搜索 MUSIC 方法[19]以及联合

ESPRIT 方法[20]相同条件下的估计性能对比，横轴

为信噪比(SNR)。可以发现，本文算法拥有比局部

搜索 MUSIC 方法和联合 ESPRIT 方法更低的估计

误差，即估计性能更好，这主要是因为局部搜索

MUSIC 方法和联合 ESPRIT 方法直接利用子阵的

结果交集进行解模糊，较长子阵的 DOA 估计性能

会被较短的子阵所影响，而本文算法先对较短子阵

进行了扩展，从而提高最终估计性能。图中的局部

搜索 MUSIC 方法，因为采用固定间隔的谱峰搜索，

所以其随 SNR 的变化趋势较慢。 

图 4 中给出了当存在 5K 个信源时的各算法 

估计结果，该 5 个信源均匀分布在[15 , 65 ]的区间 

内，根据 4.2 节中的分析，局部搜索 MUSIC 方法和

联合 ESPRIT 方法的最大可辨识信源数为 1M  

4，所以此时的信源数超过了局部搜索 MUSIC 方

法和联合 ESPRIT 方法的处理极限，从图中也可以

发现此时的局部搜索 MUSIC 方法和联合 ESPRIT

方法已经无法处理，得出了错误的估计，而本文算

法依然可以准确地估计出所有信源的 DOA。  

图 5 则给出了当空间噪声不再是白噪声而是色

噪声时[14]的各算法 DOA 估计性能对比。对比图 3

和图 5，可以发现局部搜索 MUSIC 方法和联合

ESPRIT 方法都出现了性能下降，尤其在低 SNR 的

时候，而本文算法几乎没有受到影响。这是因为局

部搜索 MUSIC 方法和联合 ESPRIT 方法是基于完

整协方差的特征分解，其中包含有噪声能量，根据

文献[26]中的分析，色噪声会造成信号子空间和噪声

子空间的相互渗透，而渗透量的大小取决于噪声，

所以局部搜索 MUSIC 方法和联合 ESPRIT 方法在

低信噪比时会出现较大的性能下降。而本文算法因

为是基于互协方差，噪声能量被大大抑制，对噪声

功率的非均匀性有较强的鲁棒性，所以在色噪声时

依然可以保持较好的性能。 

图 6 中给出了当 7M 以及 9N 时的 DOA

估计性能对比，即相对于图 3，此时两个子阵阵元

数增加了，当然此时阵元间距也会增加，随着阵元

数和阵元间距的增加，孔径扩大，那么算法的估计

性能会得到提升，这点我们通过对比图 6 和图 3 的

RMSE 线即可发现。但同时因为阵元间距的增大，

模糊解的个数也会增加，如图 2 所示，从子阵 1 和

子阵 2 获得的解彼此间隔分别为 2/N 和 2/M，随着

M 和 N 的增大，解会越来越多，彼此越来越近，彼

此干扰增大，就越容易选取出错误的解。所以随着

阵元数的增加，虽然算法性能会得到提升，但同时

也存在一定得到错误解的风险，尤其在低信噪比，

噪声影响较大时。如图 6 所示，局部搜索 MUSIC

算法此时在低信噪比时出现较大误差。 

 

图 3 各算法 DOA 估计性能对比                    图 4 较多信源数情况下的 DOA 估计结果(K=5) 
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图 5 空间色噪声下的 DOA 估计性能对比                   图 6 阵元数增大后的 DOA 估计性能对比 

6  结束语 

本文提出了互质阵中基于降维求根的高分辨率

DOA 估计算法。相对于互质阵中的局部搜索

MUSIC 和联合 ESPRIT 方法，将基于降维求根的

DOA 估计算法的优点总结如下：(1)对子阵 1 进行

了孔径扩展，所以估计结果会更好，并且可处理更

多信源；(2)无需特征分解以及谱峰搜索，通过矩阵

分块获得噪声子空间，所以复杂度低；(3)基于互协

方差，所以对空间色噪声有较强的鲁棒性；(4)通过

1 维求根获得自动配对的 2 维参数估计( 和 )。  
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