
基于BFGS拟牛顿法的压缩感知SL0重构算法

孙   娜*      刘继文      肖东亮

(中国农业大学信息与电气工程学院   北京   100083)

摘    要：平滑l0范数(SL0)算法是一种基于近似l0范数的压缩感知信号重构算法，采用最速下降法和梯度投影原

理，通过选择一个递减序列来逐步逼近最优解，具有匹配度高、计算量低、不需要已知信号稀疏度等优点。但

是，其迭代方向为负梯度方向，使得在迭代过程中产生“锯齿现象”，导致在最优解附近收敛速度较慢。牛顿法

具有较快的收敛速度，但是对初值的要求较高，并且需要计算Hesse矩阵。拟牛顿法则克服了这个缺点，利用

BFGS公式计算Hesse矩阵的近似矩阵，只需要计算1阶导数信息。该文在SL0算法的基础上，结合BFGS拟牛顿

法，提出一种改进的压缩感知信号重构算法。首先采用最速下降法迭代得到信号的某个估计值，然后将此估计值

作为拟牛顿法的初值继续迭代，直至得到最优解。计算机仿真结果表明，在相同的条件下，该算法在重构精度、

峰值信噪比和重建匹配度等方面均有较大提高。
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Abstract: Smoothed l0 norm (SL0) algorithm is a compressive sensing reconstruction algorithm based on

approximate l0 norm, which uses the steepest descent method and gradient projection principle, by selecting a

decreasing sequence to get the optimal solution. It has the advantages of high matching degree, low

computational complexity and without knowing the signal sparsity. However, the iterative direction of steepest

descent method is negative gradient direction, which leads to the “sawtooth phenomenon” and the slower

convergence speed in the vicinity of the optimal solution. The Newton method has a good convergence speed

but has higher requirement of the initial value and needs to calculate the Hessian matrix. The quasi Newton

method overcomes this shortcoming and uses BFGS formula to calculate the approximate matrix of the Hessian

matrix, it only needs the first derivative information. On the basis of SL0 algorithm and BFGS quasi Newton

method, an improved reconstruction algorithm for Compressed Sensing (CS) signal is proposed. The steepest

descent method is first used to get an estimated value, and then is taken as the initial value of quasi Newton

method, using BFGS method to update the iterative direction until retaining the optimal solution. The

simulation results show that the proposed algorithm has great improvement in reconstruction accuracy, peak

signal to noise ratio and reconstruction matching degree.
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1    引言

传统的奈奎斯特采样定理要求采样频率至少为

信号带宽的两倍时才可以不失真地重构出原始信

号，该理论需要较高的采样率，并且采样所得到的

信息中，绝大多数都是冗余的，造成了采样资源的

严重浪费。压缩感知(Compressive Sensing, CS)[1–3]

理论是基于信号稀疏性或可压缩性而提出的一种全

新的信号处理理论。该理论表明，通过少量的测量

值就可以实现稀疏或可压缩信号的精确重构，克服

了采样数据量大，采样时间以及数据存储空间等物
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理资源严重浪费的问题。现已在图像处理，认知无

线电通信，无线传感器网络，雷达成像等领域[4–7]

得到广泛应用。该理论主要包括信号的稀疏表示、

编码测量以及重构算法3个方面。其中，重构算法

是压缩感知的核心，关键问题是如何用较少的低维

测量值来快速、稳定、精确或最大程度地恢复出原

始信号。目前已有的重构算法从广义上主要分为两

类：一类是基于l0范数最小化的贪婪迭代匹配追踪

系列算法[8–11]，另一类是基于l1范数最小化的松弛

算法[12, 13]。

平滑l0范数(Smoothed l0 Norm, SL0)算法是

Mohimani等人[14]于2009年提出的，是一种基于过

完备稀疏分解的快速算法。该算法使用带参数的平

滑函数去逼近向量的最小l0范数，将求解最小l0范

数问题转化为求解平滑函数的极值问题。2011年林

婉娟等人[15]用双曲正切函数替代高斯函数，利用牛

顿法更新迭代方向，提出了NSL0算法； 2012年杨

良龙等人[16]用近似双曲正切函数替代高斯函数，提

出了ANSL0(Almost Newton Smoothed l0 Norm)

算法，同年，王军华等人[17]通过利用快速不动点构

造下降方向，提出了ISL0(Iterative SL0)算法，2013年

Ye等人[18]将压缩感知用于稀疏信道估计，提出了l2-

SL0算法；2014年Mohammadi等人[19]将压缩感知用

于求解非负条件下的稀疏分解，提出了CSL0(Con-

strained SL0)算法；2015年李颖等人[20]利用反正

切函数近似高斯函数，提出了L0AM( l0  Norm

Approximation Minimization)算法。本文在SL0算

法的基础上，结合BFGS拟牛顿法，提出了一种改

进的压缩感知信号重构算法 (以下简称BFGS-

SL0算法)。首先利用最速下降法迭代得到一个估计

值，然后将此估计值作为拟牛顿法的初值继续迭

代，用BFGS公式更新迭代方向，结合不精确1维

搜索求取步长，直至得到最优解。经过计算机仿

真，验证了该算法在重构精度、峰值信噪比(Peak

Signal to Noise Ratio, PSNR)和重建匹配度[21](Re-

construction Matching Degree, ReMD)等方面均有

较大提高。

本文第2节介绍了SL0算法基础，第3节详细给

出了BFGS-SL0算法的步骤，第4节进行了计算机

仿真，并对结果进行了分析和比较，最后给出了结论。

2    SL0算法

压缩感知重构算法的基本模型是求解式(1),

SL0算法通过选取平滑的连续函数去逼近矢量的

l0范数，利用凸优化算法中的最速下降法和梯度投

影原理，求出使l0范数最小的量。

min k k0

s:t: =

)
(1)

定义标准高斯函数：

f ¾(x) =e¡
x2

2¾2 (2)

¾ > 0其中， 。可以推出：

lim
¾!0

f ¾(x) =
½

0; x 6= 0
1; x = 0 (3)

假设有式(4)定义：

¾( ) =n ¡
nX

i=1

f ¾(x i) (4)

x i i其中， 表示向量 中的第 个分量。由以上性质可得

kxk0 = lim
¾!0

¾( ) (5)

¾ ¾ ¾

¾ ¾

¾

¾ = 0 k k0 = ¾( )

¾

的取值决定了 函数的光滑程度： 值越大，

函数越光滑，越容易求得极小值； 值越小，

函数越粗糙，局部极小值越多，越接近向量 的

l0范数。当 时， ，但这是不存在

的，只能选择一个 递减序列来逐步逼近l0范数。

SL0算法利用最速下降法即负梯度方向来更新

迭代方向，仅需要计算1阶导数信息，计算量较

小，但是在迭代过程中存在“锯齿现象”，使得收

敛速度减慢并且不容易收敛到最优解。牛顿法具有

较快的收敛速度，但是需要计算2阶偏导数，而且

目标函数的Hesse矩阵可能非正定，计算量增大的

同时可能导致求解问题为病态的。拟牛顿法则克服

了这个缺点，用不包含2阶导数的矩阵近似牛顿法

中的Hesse矩阵的逆矩阵[22]，从而减小了计算量。

因此，本文针对SL0算法的不足，结合BFGS拟牛

顿法，提出了BFGS-SL0算法。

3    BFGS-SL0算法

3.1  BFGS拟牛顿法

牛顿法的迭代公式为

(k+1) = (k) + ¸k
(k) (6)

(k) (k)其中， 是在点 处的牛顿方向，

(k) = ¡r2f
³

(k)
´¡1

rf
³

(k)
´

(7)

¸k
(k)是从 出发沿牛顿方向的最优步长。

k (k+1)

f ( ) (k+1)

设在第 次迭代后，得到点 ，将目标函

数 在点 展开为Taylor级数，并取2阶近

似，得到

f ( ) ¼ f
³

(k+1)
´
+rf

³
(k+1)

´T³
¡ (k+1)

´
+

1
2

³
¡ (k+1)́

T
r2f
³

(k+1)́
³
¡ (k+1)

´
(8)

(k+1)由此可知，在 附近有
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rf ( )¼rf
³

(k+1)́ +r2f
³

(k+1)
³́

¡ (k+1)
´

(9)

= (k)令 ，有

rf
³

(k)
´
¼rf

³
(k+1)

´
+r2f

³
(k+1)́

¢
³

(k) ¡ (k+1)
´

(10)

记

(k) = (k+1) ¡ (k) (11)

(k) = rf
³

(k+1)
´
¡rf

³
(k)
´

(12)

则有

(k) ¼ r2f
³

(k+1)
´

(k)
(13)

r2f
³

(k+1)
´

又设Hesse矩阵 可逆，则

(k) ¼ r2f
³

(k+1)
´¡1

(k) (14)

(k) (k)

(k+1)

k+1

r2f
³

(k+1)
´

这样，计算出 和 后，可以根据式(14)估

计在 处的Hesse矩阵的逆。因此，可以用不包

含2阶导数的矩阵 取代牛顿法中的Hesse矩阵

的逆矩阵，得到拟牛顿条件

(k) ¼ k+1
(k) (15)

r2f
³

(k+1)
´¡1

n

k n

1

n n

k k+1

当 是 阶对称正定矩阵时，满足

拟牛顿条件的矩阵 也应该是 阶对称正定矩阵。

构造这样近似矩阵的一般策略是， 取为任意一

个 阶对称正定矩阵，通常取 阶单位矩阵 ，然后

通过修正 给出 ，令

k+1 = k +¢ k (16)

¢ k其中， 称为校正矩阵。

令

¢ k =

µ
1+

(k)T
k
(k)

(k)T (k)

¶
(k) (k)T

(k)T (k)

¡
(k) (k)T

k + k
(k) (k)T

(k)T (k)
(17)

则得到BFGS公式：

k+1 = k +¢ k

= k +

µ
1+

(k)T
k
(k)

(k)T (k)

¶
(k) (k)T

(k)T (k)

¡
(k) (k)T

k + k
(k) (k)T

(k)T (k)
(18)

3.2  BFGS-SL0算法

¾ [¾1; ¾2; ¢¢¢¾th1; ¢¢¢¾th2]

¾th1 ¾th2

选取 递减序列 ，其中，

与 为两个阈值。前已提及，牛顿法的计算

速度较快，但是对初值的要求较高，同样，拟牛顿

¾ > ¾th1

¾ > ¾th2

法也有这样的特点，所以本文结合最速下降法进行

迭代寻优。当 时利用最速下降法迭代，得

到信号的某个估计值，从而可以将最优解限定在可

行域内；当 时，将上述估计值作为拟牛顿

法的初值，利用拟牛顿法继续迭代，同时用拟牛顿

条件更新迭代公式。与之前所述算法有所不同，在

求解步长时，以往都是按照精确1维搜索规则，目

的是让每一步迭代都能使目标函数的下降量达到最

大。尽管最优步长的计算是一个单元函数的极大值

问题，其计算量却是非常大的，因为在有限步内要

得到严格意义下的最优步长是很困难的。从另一方

面来讲，我们的目的是在整个可行域内求得最优

解，没必要把主要精力放在局部方向上的线搜索。

因此，本文算法采用不精确1维搜索来求得步长，

只需保证每次迭代时有满意的下降量即可，从而简

化计算。常用的不精确1维搜索方法有Armijo搜
索、Wolfe搜索以及强Wolfe搜索等，本文选择

Wolfe搜索。下面给出Wolfe搜索成立的条件：

k ¸k ¸k设第 次迭代中步长为 ，则 满足

f k ¡ f
³

(k) + ¸k
(k)
´
¸ ¡±¸k k

T (k)
(19)

g
³

(k) + ¸k
(k)
´T
¸ » k

T (k) (20)

f k
(k)

k
(k)

0 < ± < » < 1

其中， 表示 处的函数值， 表示 处的导

数值， 。

BFGS-SL0算法具体步骤为：

= T¡ T¢¡1
=

¾ [¾1; ¾2; ¢¢¢¾th1; ¢¢¢¾th2] ¾1 =

2 max (abs( )) 1 =

n k = 1

第1步　初始化 ，即

的最小l2范数解，其中 为测量矩阵， 为测量值；

选择参数 递减序列 ，令

；初始近似矩阵 ，其中 为

阶单位矩阵；置 。

¾k第2步　用最速下降法求解，对应于每个 ，

迭代L次。

(k) = ¡rf
³

(k)
´
=

·
x 1

¾2 e¡
x2

1
2¾2 ;

x 2

¾2 e¡
x2

2
2¾2 ; ¢¢¢xn

¾2 e¡
x2

n
2¾2

¸T

(1) 计算搜索方向

；

(k+1) = (k) + ¹¾2 (k)(2) 更新稀疏解 ；
(k+1) = (k+1)¡

T¡ T¢¡1
³

(k+1) ¡
´(3) 利用梯度投影原理得到

；

¾ > ¾th1

= (k+1)

(4) 若 ，重复步骤(1)—步骤(3)，否

则，  转下一步。

¾k第3步　用拟牛顿法求解，对应于每个 ，迭

代P次。

(k) = ¡ krf
³

(k)
´

(1) 计算搜索方向 ；

(k+1) = (k) + ® (k) ®(2) 更新稀疏解 ，其中
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为迭代步长，通过Wolfe不精确1维搜索求得；
(k+1) = (k+1)¡

T¡ T¢¡1
³

(k+1) ¡
´(3) 利用梯度投影原理得到

；

k(4) 利用式(18)更新 ；

¾ > ¾th2

= (k+1)

(5) 若 ，重复步骤(1)—步骤(4)，否

则，得到最优解 ，结束循环。

4    计算机仿真

为了验证该算法的有效性，本文基于MATLAB
R2012a平台进行了计算机仿真。实验所用测量矩

阵均为高斯随机测量矩阵。以下对1维信号重构、

重构误差对比、稀疏度对重构性能的影响以及2维
图像重构进行仿真与分析。

4.1  1维信号的重构

¾

1£ 10¡2

5:4112£ 10¡4

图1给出了1维信号的重构仿真图。信号长度

N=256，测量值个数M=128，稀疏度K=30, 终值

设为 。可以看出，重构信号与原始信号基

本吻合，计算得到重构误差为 ，可见

本文算法能够实现对原始信号的重构。

4.2  重构误差对比

图2给出了本文算法与SL0算法在重构误差上

的对照仿真图，基本参数与前述设置相同，进行

50次独立重复实验。可以看出，本文算法重构误差

远小于SL0算法，验证了本文算法在重构精度上有

较大提高。

4.3  稀疏度对重构性能的影响

¾

1£ 10¡2

图3给出了稀疏度对重构性能的影响仿真图。

信号长度N=256，测量值个数M=128, 终值设为

，独立重复500次实验，并与SL0算法、

NSL0算法、ISL0算法、L0AM算法进行对照。可

以看出，当测量值一定时，对于每种算法，稀疏度

增加到某个值时重构概率开始降低。相比于其他算

法，当稀疏度增加到50时，BFGS-SL0算法依然可

以以较高的概率重构原始信号。

4.4  图像重构对照

256£ 256

图4和图5分别给出了不同算法下Lena图像和

Cameraman图像的重构仿真图，表1和表2分别给

出了不同算法下Lena图像和Cameraman图像的重

构参数对照。仿真所用图像大小均为 ，

采样率均为0.5, Lena图像和Cameraman图像分别

为BMP格式和TIF格式，代表不同格式的图像重构

效果。对于Lena图像，由图4可以看出，BFGS-
SL0算法的重构图像最清晰。由表1可知，ISL0算
法相比于SL0算法重构精度略有提高，却有较慢的

重构速度。本文提出的BFGS-SL0算法相比于

SL0算法PSNR提高了大约2.5 dB，重构时间较

SL0算法和NSL0算法略有增加，却远小于ISL0算
法和L0AM算法。图5中，从直观上来看，L0AM算

法的恢复图像最不清晰，BFGS-SL0算法最清晰。

由表2可以看出，BFGS-SL0算法相比于经典SL0算
法PSNR提高了大约3 dB，重构时间略有增加，却

仍属于同一数量级。因此，本文算法在图像处理中

具有较好的效果。

5    结论

本文针对SL0算法求最优解时存在“锯齿现

象”的问题，结合BFGS拟牛顿法，提出了一种改

进的压缩感知信号重构算法，即BFGS-SL0算法。

该算法首先利用最速下降法对初值要求不高的特点

进行迭代，得到信号的某个估计值，然后将此估计

值作为拟牛顿法的初值继续迭代，利用BFGS公式

 

 
图 1 1维信号的重构仿真图

 

 
图 2 重构误差对照仿真图

 

 
图 3 稀疏度对重构性能的影响仿真图
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更新迭代方向，同时采用不精确1维搜索求取步

长，从而减小了计算复杂度。经过计算机仿真，验

证了该算法在重构精度、峰值信噪比和重建匹配度

等方面均有较大提高。

表 1  Lena图像重构参数对照表

算法 相对误差 峰值信噪比(dB) 重建匹配度 重构时间(s)

SL0 0.070720 28.408407 0.988565 1.520847

NSL0 0.060162 29.754635 0.990416 1.162797

ISL0 0.062446 29.423168 0.989117 35.939030

L0AM 0.079117 27.436772 0.985986 78.190602

BFGS-SL0 0.051846 30.963193 0.991374 5.106042

 

 
图 4 Lena图像重构仿真图

 

 
图 5 Cameraman图像重构仿真图
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