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基于 M-estimator 与可变遗忘因子的在线贯序超限学习机 
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摘  要：该文针对时变离群值环境下的在线学习问题，提出一种基于 M-estimator 与可变遗忘因子的在线贯序超限

学习机算法(VFF-M-OSELM)。VFF-M-OSELM 以在线贯序超限学习机模型为基础，通过引入一种更加鲁棒的

M-estimator 代价函数来替代传统的最小二乘代价函数，以提高模型对于离群值的在线处理能力和鲁棒性。同时

VFF-M-OSELM 通过融合使用一种新的可变遗忘因子方法进一步增强了其在时变环境下的动态跟踪能力和自适应

性。仿真实例验证了所提算法的有效性。 
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M-estimator and Variable Forgetting Factor 
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Abstract: To solve the online learning problem under the scenario of time-varying and containing outliers, this 

paper proposes an M-estimator and Variable Forgetting Factor based Online Sequential Extreme Learning Machine 

(VFF-M-OSELM). The VFF-M-OSELM is developed from the online sequential extreme learning machine 

algorithm and retains the same excellent sequential learning ability as it, it replaces the conventional Least-Squares 

(LS) cost function with a robust M-estimator based cost function to enhance the robustness of the learning model 

to outliers. Meanwhile, a new variable forgetting factor method is designed and incorporated in the VFF-M- 

OSELM to enhance further the dynamic tracking ability and adaptivity of the algorithm to time-varying system. 

The simulation results verify the effectiveness of the proposed algorithm.  

Key words: Online Sequential Extreme Learning Machine (OSELM); M-estimator; Variable Forgetting Factor 

(VFF); Robustness; Adaptivity 

1  引言  

在线学习是当前机器学习领域的一个研究热

点，对于解决流式数据环境下的在线建模与预测问

题具有重要价值[1,2]。在线贯序超限学习机(Online 
Sequential Extreme Learning Machine, OSELM)是
近年来提出的一种新颖而实用的在线学习算法[3]，该

算法以超限学习机 (Extreme Learning Machine, 
ELM)[4]的插值理论和逼近定理为基础，将单隐层前

馈神经网络(SLFNs)的训练问题转化为线性方程组
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的求解问题，并采用递归最小二乘方法递推计算输

出权值以实现模型的在线更新。相比其他流行的在

线学习算法，OSELM 不仅具有更好的泛化能力，

而且在学习速度上优势明显，目前已在非线性系统

在线识别[5]，时间序列在线预测[6,7]等研究领域展现

出良好的应用价值和发展潜力。 
离群值的在线检测与处理是实际在线应用中需

要特别关注的问题，离群值的存在会严重影响在线

建模的准确性以及后续的预测效果。为了提高

OSELM 对于含噪数据的处理能力，文献[8]提出一

种基于双目标优化的正则化 OSELM 算法 (R- 
OSELM)，该算法通过使用 Tikhonov 正则化技术有

效提高了模型的稳定性和泛化性能，并在一定程度

上增强了对噪声和离群值数据的抗干扰能力，但该
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算法并非解决离群值问题的针对性方法，其抗离群

值能力相对现实需求仍然很弱。最近，文献[9]结合

噪声补偿机制提出一种基于最小均方差的贯序超限

学习机算法 ESEP-ELM，并用于含离群值混沌时间

序列的在线学习与预测，相比原始 OSELM, ESEP- 
ELM 具有更高的计算效率和稳定性，并且对离群值

有较好的抵抗能力，但其学习精度较 OSELM 有所

下降。 
此外，在许多在线应用中，在线数据的潜在分

布和变化趋势随时间不断发生变化[10]，要求在线模

型能够不断学习新的数据样本以获取最新知识，并

及时消除旧的失效样本的影响，以快速跟踪目标系

统的实时状态。为了增强 OSELM 在时变环境下的

学习和跟踪能力，学者们引入遗忘因子(Forgetting 
Factor, FF)的概念，提出了基于 FF 的改进 OSELM
算法(FF-OSELM)[11,12]。与原始 OSELM 算法对新

旧学习样本采取等权处理方式不同，FF-OSELM 在

在线学习过程中更加重视新近样本的贡献，并以遗

忘旧样本的方式间接突出新近样本的作用，从而能

够更好地跟踪时变系统的实时变化。为进一步增强

模型的跟踪性能，学者们还提出了多种遗忘因子可

在线调整的 OSELM 算法，如 LAFF-OSELM[13], 
DFF-OSELM[14]等。尽管这些算法对于一般的渐变

系统展现出良好的跟踪能力，但对于突变系统其遗

忘因子的收敛速度相对较慢，实时跟踪能力较差。 
针对上述问题，本文提出一种新的基于 M- 

estimator与可变遗忘因子的OSELM算法(OSELM 
based on M-estimator and Variable Forgetting 
Factor, VFF-M-OSELM)。VFF-M-OSELM 沿用了

OSELM 贯序学习的基本思想，但在学习模型中使

用一种更加鲁棒的 M-estimator 代价函数来替代传

统的最小二乘代价函数，以有效降低学习模型对于

离群值的敏感性；此外，本文设计了一种新的基于

相对误差的可变遗忘因子方法并整合到 VFF-M- 
OSELM，使得遗忘因子在在线学习过程中能够根据

环境的变化而进行自适应迭代调整，从而进一步提

高了在线模型对于时变系统的跟踪性能。最后通过

两个典型仿真实例验证了 VFF-M-OSELM 算法的

鲁棒性和自适应性。 

2  VFF-M-OSELM 算法 

2.1 VFF-M-OSELM 学习模型 
根据 OSELM 算法 [3]的推导过程可知，原始

OSELM 算法采用最小二乘(LS)作为学习准则，追

求训练残差平方和的最小化；然而，LS 学习准则对

于离群值的天然敏感性使其易于生成过拟合的学习

模型，从而导致 OSELM 在离群值环境下的泛化性

能将严重下降。此外，OSELM 在在线学习过程中

只是不断地将新的学习样本加入学习器并进行贯序

学习，而并未对旧样本作任何处理，极大地限制了

其对于时变系统的跟踪性能。 
为了增强 OSELM 在时变离群值环境下的鲁棒

性和自适应跟踪能力，本文引入 M-estimator 技术

和可变遗忘因子(VFF)方法，提出一种新的鲁棒自

适应 OSELM 学习模型 VFF-M-OSELM。该学习模

型对应的代价函数表示为 

( ) ( ) 2

1

1
2

k
k i

k i i k k
i

J yλ ρ δ−

=

− +∑ h�β β β    (1) 

式中， i i i ke y= −h β 为目标输出与实际输出之间的

残差， ()ρ ⋅ 为 M-estimator 函数，λ为遗忘因子，δ 为
广义正则化参数。 

与原始 OSELM 相比，VFF-M-OSELM 主要有

以下两点改进之处：其一，VFF-M-OSELM 在其代

价函数中使用了一种更加鲁棒的 M-estimator 函数

来替代传统 OSELM 中的 LS 学习准则，以减轻或

消除离群值对学习模型所造成的不利影响。本文选

择如下一种形式简单且性能良好的改进 Huber 函数

作为 ()ρ ⋅ ： 
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式中，α为阈值参数， ⋅ 表示取绝对值操作。容易

看出，若当前训练残差 e 的绝对值大于阈值α，则

当前训练样本很可能是无效的离群值样本，此时 ()ρ ⋅

为一常数，从而能够对噪声或离群值样本所产生的

较大扰动误差起到很好的抑制作用。 
其 二 ， VFF-M-OSELM 采 用 了 与 FF- 

OSELM[11,12]类似的遗忘因子方法来对不同时刻点

的数据样本进行加权，以体现新旧样本的不同贡献；

在此基础上，我们还设计了一种新的基于相对误差

的可变遗忘因子方法(详见 2.4 节)，使得遗忘因子在

在线学习过程中能够根据环境的变化而进行自适应

迭代调整，从而进一步增强在线模型的动态跟踪能

力和自适应性。 

2.2 模型的递归求解 
VFF-M-OSELM模型的递归求解过程如下。让

代价函数 ( )kJ β 对 kβ 求微分并令结果为零，可得 
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式中 
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其中， ( ) ( )e e eϕ ζ� , ( ) ( )e e eζ ρ∂ ∂� 。定义： 

*
1 (1 )k kλ δ λ−= + −R R I         (6) 

则式(4)变形为 

( )* T
k k k k keϕ= +R R h h           (7) 

将 Sherman-Morrison-Woodbury公式和 Sherman- 
Morrison公式[15]分别应用于式(6)，式(7)可得 
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令 ( ) 11 * *, k k k k

−−= =P R P R ，则式(8)和式(9)可分别重

写为 
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然后综合式(3)，式(4)和式(5)，可推导出 

( ) T
1 1(1 )k k k k k k k keδ λ ϕ ε− −= − − +P P hβ β β   (12) 

式中， 1k k k kyε −−h β= 称为先验误差， k k k ke y −h β=
称为后验误差。 

式(10)，式(11)，式(12)构成了 VFF-M-OSELM
中输出权值 kβ 的递推计算公式。这里需要注意的

是，在式(12)中，输出权值 kβ 的更新计算需要以后

验误差 ke 作为已知条件，而 ke 在 kβ 未知的情况下是

不可得的，显然， kβ 与 ke 之间存在相互依赖关系。

事实上，在 kβ 未知的情形下先验误差 kε 可作为后验

误差 ke 的一个良好近似估计量，即在式(11)，式(12)
中，我们可使用 kε 替代暂时未知的 ke 来进行计算。 
2.3 离群值在线检测 

如 2.1 节所述，VFF-M-OSELM 模型采用了具

有鲁棒特性的M-estimator方法来替代传统的LS方

法，以增强对离群值的在线处理能力。根据式(2)中
M-estimator 函数的定义，这里主要通过比较当前预

测误差与阈值参数α的大小关系来检测出潜在的离

群值，为此，选择一个恰当的参数α就显得尤为重

要。本文采用一种在线的参数估计方法以连续地估

计阈值α。 

根据统计学分析和中心极限定理，可假设在非

离群值环境下学习模型的估计误差服从均值为 0， 
方差为 2

kσ� 的正态分布[16]，即 ( )20,k ke N σ�∼ 。基于该

假设，接下来有 '
kk ke e σ= � 服从标准正态分布，即

( )0,1'
ke N∼ ，同时 ke 大于给定阈值 α 的概率

{ } { }'
kr k r kP e P eαθ α α σ= > = > � 。根据标准正态

分 布 的 性 质 ， 有 { }
2 2

e d
k x'

kr kP e x
α σ

α σ
−

−∞
< = ∫

�
�  

2 1 2αθπ = − ，即 ( )1 1 2k αα σ Θ θ−= −� ，这里

1()Θ− ⋅ 表示标准正态分布表中关于某个概率的分位 

数。不同的 αθ 将产生不同的置信度，如果 αθ 设置为

0.01，则有 99%的置信度可检测并拒绝潜在的离群

值，此时对应的阈值参数α为 
( )1 0.995 2.576k kα Θ σ σ−= ≈� �        (13) 

这里 kσ� 为非离群值环境下估计误差的标准差。关于

kσ� 的一个常用鲁棒估计量为1.483MAD( )ke ，其中

MAD(·)为中位数绝对偏差[17]，但该计算方法涉及大 

量的取中位数操作，计算复杂度很高。基于鲁棒回

归理论[17]和滑动窗口策略，本文采用一种新的具有

同样鲁棒特性但计算效率更高的估值计算方法来连

续估计 kσ� ： 

( ) ( )

( )

1 1 1.483 1+ 5/( 1)

       med ( )

k k

k

L

W

σ λσ λ−= + − −

⋅ e
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   (14) 

式中，λ为遗忘因子，med(·)表示取中位数操作，

{ }2 2 2
1 1( ) , , ,k k k k LW e e e− − +=e " 为当前 k 时刻关于估计 

误差的滑动窗口， L 为滑动窗口长度， 1.483(1+  
5/( 1))L − 为有限样本条件下的修正因子。 
2.4 可变遗忘因子方法 

为了更好地跟踪时变系统的动态变化，我们设

计了一种新的基于相对误差的可变遗忘因子方法并

整合到前述的 VFF-M-OSELM 模型中。首先定义一

个关于相对误差的中间变量： 

  1 1 2
k k

k k
k

y y

y
φ μ φ μ−

−
= +

�
        (15) 

式中， ky 和 ky� 分别为 k 时刻的真实值和预测值，

k k

k

y y

y

−�
为相对误差的绝对值。更新变量 kφ 表示最

近一段时间内相对误差的缓冲平均值，这里

1 20 , 1μ μ< < ，其中 1μ 为误差平衡系数，主要用于

控制当前相对误差 k k

k

y y

y

−�
和 1kφ − 在 kφ 中所占的比

例， 2μ 为误差敏感系数，主要用于控制 kφ 趋近于 0

的速率，对于收敛误差较大的系统， 2μ 的取值应相

对较小，反之亦然。一般地， 1μ 通常取接近于 1 的

小数， 2μ 通常取接近于 0 的小数，同时为了保证 kφ
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在收敛后期的单调下降特性，应满足 1 2 1μ μ+ < 。

事实上，更新变量 kφ 通过描述相对误差的缓冲变化，

能够很好地表征时变系统的实时状态，以 kφ 为基础，

遗忘因子可按式(16)进行更新计算： 

1
1k

k

λ

λ

λ
φ

+

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥+⎣ ⎦

              (16) 

式中，λ+ 和λ−分别表示遗忘因子的上限和下限，其

中λ+ 通常取 1 或略小于 1 的小数，而λ−的取值则与

具体问题相关，并且λ−的取值一般不宜过小以免产

生数值不稳定性。 
根据式(15)，式(16)容易分析得到，当系统状态

发生显著变化时，当前预测误差将急剧增大，则 kφ 在

短时间内迅速增大，相应地 kλ 迅速减小，使得旧的

失效样本被加速遗忘，并利用新近样本建立新的学

习模型，从而快速跟踪系统的最新状态。而随着新

样本的不断学习，新的学习模型将逐渐趋于收敛，

在此过程中，随着预测误差的降低， kφ 逐渐减小并

趋近于 0，相应地 kλ 逐渐增大并趋近于 1，使得有效

数据窗口长度增加，从而保证系统具有较高的稳态

精度。因此从理论上分析，该 VFF 方法同时兼具突

变环境下的快速跟踪能力和稳态环境下的持续学习

能力，对于跟踪时变系统的实时状态是积极有效的，

而且其实现过程也非常简洁高效。 

3  实验 

为了验证 VFF-M-OSELM 算法的有效性，本节

通过两个典型实例对其进行了实验验证，并将实验

结 果 与 R-OSELM[8], FF-OSELM[11], DFF- 
OSELM[14]进行了比较与分析。 

3.1 测试实例与实验设置 
第 1 个测试实例是一个人工数据集，来源于文

献[18]中的 Artificial data set 1，该数据集共有 2500
个数据样本，其中每 500 个样本的数据分布是显著

不同的。第 2 个测试实例是一个典型的非线性时变

系统，来源于文献[19]中的 Simulation 1，该实例包

含时变系统在 3000 个时刻点的状态信息，其中系统

的状态每隔 1000 个时刻点发生一次突变。 
对于上述两个测试实例，分别使用 R-OSELM, 

FF-OSELM, DFF-OSELM 和本文提出的 VFF-M- 
OSELM 这 4 种在线学习算法对其进行在线建模与

预测，两个实例的初始训练样本数分别为 200 和

500。对于所有 4 种在线学习算法，统一使用相同的 
S i g m o i d 激 活 函 数 ， 即 ( ), , 1/(1+G b =a x  

exp( ( )))b− ⋅ +a x ，其中输入权值向量 a 和偏移 b 

为范围在 [-1,1]之间的随机数；隐层节点个数 n 
100= ，正则化参数 810δ −= 。此外，各种算法的其

他参数设置如下：对于 FF-OSELM，取遗忘因子

0.98λ = 和 0.95λ = 这两种典型取值分别进行实

验；对于 DFF-OSELM，其参数设置参照文献[14]；
对于 VFF-M-OSELM，设置误差窗口长度 10L = , 

1 0.9μ = , 2 0.08μ = , 1λ+ = , 0.8λ− = 。 
3.2 实验结果比较与分析 

(1)跟踪能力验证：  图 1 和图 2 分别给出了 4
种在线学习算法对实例 1 和实例 2 进行在线学习与

预测所得到的预测误差曲线图，图中横坐标为时间，

纵坐标为绝对误差(实际值与预测值之差的绝对

值)。由实验结果可以看出，当系统状态发生突变时，

R-OSELM 的预测误差急剧增大，并且受历史数据 

 

图 1 实例 1 上的预测误差 
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图 2 实例 2 上的预测误差 

的影响，当前学习模型很难快速跟踪新的系统状态，

预测误差长时间维持在较高水平，下降趋势非常缓

慢。相对而言，具有遗忘机制的 FF-OSELM 和 VFF- 
M-OSELM 能够较快地摆脱旧的失效样本的影响，

并利用新的学习样本建立新的学习模型，从而能快

速跟踪时变系统的最新状态，故其预测误差从高位

快速下降，并逐渐收敛到一个稳定水平。此外，从

图中可以看出，基于方向遗忘因子的 DFF-OSELM

算法尽管对跟踪突变系统的新状态具有一定的作

用，但其效果不够理想。 

另外，仔细比较图 1(及图 2)中的(b), (c)可以发

现，对于 FF-OSELM，遗忘因子越小，模型对突变

系统的快速跟踪能力越强，预测误差的下降速度越

快；但在系统趋于平稳时，学习模型所能利用的有

效学习样本也越少，收敛误差越大，反之亦然。也

就是说，采用固定遗忘因子的 FF-OSELM 算法在快

速跟踪能力和稳态误差之间存在矛盾。相比而言，

基于可变遗忘因子策略的 VFF-M-OSELM 算法在

在线学习过程中能够根据系统的实时变化而进行遗

忘因子的自适应调整(见图 3)，故其既具有良好的快

速跟踪能力，同时也能够取得更高的稳态预测精度。 
(2)鲁棒性验证：   为进一步测试 VFF-M- 

OSELM 对离群值的鲁棒性，我们在实例 1 的 300, 
800, 1300, 1800, 2300 时刻处，实例 2 的 700, 1300, 
1800, 2300, 2800 时刻处添加了离群值，并重新进行

了实验。由于 R-OSELM, FF-OSELM, DFF- 
OSELM 这 3 种在线算法对离群值的处理能力相似，

作为代表，这里仅选择 FF-OSELM ( 0.95λ = )作为

对比算法。图 4 和图 5 分别给出了 FF-OSELM, 
VFF-M-OSELM在实例 1和实例 2 上的在线预测结

果，容易看出，FF-OSELM 对于离群值非常敏感，

一旦在线样本中出现离群值，其预测误差在随后的

一段时间内持续偏大；相比而言，本文的 VFF-M- 
OSELM 通过采用 M-estimator 技术有效地抑制了

离群值对在线学习模型造成干扰，因此可以看到离

群值的存在并未对模型的预测性能造成明显影响。 

图6给出了VFF-M-OSELM在突变离群值环境

下遗忘因子的变化曲线图，与图 3 (非离群值环境)

相比，两种情形下对应的实验结果基本一致，表明

离群值也未对突变拐点的判断造成干扰。 

 

图 3  VFF-M-OSELM 中遗忘因子的变化曲线图 
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图 4 实例 1(包含离群值)上的预测误差     图 5 实例 2(包含离群值)上的预测误差       图 6  VFF-M-OSELM 中遗忘因子 

的变化曲线图(包含离群值) 

(3)学习效率比较：  表 1 给出了 4 种在线算法

在两个实例数据集上进行在线学习和预测所花费的

CPU 时间，单位为 s。实验结果显示，DFF-OSELM
的学习效率最高，R-OSELM 次之，相对而言，FF- 
OSELM和VFF-M-OSELM这两种基于广义正则化

技术[11]的在线学习算法在提升算法稳定性的同时也

增加了计算开销，故其学习效率有所下降。与 FF- 
OSELM 相比，尽管本文的 VFF-M-OSELM 算法由

于在在线学习过程中需要进行额外的离群值在线检

测和遗忘因子在线自适应调整，从而使得算法的在

线预测时间有所增加，但其增幅不大。 

表 1  4 种算法的在线预测时间(s) 

在线算法 实例 1 实例 2 

R-OSELM 1.75 1.93 

FF-OSELM 4.51 4.93 

DFF-OSELM 1.02 1.12 

VFF-M-OSELM 5.29 5.94 

 
3.3 关键参数对 VFF-M-OSELM 性能的影响 

在 VFF-M-OSELM 中，遗忘因子的迭代调整主

要由误差平衡系数 1μ 和误差敏感系数 2μ 来控制(式
(15))。为了更详尽和直观地说明这两个关键参数对

VFF-M-OSELM 性能的影响，图 7 给出了 VFF-M- 
OSELM 在不同参数条件下的稳态误差，这里， 1μ 的

典型取值范围为{0.80, 0.81, 0.82," , 0.99, 1.00}, 

2μ 的典型取值范围为{0.02, 0.04, 0.06, 0.08, 0.10}。
由图 7 可得：首先，对于每个不同的 2μ ，稳态误差

的总体变化趋势是一致的，即随着 1μ 的增加，对应

的稳态误差刚开始逐渐下降，随后又不断上升，并

且当 2μ 较大时，VFF-M-OSELM 的性能对 1μ 的敏

感 度 较 低 ， 即 1μ 在 较 大 的 变 化 范 围 内

VFF-M-OSELM 都能取得较为平稳的稳态精度；其

次，最优参数组合( 1μ , 2μ )并不唯一，对于每个不同

的 2μ ，我们总能找到一个最优的 1μ 以取得最小的稳

态误差，并且当 2μ 较大时， 1μ 的最优值相对较小；

第三，对于不同的最优参数组合( 1μ , 2μ )，其对应的

稳态收敛误差基本相当。基于以上发现本文认为，

对于一个给定的时变系统，首先可从稳态收敛精度

的角度出发预选出多组最优的参数组合( 1μ , 2μ )，然

后结合系统的突变特性作进一步选择：对于变化幅

度较大的情形，可选择 1μ 较小， 2μ 较大的参数组合，

以增强模型对于突变的快速跟踪能力，反之亦然。 
另外，VFF-M-OSELM 中的误差窗口长度 L 是

进行离群值在线检测的关键参数(式(14))。为了评估

L对VFF-M-OSELM性能的影响，表 2给出了VFF- 
M-OSELM 在不同 L 下的预测误差和预测时间。从

表 2 容易看出，VFF-M-OSELM 在不同 L 下的预测

误差和预测时间基本相当，表明 L 对 VFF-M- 
OSELM 的预测性能和学习效率几乎没有影响，换

言之，L 能以较为宽松的方式进行选择，根据我们

的实验经验，L 在[10,50]区间内均能取得较为理想

的实验结果。 

4  结论 

本文针对时变离群值环境下的在线学习问题，

提出了一种基于 M-estimator 和可变遗忘因子的在 
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图 7  VFF-M-OSELM 在不同 1 2,μ μ 下的稳态误差 

表 2  VFF-M-OSELM 在不同 L下的预测误差和预测时间 

实例 1 实例 2 
误差窗口 

长度(L) 预测误差 
预测时间

(s) 
预测误差 

预测时间

(s) 

10 0.40 5.17 0.067 5.75 

20 0.42 5.19 0.067 5.79 

30 0.43 5.19 0.064 5.80 

40 0.44 5.20 0.067 5.81 

50 0.43 5.21 0.068 5.81 

 
线贯序超限学习机算法 VFF-M-OSELM。VFF-M- 
OSELM 在保留 OSELM 算法良好在线学习能力的

同时，通过引入 M-estimator 技术和可变遗忘因子

方法，进一步增强了其对于离群值的抵抗能力和对

于时变系统的动态跟踪能力。仿真实验结果表明，

VFF-M-OSELM 具有较对比算法更好的自适应跟

踪能力和鲁棒性，对于时变离群值环境下的在线建

模与预测问题是积极有效的。 
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