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基于扩散算子的带限图信号加权重建策略 
杨立山    游康勇    郭文彬
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摘  要：图信号处理技术将经典信号处理的概念和算法延展到图结构信号的处理领域。对于带限图信号，可以通过

分析信号之间的关联性，重建出未采样的信号。该文分析了未采样信号的构成架构，提出一个基于扩散算子的未采

样信号迭代重建算法。在每次迭代过程中，将已采样信号的重建残差扩散至所有未采样的信号节点，并进一步通过

初步估计结果与重建残差的加权处理，提升算法的收敛速度。采用合成数据和真实数据进行仿真验证，实验结果显

示所提出的算法具有低重建误差和快速收敛的特点。 
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Graph Diffusion Operator Based Weighted Reconstruction 
Strategy for Band-limited Graph Signals 
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(School of Information and Communication Engineering, Beijing University of Posts and Telecommunications,  

Beijing 100876, China) 

Abstract: Signal processing on graphs extends signal processing concepts and methodologies from the classical 

signal processing theory to data indexed by general graphs. For a band-limited graph signal, the unsampled data 

can be reconstructed from the sampled data by exploiting the relationship of the graph signals. This paper 

proposes a concept of graph diffusion operator for signal processing on graphs, and uses the operator to reconstruct 

band-limited graph signals from the sampled data. In each iteration, the residuals of the sampled vertices are 

propagated to all the unsampled vertices, and the known information and initial estimated results are further 

exploited via weighted process, aiming at accelerating the convergence. An analysis framework is proposed for the 

unsampled graph signals. The simulation results of synthetic data and real-world data demonstrate the wonderful 

effectiveness of the proposed reconstruction strategy. 
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1  引言  

近些年来，随着传感器技术的发展与工业信息

化革命，在气象预测、智能交通等监控网络内部署

了大量传感器设备。由于传感器设备空间分布的不

规则性，其所采集的大规模数据也呈现空间分布的

不规则性，从而限制了 PCA, SVD 等经典规则域算

法的应用。因此，面对不规则域下的数据处理问题，

需要新的算法、思维和处理模式，促进图信号处理

技术的快速发展[1,2]。 
图信号处理技术中大规模数据之间的关系被映

射为 2 维平面的图结构，图中的节点代表单个数据
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元素，节点之间的连接边表示数据元素之间的关联

关系，所有节点的信号总称为图信号。图信号可以

理解为一个具有空间关联关系的矢量信号，由于信

号间的关系复杂并且量级庞大，利用小规模信号集

表征原始信号是非常必要的。图信号采样与重建的

实质从图信号节点集合中选取合适的部分节点，利

用部分节点的数据，根据图拓扑结构以及图信号的

特点，实现对原始数据的表征与恢复。目前关于图

信号采样与重建问题的研究有以下几个方面。文献

[3]分析和利用图结构的邻接矩阵，建立了基于优化

理论的采样与非迭代重建理论，给出了能够实现无

失真重建的条件。文献[4]采用数据汇聚的思想，将

图结构中的节点通过图邻接矩阵汇聚至单个节点，

从而实现对图结构的采样。与上述两个方面不同，

本文重点研究基于图结构的拉普拉斯矩阵以及凸集

映射的采样信号迭代重建策略。Persenson[5]建立了
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基于 Paley-Wiener 函数的图信号采样理论基础，提

出了采样信号唯一集的概念，给出了信号无失真重

建的充分条件。关于采样图信号的重建问题，现有

重建算法的核心思想是将经典信号处理中的

Papoulis-Gerchberg 算法[6,7]引入到不规则域，采用

凸集映射的思想迭代重建信号。文献[8,9]提出了一

个 小均方迭代重建算法(Iterative Least Square 
Reconstruction, ILSR)，将已采样的图信号交替投

影至顶点域下采样子空间和图谱域低通滤波子空

间，寻找能够同时满足两个空间限制条件的信号。

Wang 等人[10,11]提出了局部集的概念及其划分方法，

利用局部集的划分选取合适节点构成下采样集，并

在此概念的基础上提出了两个迭代重建算法

(Iterative Propagating Reconstruction, IPR 和

Iterative Weighting Reconstruction, IWR)。这两个

算法设定的前提是将图拓扑结构划分成若干个互不

相连的子集，单个子集称之为局部集。与 ILSR 相

比，IPR 主要的特点是建立了采样信号重建残差

的传播机制。在每次迭代重建过程中，重建残差从

已采样的节点传播到位于同一局部集中的未采样节

点，然后将组合后的图信号投影至图谱域低通滤波

子空间。得益于采样信号重建残差的传播，IPR 能

够得到比 ILSR 更快的重建收敛速度。但是，IPR
将采样节点的重建残差直接赋予同一局部集合内的

非采样节点，不仅忽略了局部集合外的节点对局部

集合内节点影响，而且无法反映真实图信号重建残

差之间的差异性，从而影响重建收敛速度。另外，

现阶段的研究缺少未采样信号构成要素的分析。 

本文针对从采样信号中重建原始带限图信号的

问题，充分利用带限图信号的平滑特性，构建了恢

复未采样信号的分析框架，从均值与偏置的角度建

立了采样信号重建残差的扩散模型，定义了局部均

值和全局偏置扩散算子的概念，并在此基础上提出

了基于扩散算子的迭代重建算法。建立了采样信号

与未采样信号之间的关联关系，利用局部均值与全

局偏置的协同处理机制消除了未采样信号的重建残

差在局部区域内的过度一致化，并进一步通过初步

估计结果与重建误差的加权处理，加速信号重建的

收敛速度。仿真结果显示，所提算法具有较低的迭

代重建误差和快速的重建收敛速度。 

2  图信号处理相关工作 

用 ( ),G = V E 表示一个简单无向图的图结构，

{ }1 2  N=V 表示图结构中节点的集合，E表示 
图结构中边的集合，其中 { }, ,ijw i j= ∀ ∈E V , ijw 表 

示节点 i 和节点 j 相连接边的权重关系。A表示图结

构的邻接矩阵。节点 i 的度 id 定义为所有与节点 i 相

连的边的权重之和，图结构的度矩阵是一个对角阵，

定义为 { }1 2diag    Nd d d=D 。图结构的拉普拉斯

矩阵定义为 = −L D A，归一化的拉普拉斯矩阵L
是对称半正定矩阵，可以分解为 

1/2 1/2 T T

1

N

i i i
i

λ− −

=

= = = ∑D LD U U u uL Λ   (1) 

其中， 1 2diag{   }Nλ λ λ=Λ 为图拉普拉斯特征值构

成的对角矩阵， 21 ,{ }, , N=U u u u 为图拉普拉斯特

征值相对应的特征向量矩阵， iu 表示图拉普拉斯特

征向量矩阵的第 i 列元素。 
图 1 为明尼苏达州路网图[12]，含有 2642 个节点

和 6606 条边，图信号定义为信号与节点之间的矢量

映射 : N→f V R ，其中 ( )f i 表示在节点 i 上的信号

值。图傅里叶变换是以图拉普拉斯特征向量矩阵作

为基元素，将图信号从顶点域变换到图谱域，实现

对图信号的图谱域特征分析与处理。 ( ) = , if i < >f u
为图信号 f 的图傅里叶变换[13,14]。 

 

图 1 明尼苏达州路网图 

2.1 带限图信号的下采样方法 
Pesenson[5]定义了带限图信号的概念。当与某个

图信号相关联的图拉普拉斯特征值大于w 时，其相

应的图谱域系数全为零，这个图信号则被称之为带

限图信号，w 被称之为图谱域截止频率。此外，图

谱域截止频率可以通过观察历史数据或者抓取快照

等方式获取，因此将其作为已知的先验信息。带限

的图信号所组成空间称之为 Paley-Wiener 空间

(Paley-Wiener Space, PWS)，表示为 

( ) ( ){ }PW : 0,w G f wλ λ= = ≥f      (2) 

S 表示顶点域的下采样集合，用 /c =S V S 表

示下采样集合的补集，图信号采样过程的目标是从

所有节点集合中选取代表性的节点构成下采样集合

S 。关于采样集合的构成问题，现阶段的研究主要

聚焦于两种解决方法：贪婪获取 [8,9]和局部集分    
割[10,11]。贪婪获取方法采用贪婪逼近截止频率的方

式选取 优的节点构成下采样集合。局部集分割方

法首先将图拓扑结构划分成若干个互不相连的独立
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子集，每个子集选取一个关键节点进入下采样集合。

对于局部集的划分，在文献[10]中作者提出了基于节

点度的分割方法，主要适用于对采样集合中的元素

没有数量或者位置限制的情形。如图 1 所示，采用

基于节点度的分割方法构成下采样集，采样节点用

大实心圆形表示，未采样节点用小实心圆形状表示。 
2.2 带限图信号的重建方法 

带限图信号的重建算法是通过分析图结构建立

采样节点与未采样节点之间的关联关系，从而利用

采样节点估计出未采样节点。如图 1 所示，重建算

法的目的就是希望利用大实心圆形节点的信号得到

小实心圆形状节点的信号。借鉴Papoulis-Gerchberg

算法的思想，在文献[8]中作者提出了一个 小均方

迭代重建算法(ILSR)，交替将采样图信号投影至顶

点域下采样子空间和图谱域低通滤波子空间，利用

已知的采样图信号估计未采样图信号。在每次迭代

过程中，ILSR 首先将重建信号中的下采样部分替换

为已知的采样部分，然后将组合后的图信号映射至

图谱域低通滤波子空间。令 TP 为顶点域下采样算

子， df 为采样信号，则采样过程为 

( ) ( ) ( )and = 0c
d T d dP= ⇒ =f f f S f S f S   (3) 

ILSR 的迭代重建过程可表示为 
1

0 W dP−=f fF F                       (4) 

( )( )1
1  

L L L
k W k d T kP P−
+ = + −f f f fF F      (5) 

其中， L
kf 表示 ILSR 第k 次迭代重建的图信号， WP

表示图谱域截取算子，F 和 1−F 表示图傅里叶变换

和反变换。 
文献[10]提出了局部传播算子的概念以及局部

集的划分方法，其给出的局部传播重建算法(IPR)
也是基于迭代凸集投影来重建图信号。与 ILSR 的

重建残差处理机制不同，在每次迭代重建过程中，

IPR 将局部集内采样节点的重建残差传播至局部集

内的未采样节点，然后再将合成的信号映射到图谱

域低通滤波子空间，其迭代重建过程可表示为 

0 ( )( )w N v
v

P f v
∈

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑
S

f δ                  (6) 

1 ( )( ( ) ( ))P P P
k k w k N v

v

P f v f v+
∈

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑
S

f f δ     (7) 

其中， P
kf 表示 IPR 第k 次迭代重建信号， ()wP ⋅ 为

图信号的图谱域投影算子，局部集滤波算子用 

( )( ) ( ) ( )

T

( )(1), (2), , ( )N v N v N v N v Nδ δ δ=δ 表示。由于在 

局部集内进行重建残差传播，IPR 比 ILSR 具有更

快的重建收敛速度。 

3  基于扩散算子的重建策略 

本节建立了未采样信号的分析架构，定义了局

部均值扩散算子和全局偏置算子的概念，构建了采

样信号的重建残差局部扩散与全局扩散策略，提出

了基于扩散算子的加权重建算法。 
3.1 重建残差的扩散机制框架 

采样信号重建问题的实质是依据图拓扑结构建

立已知的采样图信号与待定的未采样图信号之间的

关联关系。鉴于原始信号与重建信号都具有图谱域

带限的特性，可知重建残差同样呈现带限的特点，

也即，与重建残差相关联的节点之间的差异性较小。

那么，可以利用这个关键特性，依据已知的采样节

点的重建残差去估计未采样节点的重建残差，这也

是本文研究的 主要动机。首先，依据未采样节点

图信号各分量构成方式的不同，将其分解为 

acu rec resα= +f f f             (8) 

其中， acuf 表示未采样节点的图信号， recf 表示将信

号投影至图谱域低通滤波子空间后估计的未采样节

点的信号分量， resf 表示扩散至未采样信号的重建残

差分量，α表示未采样信号重建残差分量的控制因

子，并且 { }0,1α ∈ 。基于上一节分析可知，ILSR 和

IPR 具有相同的图谱域低通滤波子空间估计分量

recf ；不同的是，ILSR 中的重建残差分量 resf 为零，

即控制因子 0α = ，而 IPR 则将采样节点的重建残

差直接赋予同一局部集内的未采样节点，可知其控

制因子 1α = 。但是，如果仅仅考虑局部赋值，不仅

忽略了采样节点对其局部区域外未采样节点的影

响，而且局部区域内未采样节点重建残差的完全等

值也与原始信号不符，从而使得估计信号向原始信

号逼近的步伐变慢，增加重建过程中的迭代次数。

因此，需要引入重建残差的差异化获取机制。本文

从均值和偏置的角度进一步精细化分析重建残差的

构成机制，将其分解为 
mean bias

acu rec res resm bα α= + +f f f f       (9) 

其中， mean
resf 为重建残差分量的局部均值部分， mα 表

示局部均值部分的控制因子， { }0,1mα ∈ , bias
resf 为重

建残差分量的全局偏置部分， bα 表示全局偏置部分

的控制因子， { }0,1bα ∈ 。局部均值部分的目标是利

用带限图信号平滑特性，将已知的采样节点重建残

差作为局部区域的均值，并扩散至与其连接的未采

样节点。全局偏置部分的目标是进一步挖掘和利用

图拓扑结构的先验信息，建立单个采样节点与所有

未采样节点之间的关联关系，为各个局部区域内的

未采样节点提供全局的偏置信息，消除局部区域的
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过度一致化。分量控制因子 mα 和 bα 的引入是为了广

义化算法架构，模块化信号分析，强化分量部分的

管理，有助于分析所提算法与现有算法之间的关系

(具体阐释在第 5 节)。在下文中，将定义局部均值

和全局偏置扩散算子的概念，实现采样节点重建残

差的局部与全局扩散。 
3.2 局部均值扩散算子 

首先，定义 du
s

T kP= −f f f 为采样信号的重建残

差。 
定义 1 局部均值扩散算子  对于一个给定的重

建残差分量 [ ]T1 2   s s s s
Nf f f=f ，定义局部均值扩散

算子 mP 为 
mean *
res

s s
mP= =f f A f          (10) 

其中， mean
resf 为重建残差分量的局部均值部分， *A 中

的元素为邻接矩阵A中未采样节点元素与该行对应

的度的比值。 
引入局部均值扩散算子的目的是实现采样节点

重建残差的局部扩散，将采样节点的重建残差视为

局部区域内的均值，其实质是依托带限图信号的平

滑性，充分利用节点之间差异化较小的特性，为未

采样节点重建残差的估计提供有效的基础。 
3.3 全局偏置扩散算子 

全局偏置算子的核心目的是建立单个采样节点

与所有未采样节点之间的关联关系，实现采样节点

重建残差的全局偏置扩散，为局部区域内的未采样

节点引入重建残差的差异化信息。为了有效阐述全

局偏置算子的特性，首先以单个节点元素视角分析

采样节点重建残差的扩散特性，进而以所有采样节

点的全局视角总结概括。首先分析重建残差中单个

元素的扩散特性，若重建残差 sf 中除了第 1 个节点 

之外的信号值为零，即 ( )[ ]T1  0  0s sf=f ，利用 

图傅里叶变换将其变换至图谱域进行分析，用
s
f 表

示其图谱域形式。根据上一部分的分析可知，重建

残差也具有带限特性，则假定其在图谱域截止频率

w 内只有m 个频率分量，将
s
f 中高于图截止频率w

的分量设置为零。而后对
s
f 进行图傅里叶反变换，

并定义
s
f 为新的顶点域表达形式，其第 i 个元素

( )
s

f i 可以表述为 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1

1 11 1

1 11 1

1
1

1 ( ) 0 0

1 + + 1 +0+ +0

1

1

i im

i im m

i im m

m

ij j
j

s ss

s s

s

s

i u u m

u u u u

f f f

f f

f

f

u u u u

u u
=

= + + + + +

=

= + +

=∑  (11) 

基于上述表述可知，等式(10)建立了第 1 个采样节

点的重建残差 ( )1sf 与所有节点信号之间的关联关

系。依此类推，依次设置采样集S 中的采样节点，

那么，单个未采样节点的重建残差估计值应为所有

采样节点扩散至该未采样节点的重建残差之和。依

据单个节点元素的分析结果，可以看出，连接采样

节点与未采样节点之间关联关系的桥梁是图谱域带

限滤波，其本质是充分挖掘所研究图信号的带限特

性，依托图拓扑结构扩散重建残差。因此，以所有

采样节点的全局视角分析其扩散过程，可将其概括

为如下形式 

( ) 1s
T

s
WPP −= − ff I F F         (12) 

可以从两个角度理解全局偏置扩散过程，从采样节

点的角度来看，单个采样节点的重建残差分量以某

种方式扩散至所有未采样节点；从未采样节点的角

度来看，单个未采样节点的全局偏置部分则是所有

采样节点的重建残差分量扩散到该节点上的重建残

差分量之和。 
定义 2 全局偏置扩散算子  对于给定的重建残

差 [ ]T1 2   s s s s
Nf f f=f ，定义全局偏置扩散算子 bP 为 

( )bias 1
res

s s s
b T WP P P ' ''−= = − =f f I f U U fF F  (13) 

其中， bias
resf 表示重建残差的全局偏置部分，m 表示

图谱域截止频率w 内频率分量的数目， I 表示单位

矩阵， 'U 表示为变形的拉普拉斯特征向量矩阵，其

采样节点所对应的行为零序列，且其第N m− 列至

第N 列元素为零序列， ''U 表示为变形的拉普拉斯特

征向量矩阵，其未采样节点所对应的行为零序列，

且其第N m− 列至第N 列元素为零序列。 
3.4 扩散算子以及加权重建算法 

定义 3 扩散算子  对于给定信号的重建残差

s =f [ ]T1 2  s s s
Nf f f ，定义扩散算子 dP 为 

( )

( )
res

*

+m b
s s

d m b

s
m b

P P P

' ''

α α

α α

= =

= +

f f f

A U U f       (14) 

其中， mP 表示局部均值扩散算子， bP 表示全局偏置

扩散算子， mα 和 bα 分别为局部均值分量和全局偏置

分量的控制因子。 
上述定义中，扩散算子由局部均值扩散算子和

全局偏置扩散算子构成，扩散算子将采样信号的重

建残差在图拓扑结构内扩散，其中局部均值扩散算

子将采样信号的重建残差扩散至与该节点局部区域

内的未采样节点，全局偏置扩散算子则将采样信号

的重建残差扩散至所有未采样节点。基于上述扩散

过程分析，根据凸集映射的思想，本文提出基于扩

散算子的图信号迭代重建算法 (Iterative Graph 
diffusion operator based Weighted Signal 
Reconstruction, IGSR-W)。首先将初始的采样信号
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投影至图谱域低通滤波子空间，获取已知采样节点

的重建残差，完成重建算法的初始过程。在每次迭

代过程中，利用扩散算子将采样节点的重建残差扩

散至所有未采样节点，然后将扩散后的信号投影至

图谱域低通滤波子空间，赋予重建信号图谱域带限

特性，使其与原始信号的特性相匹配，完成重建信

号的第 1 步估计；而后进一步利用局部均值与全局

偏置扩散部分，并与第 1 步估计的重建信号进行加

权处理， 后将加权后的信号投影至图谱域低通滤

波子空间，从而完成迭代过程中重建信号的估计。

上述重建过程可归纳为 
1

0 W dP−=f fF F                           (15) 

( )( )( )1
1 +G G G

k W k dd T kP P P−
+ = + −f f I f fF F    (16) 

( )( )(
( ))

1 *
1 1

1        

1

  

G G
k W k

G
d T k

P ' ''

P

β β−
+ +

+

= + + −

−⋅

f f A UU

f f

F F

  (17) 

其中， G
kf 表示第k 次迭代的重建信号， 1

G
k+f 表示经

过加权处理的重建信号， β 表示为局部均值与全局

偏置部分的加权因子，并且 [ ]0,1β ∈ 。可以看出，

由于式(16)采用了局部均值和全局偏置扩散过程，

在投影至低通滤波子空间之后， 1
G
k+f 比 G

kf 拥有更接

近于原始信号的 recf 分量。式(17)在此基础上，进一

步利用从已知的采样信号中获取的局部均值和全局

偏置分量，从而更深层次挖掘利用采样信号，将有

效提升重建收敛速度，快速完成原始信号的重建。 

4  仿真结果 

本次仿真采用美国明尼苏达州路网图[11]作为图

结构，其节点表示道路交叉口，边表示交叉口之间

的道路，如图 1 所示，其节点数目为 2642。该路网

图主要用于验证本文提出的 IGSR-W算法与现有算

法的重建性能，对比分析所有算法在不同图谱域截

止频率上的重建误差性能，并采用 3 种典型的图结

构对比分析所有算法的重建效果，验证所提出算法

的鲁棒性和适用性。另外，为了对比验证加权处理

的性能，在以下仿真实验中，采用 IGSR(Iterative 
Graph diffusion operator based Signal 
Reconstruction)表示未进行加权处理的重建方式，

即仅利用式(16)中的过程。由于 IPR 需要以局部分

割作为基础，本次仿真采用基于节点度的分割方式

构成下采样集合，依次选取度 大的节点以及其邻

居节点构成局部集合，每个局部集合中选取一个节

点作为采样节点。下采样集合中含有 873 个节点。

首先需要模拟生成仿真实验中与明尼苏达路网图相

适应的带限信号，本文主要利用图傅里叶变换、图

谱域截取与图傅里叶反变换进行生成，其具体过程

如下所示： 
(1)首先产生一个 2642 行 1 列的随机信号，其

每一行元素对应明尼苏达州路网图上每个节点； 
(2)通过图傅里叶变换将图信号变换至图谱域，

设定图谱域截止频率，将高于图截止频率的分量设

置为零； 
(3)通过图傅里叶反变换将图谱域信号变换至

顶点域。 
上述步骤中，第 1 步产生仿真所需的初始信号，

并使其单个元素对应于明尼苏达州路网图上的单个

节点；第 2 步与第 3 步则利用图傅里叶变换，使得

初始信号中元素之间的关联关系与明尼苏达州路网

图上对应节点之间的边相符合，并且使该信号满足

图谱域带限的特性。需要说明的是，基于目前的研

究工作可知，所研究的图信号仅需要其满足图谱域

带限特性，并无其他限制条件。此外，采用山东电

网作为图结构，并将山东电力消耗数据作为真实世

界的数据对比分析了所有算法的实际应用性能。 
4.1 重建性能 

本节仿真实验的目的是验证 IGSR-W算法中加

权因子对算法性能的影响，并且对比分析所提算法

与现有算法的性能表现。采用 0.45 作为本次仿真的

图谱域截止频率(归一化图谱域频率的变化范围为 0
至 2)。首先，鉴于加权因子的变化范围为 0 至 1，
设置加权因子的参数值为 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 和 1.0，
分析加权因子对 IGSR-W 算法的鲁棒性。如图 2(a)
所示，纵坐标为相对误差，横坐标为迭代次数，

IGSR-W 算法在不同的加权因子下都具有稳定的表

现，且其加权因子为 0.6 时获得 快收敛速度。因

此，将设置加权因子的参数值为 0.6，以此分析所提

算法与现有算法之间的重建性能表现。重建性能的

对比如图 2(b)所示，纵坐标为相对误差，横坐标为

迭代次数。从图中可以看出，IGSR-W 和 IGSR 比

ILSR 和 IPR 拥有较快的信号重建收敛速度，与前

文阐述的理论分析相同；得益于加权处理，IGSR-W
在 IGSR 的基础上进一步提升了算法的收敛速度。 
4.2 图谱域截止频率 

由于现有算法都是基于迭代收敛，交替投影至

下采样子空间和低通滤波子空间。因此，图谱域截

止频率也是一个非常关键的影响因素。本节是为了

验证重建算法对于图谱域截止频率的鲁棒性，观察

其在不同的图谱域截止频率下是否能够保持稳定

性。设置图谱域的截止频率的变化范围为 0.40 至

0.50。基于上一节仿真实验的结果，设置加权因子

为 0.60。如图 3 所示，横坐标为图谱域截止频率， 



2942                                        电 子 与 信 息 学 报                                     第 39 卷 

 

图 2 参数分析与重建收敛曲线对比图                            图 3 图频域截止频率变化对比图 

纵坐标为相对误差，图中曲线为 ILSR, IPR, IGSR
和 IGSR-W 在不同的图谱域截止频率设定下第 10
次迭代重建的重建误差。从图中可以看出，随着图

谱域截止频率的变化，所有重建算法具有相类似的

增长变化，其相对误差都随着图谱域截止频率的增

大而增大。由于采用了重建残差的局部均值和全局

偏置扩散，IGSR 和 IGSR-W 比 ILSR 和 IPR 在第

10 次迭代重建的误差拥有较低的重建误差。由于采

用了加权处理，IGSR-W 在 IGSR 的基础上提升了

算法性能，并且在各个图谱域截止频率上都保持稳

定。 
4.3 典型图结构 

现实世界中的大部分网络都可以划归为 3 种典

型的图结构：Erdos-Renyi 随机图(Erdos-Renyi 
Graph)、小世界图(Small-world Graph)和无标度图

(Scale-free Graph)。Erdos-Renyi 随机图是一种典型

的随机图结构，节点之间的连接关系由某个概率确

定。本次仿真生成了 40 个节点 Erdos-Renyi 随机图，

节点之间的连接概率为 0.10。小世界图是介于随机

图与规则图之间的典型图结构，图中大部分的节点

彼此不邻接，但是大部分节点可以从任一其他节点

经过有限步数跳转到达。采用 Watts-Strogatz 模 
型[15]产生 100 个节点的小世界图结构。第 3 个典型

的图结构是无标度图，其 主要的特点是其节点的

度分布服从幂律分布。采用 Barabasi-Albert 模型[16]

产生 200 个节点的无标度图结构。3 种典型结构中

的图谱域截止频率值均为 0.50。为了有效验证所有

算法重建性能，消除随机因素的影响，每种图结构

的实验结果为 100 次随机图结构的平均值。首先，

设置加权因子的参数值为 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 和 1.0，
分析 IGSR-W 算法的不同加权因子在 3 种典型图结

构下的表现。如图 4(a)所示(鉴于线条过多，仅选取

部分结果展示)，纵坐标为相对误差，横坐标为迭代

次数，IGSR-W 的不同加权因子在 3 种典型图结构

下具有稳定的性能，且在 Erdos-Renyi 随机图、小

世界图和无标度图上具有 快收敛速度的加权因子

分别为 0.2, 0.2 和 0.8。因此，依次将相关的加权因

子设置为 0.2, 0.2 和 0.8，分析所提算法与现有算法

之间的性能。如图 4(b)所示，对比 3 种图结构，算

法在小世界图结构的重建性能为 佳。对比其他重 

 

图 4 基于典型图结构的性能对比图 
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建算法，IGSR-W在3种典型图结构上具有较低的迭

代重建误差。由此可见，IGSR-W重建算法不拘泥

于某种特定的拓扑结构，具有普适性的特点，其局

部均值扩散算子与全局偏置扩散算子相辅相成，实

现对采样图信号的快速与稳定的重建。 

4.4 真实世界数据 
采用山东电网 2015 年的电力消耗数据[17]作为

真实世界的数据，验证所提出的重建算法与现有的

重建算法。图结构如图 5(a)所示，图结构的节点为

山东省 17 个地级市，节点之间的边为地级市之间的

电力连接线。采用局部集合分割方式构成采样集合，

其含有 7 个节点。关于真实系统中的图谱域截止频

率和加权因子的选定，可以将存储的历史数据或者

抓取的快照数据(snapshot data)投影至图谱域进行

观测，从而获取合适的参数值。因此，本次仿真设

定的图谱域截止频率为 0.55，设置加权因子为 0.2。
重建性能如图 5(b)所示，横坐标为迭代次数，纵坐

标为相对误差。从仿真结果中可以看出，与 ILSR
和 IPR 相比，IGSR 和 IGSR-W 具有更快的迭代收

敛速度；由于引入加权处理方式，IGSR-W 比 IGSR
具有更快的收敛速度。 

5  讨论与分析 

本文所提算法的研究对象为带限图信号，其

主要的特点为平滑性，也即，图结构中相关联节点

之间的图信号变化平缓，差异性较小。所提算法的

主要目的是建立采样信号与未采样信号的 3 层关联

体系：第 1 层是将采样信号投影至图谱域低通滤波

子空间获取的关联分量；第 2 层是将采样信号的重

建残差扩散至邻近区域内未采样节点的局部均值关

联分量；第 3 层是将采样信号的重建残差扩散至所

有未采样节点的全局偏置关联分量。由于节点之间

在邻近区域的紧密程度要大于图拓扑结构中的其它

区域，关联体系的第 2 层着重突出局部性与定位性；

而第 3 层则考量对原始信号的拟合与逼近，进一步 

充分挖掘和利用图拓扑结构，为局部区域提供差异

化信息，消除局部区域的过度一致化。所提算法的

应用场景可为：重建传感器网络中受损节点的数据、

估计调查问卷中未被问询的信息、以及分析推荐系

统中的未知用户信息等，具体内容参见文献[1-3,10]。 

当 IGSR-W 算法不进行加权处理，IGSR-W 算

法退化为 IGSR 算法；当 IGSR-W 算法中不进行加

权处理、局部均值扩散控制因子和全局偏置扩散控

制因子为零时，也就是在重建过程中不进行采样节

点重建残差的扩散，IGSR-W 算法退化为 ILSR 算

法；当 IGSR-W 算法中不进行加权处理且全局偏置

扩散控制因子为零时，也就是在重建过程中采样节

点的重建残差值仅扩散至与其有连接关系的邻居节

点，IGSR-W 算法退化为 IPR 算法。因此，IGSR-W

具有统一性与模块化的优越特点。 

此外，由于引入局部均值扩散过程和全局偏置

扩散过程，IGSR-W 要比 ILSR 和 IPR 消耗更多的

计算资源。但是，采用集中式的数据采样方式，原

始信号的重建过程通常是在一个被认为计算资源与

能量资源无限的数据处理中心完成，从而弥补了

IGSR-W 所引起的不足。 

6  结束语 

本文针对采样的带限图信号重建问题，提出了

未采样信号的构成框架，定义了局部均值扩散算子

和全局偏置扩散算子的概念，提出了基于扩散算子

的加权重建算法。 后采用实验方法，验证了所提

出算法的有效性。之后的研究者，可以根据实际系

统的需要，依托未采样信号的 3 层关联体系，设计

不同的局部均值扩散算子和全局偏置扩散算子，灵

活实现图信号的采样与重建过程。此外，本文采用

从历史数据或抓取的数据中获取加权因子，其 优

的获取方式将在后续研究中继续展开。 

 

图 5 真实世界数据的性能对比图 
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