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一类相互正交的最佳二元零相关区序列集构造法 
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摘  要：该文给出一类相互正交的二元零相关区序列集构造法。基于二元正交矩阵，首先构造得到了一类相互正交

的非周期互补序列集，进而构造了相互正交的二元零相关区序列集，每个序列集参数都是最佳的。同已有方法相比，

该文方法能生成更多的相互正交的二元零相关区序列集，解决了集合数目大于 2 且相互正交的最佳二元零相关区序

列集构造问题，可以为准同步码分多址系统提供更多的序列。 
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Binary Zero Correlation Zone Sequences 
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Abstract: A class of mutually orthogonal binary Zero Correlation Zone (ZCZ) sequence sets are constructed. Based 

on binary orthogonal matrices, numbers of mutually orthogonal aperiodic complementary sequence sets are 

constructed at first, then mutually orthogonal ZCZ sequence sets are obtained from these aperiodic complementary 

sequence sets. Each ZCZ sequence set is an optimal binary ZCZ sequence set. Compared with existing methods, the 

presented construction produces more mutually orthogonal ZCZ sequence sets.  As a result, the problem of 

constructing more than two optimal mutually orthogonal sets of binary ZCZ sequences is sloved by the presented 

approach and more sequences are produced for Quasi-Synchronous Code Division Multiple Access (QS-CDMA) 

systems. 
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1  引言  

零相关区(Zero Correlation Zone, ZCZ)序列是

近些年来最新提出的一类适用于准同步码分多址

(CDMA)通信系统 [1]的扩频地址码。在准同步

CDMA 系统中，只要通信用户信号的时间延迟不超

过一定范围(零相关区长度)，系统中的多址干扰和

多径干扰便可通过ZCZ序列理想的自相关性能及互

相关性能加以消除。一般说来，ZCZ 序列集合由 3
个参数刻画，即( , , )N M Z -ZCZ。其中N 表示序列长

度，M 表示序列集中的序列数目，Z 表示零相关区
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长度。根据 Tang-Fan-Matsufuji 界[2]可知，每一个

ZCZ 序列集合参数满足不等式 / 1ZM N ≤ ，特别地，

对于二元序列集，有 ( 1) / 1Z M N− ≤ 。当等号成立

时，称 ZCZ 序列集为最佳的。目前为止，ZCZ 序列

设计已经取得较为丰富的研究成果。大量参数达到

最佳的二元 ZCZ 序列集[3]、三元 ZCZ 序列集[4,5]、多

相 ZCZ 序列集[6,7]以及高斯整数 ZCZ 序列集 [8 10]− 已

经被构造出来。然而，这些成果都是针对单个 ZCZ
序列集构造方法的研究。 

在实际应用中，每个小区分配一个ZCZ序列集。

单个ZCZ序列集只能解决小区内用户间的多址干扰

以及用户信号与自身延时信号所造成的多径干扰，

来自相邻小区用户信号造成干扰依然存在。因此在

多小区环境下，每个小区应分配一个 ZCZ 序列集，

不同 ZCZ 序列集合之间应具有良好的互相关性能。

具有良好集间互相关的多个ZCZ序列集的构造方法

研究成为未来 ZCZ 序列设计的研究重点，主要分为
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以下几类：(1)相互正交的 ZCZ 序列集[11]；(2)具有

集间零相关区的多子集 ZCZ 序列集 [12 14]− ；(3)具有

集间低相关性能的多个 ZCZ 序列集[15]。针对多子集

ZCZ 序列集的研究成果还不是很多，文献[11]最早

在 2004 年提出相互正交的 ZCZ 序列集的概念，利

用迭代法构造了两个相互正交的 ZCZ 序列集。遗憾

的是，序列集合的数目局限为 2，远远达不到应用

的需求。2006 年，文献[16]利用完备序列做为初始

序列，成功构造了数目大于 2 的相互正交的 ZCZ 序

列集。然而序列集的参数依然达不到理论界限。近

年来，文献[17]利用 DFT 矩阵构造了数目大于 2 的

相互正交的多相 ZCZ 序列集，序列集参数也不能达

到理论界限。文献[18]将文献[17]方法进行扩展，构

造了第 1 例参数达到理论界限的相互正交多相 ZCZ
序列集，并且序列集合数目大于 2。一般来讲，在

实际应用中，二元序列相比多相序列更加容易实现，

因此二元序列应用更加广泛。然而上述几种方法主

要是针对多相序列进行构造。例如，文献[16]基于完

备序列。由于只存在一个长度为 4 的二元完备序列，

因此文献[16]的方法只能产生 2 例相互正交的二元

ZCZ 序列集。文献[17,18]则不能用于二元序列的构

造。目前来看，参数达到最佳的相互正交的二元零

相关区序列集的构造问题还没有得到解决。针对这

个问题，该文基于二元正交矩阵，通过构造一类相

互正交的非周期互补序列集，进而得到了相互正交

的二元 ZCZ 序列集。每个 ZCZ 序列集参数达到最

佳并且序列集数目大于 2。 

2  基本概念 

定义 1  两个长度为N 的序列a 和b，分别表

示为： ( (0), (1), , ( 1))a a a N= −a , ( (0), (1), ,b b=b  
( 1))b N − 。序列的非周期相关函数 , ( )C τa b 用式(1)

定义： 
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当 =a b 时，上述定义为非周期自相关函数，当

≠a b时为非周期互相关函数。序列的周期互相关函

数 , ( )R τa b 定义如式(2)： 

, , ,( ) ( ) ( )R C C Nτ τ τ= + −a b a b a b        (2) 

定义 2  设U 是包含有M 个长度N 序列的序

列集，如果对于任意 ,i j ∈u u U ，满足式(3)：  

,

0, ,  0 1
( )

0, ,  0 1

i j Z
R

i j Z

τ
τ

τ
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则序列集U 被称为零相关区(Zero Correlation Zone, 
ZCZ)序列集，序列集参数可以用( , , )N M Z -ZCZ 来

表示，其中N 表示序列的长度，M 表示序列集合中

的序列数目，Z 为零相关区的长度。 
定义 3  根据 Tang-Fan-Matsufuji 界[2]，对于参

数为 ( , , )N M Z -ZCZ 的二元 ZCZ 序列集有式(4)成
立： 

( 1) 1
2

M Z
N
−

≤               (4) 

当等号成立时，该零相关区序列集称为二元最佳

ZCZ 序列集。 
定义 4  令 0 1 1{ , , , }M−=A A A A 表示一个序列

集，该序列集含有M 个互补序列。其中每个互补序 
列可以用 { },0 ,1 , 1, , ,m m m m N−=A A A A 表示，每个互

补序列包含N 个长度为L 的子序列，表示为 ,m n =A  

, , ,( (0), (1), , ( 1))m n m n m na a a L − 。如果序列相关函数

满足： 

其它
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     (5) 

则称序列集 A 为非周期互补序列集，表示为

( , , )M N L -ACS，其中M 表示为互补序列数目，N 表

示每个互补序列包含的子序列数目，L 为子序列长

度。 

3  基于互补序列集构造零相关区序列集 

文献[3,12]给出了一类基于互补序列集构造零

相关区序列集的方法，基于这种思想，本文通过构

造相互正交的互补序列集合，进而得到了相互正交

的零相关区序列集。为了方便读者，下面给出基于

互补序列集的零相关区序列集构造法及证明。 

引理 1[12]  设一个序列集参数为( ), ,M N L -ACS
的互补序列集A，该互补集合包含有M 个序列的非 
周期互补序列 { }0 1 1, , , M−=A A A A ，每个互补序列

包含N 个子序列， { },0 ,1 , 1, , ,m m m m N−=A A A A ，子

序 列 ( ), , , ,(0), (1), , ( 1)m n m n m n m na a a L= −A 长 度 为

L 。构造序列集合 { }0 1 1, , , M−=S S S S ，其中每个

序列 mS 长度为2NL ，由子序列的顺序联接为 

(
)

,0 ,1 , 2 , 1 ,0

,1 , 2 , 1

, , , , , ,

          , , ,

m
m m m N m N m

m m N m N

− −

− −

= −

−

S A A A A A

A A A    (6) 

式中， ,0m−A 表示序列元素逐位取反，如： ,0m− =A  

( ),0 ,0 ,0(0), (1), , ( 1)m m ma a a L− − − − 。则序列集S 是一 
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个零相关区序列集合，参数为(2 , , 1)NL M L + -ZCZ。 
证明  设 1 2,m m ∈S S S ，计算互相关函数如下： 
当 0 1Lτ≤ ≤ − 时，有 
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当 1 2m m= , 0 1Lτ< ≤ − 或者 1 2m m≠ , 0 τ≤  

1L≤ − 时，都有 1 2, ( ) 0m mR τ =S S 。当 1 2m m= , 0τ =

时， 1 2, ( ) 2m mR NLτ =S S 。 

当 Lτ = 时，有 
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综合上述可知，引理成立。             证毕 

4  相互正交的零相关区序列集的构造 

步骤 1  设 i
j N N

u
×

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦U 和 i
j N N

h
×

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦H 表示两 

个N 行N 列的二元正交矩阵，满足 1N p= − , p 为
素数。 , i iu h 分别表示矩阵 , U H 的第 i 行， , j ju h 分

别表示矩阵 , U H 的第 j 列。 i
ju ， i

jh 分别表示矩阵

, U H 的第 i 行第 j 列元素。 
步骤 2  构造M 个互补序列集 { 0 1, , ,=A A A  

}1M−A ，其中每个序列集包含N 个互补序列，如

{ }0 1 1, , ,m m m m
N−=A A A A ，每个互补序列包含N 个

长度为L 的子序列，如 { },0 ,1 , 1, , ,m m m m
n n n n N−=A A A A , 

( ), , , ,(0), (1), , ( 1)m m m m
n q n q n q n qa a a L= −A 。具体构造如式

(9)： 

, ( )m n
n q q ta t u hς= ⋅              (9) 

式中，
1

mod 1
1

m
p

t
ς

⎛ ⎞+ ⎟⎜= −⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠+
，其中 0 1m M≤ ≤ − , 

0 , 1n q N≤ ≤ − , 0 1t L≤ ≤ − ,M L N= = 。 

更加具体地，式(9)得到的序列具体构造过程可

以用向量乘积的形式描述为 
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式中， ( )0 1 2 1, , , ,n n n n n
Lh h h h −=h 表示矩阵H 的第 n

行， ( )0 1 2 1, , , , L'
q q q q qu u u uς ς ς ς −=u 表示分别由矩阵U 的

第 0ς 行第q 列，第 1ς 行第q 列， ，第 1Lς − 行第q 列

元素组成的 1 维向量。 ( )0 ( 1)mod 1m pς = + − , 
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定理 1  对于互补序列集合 0 1{ , , ,=A A A  

1}M−A ，设 1 1
1
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n ∈A A , 2 2

2
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n ∈A A ，有式(10)成立： 
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证明  设 1 1 2 2
1 2

, m m m m
n n∈ ∈A A A A ，计算互相关

函数如下： 
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1− 。分以下几种情况讨论： 

(1) 1 2m m= , 0 1Nτ< ≤ − 时，有 1 1
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t τ
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，进一步得 1 2 modNς ς≠ 。根据

正交矩阵U 不同两行相互正交的性质可得

1 2, (0) 0R ς ς =u u ，因此有 1 2
1 2, ( 0)m m

n n
C τ =A A 。 

(2) 1 2 1 2, , 0m m n n τ= ≠ = 时，有 1 2ς ς= ，此时

1 2, (0)u uR Nς ς = ，可得 

1 2
1 2 1 2
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t t
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(3) 1 2, 0m m τ≠ = 时，有 1 2 modNς ς≠ ，故

1 2, (0) 0R ς ς =u u ，因此有 1 2
1 2, ( )m m

n n
C τ =A A 0。 

综合 3 种情况，可得定理成立。       证毕 
定理 1 得到了N 个互补序列集( ), ,N N N -ACS，

不同集合间的互补序列是正交的，即同相非周期相
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关函数值为零。下面利用互补序列集来构造零相关

区序列集。 

定理 2  设{ }| 0 1m m N≤ ≤ −A 是由定理 1 得 

到的N 个互补序列集( ), ,N N N -ACS。基于每个互补

序列集 mA 按式(6)构造一个序列集 mS ，可知每个序

列集 mS 包含有 N 个长度为 22N 的序列， m =S  

{ } ( )2
0 1 1, , , , = (0), (1), , (2 1) ,m m m m m m m

N n n n ns s s N− −S S S S

0 , 1m n N≤ ≤ − 。则每个序列集 mS 是一个参数为

( )22 , , 1 -ZCZN N N + 序列集，且集合 0S , 1S , , 1N−S

是相互正交的。 
证明  根据引理 1，由于序列集 mA 是一个互补

序列集 ( ), ,N N N -ACS，因此按式(6)构造的序列集 
mS 是一个零相关区序列集( )22 , , 1 -ZCZN N N + 。下

面证明不同集合是正交的。 
设 1 1 2 2

1 2 1 2, ,0 1m m m m
n n m m N∈ ∈ ≤ ≠ ≤ −S S S S 。

计算同相互相关函数如式(13)： 

1 2 1 2
, ,1 2 1 2

1

, ,
0

(0) 2 (0)m m m m
n n n q n q

N

q

R C
−

=

= ∑S S A A        (13) 

根据定理 1 可知，当 1 2m m≠ 时， 1 2
, ,1 2

1
,0

(0)m m
n q n q

N

q
C

−

=∑ A A  

0= ，因此有 1 2
1 2, (0) 0m m

n n
R =S S 成立。           证毕 

5  序列集性能分析及对比 

定理 3  序列集 mS 参数达到理论界限，是最佳

二元 ZCZ 序列集。 
证明  由定理 2 可知，序列集 mS 参数为 2(2 ,N  

, 1)N N + -ZCZ。可得 

( )2 1
( 1 1) 2

2
N N N+ − =          (14) 

根据定义 3，序列集 mS 参数达到了理论界限，是最

佳二元 ZCZ 序列集。                      证毕 
表 1 对目前已有的几类相互正交的零相关区序

列集构造法进行对比。 
文献[11,19]方法构造了相互正交的二元零相关

区序列集，其参数达到了最佳。然而序列集数目局

限为两个，远远不能达到应用的需求。文献[16]利用 

完备序列做初始序列，首次得到了数目大于 2 的相 
互正交的 ZCZ 序列集，遗憾的是序列集参数不能达

到理论界限。由于完备序列存在数目非常有限，尤

其对于二元序列，只存在长度为 4 的二元完备序列。

因此文献[16]的方法只能构造出两类相互正交的二

元 ZCZ 序列集，即k 个相互正交的( )4 ,2 , 3n n -ZCZ，
其中 {2, 4}n = ,k n< 。文献[17,18]利用 DFT 矩阵构

造了相互正交的多相 ZCZ 序列集，序列集合数目大

于 2，且序列集参数达到了多相 ZCZ 序列集的理论

界限。因此相互正交的最佳多相零相关区序列集构

造问题已经解决[18]。然而文献[17,18]方法不能用于

构造二元序列。本文提出的构造方法可以得到数目

大于 2 且序列集参数达到理论界限的相互正交的二

元 ZCZ 序列集，因此相互正交的二元最佳 ZCZ 序

列集构造问题得以解决。 

例 1  设 4N = ，取两个 4 4× 阶二元正交矩阵

如下，利用“＋”表示“1”，“−”表示“ 1− ”。 

,  

+ + + + − + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + − − + − + +
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ − + − + + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + + − + + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

U H  

基于正交矩阵构造得互补序列集合 { 0 1 2, , ,A A A  

}3A 。以互补序列集合 0A 为例具体描述构造步骤如

下。 

当 0m = 时，首先计算得 0 1 20, 2, 1ς ς ς= = = , 

3 3ς = 。构造互补序列集合 { }0 0 0 0 0
0 1 2 3, , ,=A A A A A ，

其 中 { } {0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0,0 0,1 0,2 0,3 1 1,0 1,1 1,2, , , , , , ,= =A A A A A A A A A  

} { } {0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1,3 2 2,0 2,1 2,2 2,3 3 3,0 3,1 3,2, , , , , , , ,= =A A A A A A A A A A

}0
3,3A 。具体地 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 2 0 1 0 3 0
0,0 0 0 0 1 0 2 0 3

0 0 0 2 0 1 0 3 0
0,1 1 0 1 1 1 2 1 3

0 0 0 2 0 1 0 3 0
0,2 2 0 2 1 2 2 2 3

0 0 0 2 0 1 0 3 0
0,3 3 0 3 1 3 2 3 3

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

u h u h u h u h

u h u h u h u h

u h u h u h u h

u h u h u h u h

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = −++−

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = −−++

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = −+−+

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = −−−−

A

A

A

A

 

表 1 几类相互正交的 ZCZ 序列集 

方法 序列集数目 序列集参数 相数 是否最佳 

文献[11] 2 ( )1
0 0 0 04 ,2 ,2 1n m nL M M L− + -ZCZ 二元 是 

文献[19] 2 ( )22 ,2 ,2 1m mM M+ + -ZCZ 二元 是 

文献[16] n ( ), , 1mn n m − -ZCZ 二元、多相 否 

文献[17] T ( ), / ,TN N T T⎢ ⎥⎣ ⎦ -ZCZ 多相 否 

文献[18] T ( ), ,TN N T -ZCZ 多相 是 

本文定理 2 N ( )22 , , 1N N N + -ZCZ 二元 是 
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因此互补序列 0
0 { ; ; ;= −++− −−++ −+−+ −−A  

}−− 。同理可得 0
1 { ; ; ;= +−+− ++++ +−−+A  

0
2}; { ; ; ; };++−− = ++−− +−−+ ++++ +−+−A  

{ }0
3 ; ; ;= ++++ +−+− ++−− +−−+A 。利用互 

补序列集 { }0 0 0 0 0
0 1 2 3, , ,=A A A A A ，按照式(6)构造 

零相关区序列集合如下： 

{ }0 0 0 0 0
0 1 2 3

0
0

0
1

0
2

0
3

, , ,

( ++ ++ + + +

         +++ + )

(+ + +++++ +++ + +

         ++++ ++ ++ )

(++ + ++++++ + +++

        + + + )

(+++++ + ++ + + +

        + +++ +

=

= − −−− − − −−−− −−

− −−−−−

= − − −− −−− −

− − −−

= −− −− − −−−

−− −−−− − −

= − − −− −− −−−−

− −−− −−

S S S S S

S

S

S

S

)

 

同理，由定理 2 可得其他 ZCZ 序列集合

{ }1 2 3, ,S S S 如下： 

{ }1 1 1 1 1
0 1 2 3

1
0

1
1

1
2

1
3

, , ,

( + + ++ ++++++ + +

        ++ ++ )

(+ ++ + ++ ++ +

       + ++ )

(++++++ + + ++ +

        + + + ++ )

(++ ++++ ++ + + ++++

        +++ + + +

=

= − − − − −− − −−

−−−−− −−

= −− − −−− −−−−− −

− − −−−−−−

= −−− − − −−−−−

−− − −− −

= −− − −− − −−

−− − −

S S S S S

S

S

S

S

)

{ }2 2 2 2 2
0 1 2 3

2
0

2
1

, , ,

( ++++++ ++ + + ++ +

       ++++ ++ + )

(++++ +++ + ++

       ++ + + ++ )

=

= −− − − − − −−

−− − −

= −− − −− −−−−−−

− − − − −

S S S S S

S

S

2
2

2
3

(+ + + +++ ++

        + + ++ )

(+ + ++ ++++ ++ + +

        ++ ++)

= −− − − −−−−−−− −

− − −− −−−−

= − −− − −− − − −

−−−−−−−

S

S
 

{ }3 3 3 3 3
0 1 2 3

3
0

, , ,

(++++ + + +++ +

         + +++ + +)

=

= − − −− −− −−−−−

− −− −−

S S S S S

S

3
1

3
2

3
3

( +++ +++++ + +++ +

         + + +)

( + ++++++ + +++ + ++

         ++ ++ ++)

( ++ ++ + + + ++

        + + + )

= −− −− − − −− −

− −−−−− −

= − − −− −− − −

− −−−

= − − −− − −−−−− −−

−−− − −−−−

S

S

S

 

可以验证每个序列集是一个二元零相关区序列

集，参数为 (32, 4,5) -ZCZ，达到理论界限，并且不

同集合是相互正交的。部分相关函数分布如图 1-图
4 所示。 

由图 1，图 2 可知，序列集合 0S 中序列的自相

关函数与互相关函数在一个零相关区内为零，序列

集是一个零相关区序列集。图 3，图 4 表明，不同

序列集合中的序列互相关函数值在位移 0τ = 处为

零，是相互正交的。因此得到的 4 个 ZCZ 序列集 

{ }0 1 2 3, , ,S S S S 是相互正交的序列集。 

6  结束语 

本文基于二元正交矩阵，首先构造了一类非周

期互补序列集。每个集合都是完全互补序列集，不

同序列集合间的序列的同相互相关为零。基于这类

互补序列进一步构造了相互正交的零相关区序列

集。序列集参数达到二元 ZCZ 序列集的理论界限，

是一类相互正交的最佳二元 ZCZ 序列集，这是已有

方法不能得到的。本文提出的方法在理论上解决了

相互正交的最佳二元 ZCZ 序列集的构造问题，填补

了序列存在表的空白。在应用上可以为多小区准同

步 CDMA 系统提供更多的可用序列。 

 

图 1 序列 0
0S 的自相关函数分布                         图 2 序列 0

0S 与 0
1S 互相关函数分布 
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图 3 序列 0
0S 与 1

0S 互相关函数分布                       图 4 序列 2
0S 与 3

0S 互相关函数分布 
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