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基于空域稀疏性的方位依赖阵列误差校正算法 

李存勖    陈伯孝
* 

(西安电子科技大学雷达信号处理国家重点实验室  西安   710071) 

摘  要：针对方位依赖阵列误差的校正问题，通过引入少量精确校正的辅助阵元，该文给出一种基于空域稀疏性的

方位依赖阵列误差校正算法。将受方位依赖阵列误差扰动的阵列流型表示为理想情况下的阵列流型与幅相误差系数

矩阵的乘积形式。同时利用接收信号的空域稀疏性，对接收信号进行稀疏表示，将阵列误差自校正问题转化为一个

二元 优化问题，再通过交替迭代的优化方式求得两个优化变量的 优解，从而实现了信号方位与方位依赖阵列误

差的联合估计。该文所提算法相比于已有算法性能提升明显，参数估计性能优于传统算法且接近参数估计的

Cramer-Rao 下界，仿真实验也验证了算法的有效性和优越性。 
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Direction-dependent Array Errors  
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,
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Abstract: For calibration of direction-dependent gain-phase errors, with a few precisely calibrated instrumental 

sensors, a method that jointly estimates the direction-dependent gain-phase errors and the target azimuth by 

spatial sparsity of the signal is proposed. The array manifold that perturbed by direction-dependent gain-phase 

errors is denoted by the multiplication form of ideally array manifold and a gain-phase errors coefficient matrix, 

then the received signal is represented by sparse form. The calibration for gain-phase error problem is formulated 

as a dual optimization problem, through alternating iterative optimization method to acquire the optimal solution 

of the two optimization variables, so as to realize the signal incident angle and azimuth dependent amplitude and 

phase errors of the optimized calculation. In this paper, the proposed algorithm has better performance than the 

existing algorithm, performance of the proposed algorithm is approximate to the Cramer-Rao low bound. The 

simulation experiments verify the effectiveness and superiority of the proposed algorithm. 
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1  引言  

信源的波达方向(Direction Of Arrive, DOA)估
计是阵列信号处理的重要内容之一，并在雷达、声

呐、地质勘探等领域具有广泛的应用，其中以

MUSIC和ESPRIT为代表的子空间类算法[1]引起了

广泛的关注与研究。然而在工程应用中，受到各种

现实因素的影响，实际的阵列往往会受到一定程度

误差(如阵列幅相误差、阵元位置误差和阵元互耦 
等)的影响，使得实际的阵列流型矩阵与噪声子空间
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之间的正交性有所减弱，导致传统的 DOA 估计算

法的性能急剧下降，甚至失效[2,3]。因此，对存在误

差的阵列进行误差校正具有重要的意义。 
已有的阵列误差校正算法主要分为有源校 

正 [4,5](active calibration) 和 自 校 正 [6,7](self- 
calibration)两大类。其中，有源校正需要预先设置

已知方位的校正源，然而，实际的工程运用中，校

正源的方位往往与预设值存在一定的偏差，此时有

源校正算法的性能将严重恶化。并且当周围电磁环

境发生变化时，阵列误差的校正结果也需要同时进

行更新。自校正类算法则同时对信源的 DOA 和阵

列误差参数进行估计，因此该类算法在实时性上要

求较高。在实际的工程应用中，阵列误差的影响往

往与信源的 DOA 相关，相关文献将这种随信源方
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位变化的阵列误差形式定义为方位依赖的阵列误

差。首先，当各阵元的方向图不一致或阵元不满足

各向同性时，传统的方位无关的阵列误差模型并不

适用，需要采用方位依赖的阵列误差来对误差信号

进行建模。其次，当多种误差形式(幅相误差、阵元

位置误差和阵元互耦等)同时存在时，单一的误差模

型已经不能够表示其对阵列的综合影响，需要采用

方位依赖的误差模型。对于该类方位依赖的阵列误

差问题已有一些文献进行了研究，文献[8]提出了一

种基于辅助阵元的方位依赖阵列误差自校正方法

(ISM)，该方法实现了信源方位及其幅相误差的‘去

耦合’估计，只需要通过 1 维搜索即可在无需提前

知道阵列幅相误差的情况下获得方位估计值。文献

[9]提出了一种确定信号模型条件下信号方位及其方

位依赖的阵列误差的交替投影 大似然自校正算

法，并推导了确定信号模型条件下存在阵列误差时，

参数估计的 Cramer-Rao 下界。 
稀疏重构 [10 12]− 是信号处理领域内兴起的新技

术，近年来得到了广泛的关注。基于稀疏重构的方

法利用了实际信号的空域稀疏性，与传统的子空间

类算法相比，稀疏重构类算法在低信噪比、有限快

拍数以及空间相邻信号的情况下具有明显的优势。

本文针对方位依赖的阵列误差自校正问题，在传统

阵列误差校正研究的基础上，结合实际信号的空域

稀疏性，提出了一种基于空域稀疏性的方位依赖阵

列误差自校正方法。通过对信号的稀疏化表示，将

阵列误差自校正问题转化为信号的稀疏重构问题，

后通过迭代求解的方式估计出所有的误差参数，

同时对信源的 DOA 进行估计。相比于已有的阵列

误差校正算法，本文算法参数估计性能较优，仿真

实验也验证了本文算法的有效性和优越性。 

2  方位依赖阵列误差的信号模型 

假设一任意几何结构的M 元阵列，在阵列远场

处有K 个窄带点源信号入射。使用P 个精确校正的

辅助阵元[8]与存在方位依赖幅相误差的M 元阵列构

成一个N (N P M= + )阵元阵列。则该组合阵列输

出信号可以表示为 

( ) ( ) ( ), 1,2, ,t t t t T= + =x Bs n      (1) 

式中， ( )ts 为接收信号的复包络， ( )tn 为与信号 
( )ts 统计独立的零均值加性复高斯白噪声，T 为采 

样点数。 ( ) ( ) ( )1 1, , , , , , ,k k K Kθ θ θ⎡ ⎤= ⎣ ⎦B b b bδ δ δ 为受

阵列误差扰动的阵列流型矩阵，其中， ( ),k kθ =b δ  

( )k kθaΓ , T Tdiagk P k
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦1Γ δ , P1 为P 维全 1 列向

量， kδ 是 kθ  对应的阵列误差向量，结构为 1M × 的

列向量，其中的元素表示对应阵元的方位依赖的阵

列误差，在仿真实验中我们将 kδ 的每个元素拆分为

幅度误差因子和相位误差因子两部分，并通过对各

因子的估计性能的统计衡量算法的参数估计性能。 

可将 ( )kθa 分块表示为 ( ) ( ) ( )
T

T T
1 2=k k kθ θ θ⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦a a a ，

其中 ( )1 kθa 是P 维列向量， ( )2 kθa 是M 维列向量。

于是代入 ( )1 kθa 和 ( )2 kθa ，可以将 ( ),k kθb δ 改写为式

(2)的形式： 

( ) ( )
( )

( )

( )　

1

2

,
diag

1
              

k PM

k k k k
M k

k k
k

θ
θ θ

θ

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥⋅ =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

a O
b a

a

T

0
δ Γ

ρ
δ

  (2) 

式中， ( )kθT 是由阵列流型决定的 ( )1N M× + 阶矩

阵，
T

T1k k
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ρ δ 是关于方位依赖阵列误差的 1M +

维列向量。 

根据子空间分解理论，文献[8]提出了一种方位

依赖阵列误差自校正的辅助阵元法(ISM)如式(3)： 

( )

( ) ( )min min

arg min det

,   1 1

k

k e e

θ
θ

θ

⎫⎡ ⎤ ⎪= ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪⎪⎬⎪⎡ ⎤ ⎪= = ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪⎭

Q

Q

θ

ρ
       (3) 

式中， ( ) ( ) ( )H H= , N N Nθ θ θQ T U U T U 是噪声子空间

的样本估计值，min[ ]e i 为矩阵 小特征值对应的首一

特征向量， det[ ]i 表示求矩阵的行列式。 
值得注意的是，为了保证参数估计的一致性，

对于文中的基于辅助阵元的阵列误差校正算法，必

须满足以下两个条件：(1) 1P K≥ + ，即辅助阵元

的个数要大于信源的个数；(2)受阵列误差扰动后的

阵列流型满足‘无秩 1M − 模糊’，即任意M 个扰动

后的阵列流型向量线性独立。 

3  基于空域稀疏性的方位依赖阵列误差校

正算法 

为了实现对阵列误差和信源方位的联合估计，

首先对上述的信号模型进行稀疏化处理[13]。假设集 
合 { }1 2, , , Lθ θ θ=Θ 构成的角度网格覆盖了信源所 

有可能的入射方向，其中L N K> ，并假设实际

信源数目 K 已知。定义稀疏向量 ( ) 1 2[ , , ,t s s=s  

]Ls ，其中的元素的位置与信源的真实方位角度存在

一一对应关系，具体定义为 

( )
( ) 　

其他

,   

0,      

lk k
l

t
t

θ θ⎧⎪ =⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩

s
s           (4) 

于是基于空域稀疏性，信号模型转化为 
( ) ( ) ( ), 1,2, ,t t t t T= + =x Bs n      (5) 
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    将存在阵列误差条件下的阵列流型向量 ( ),k kθb δ

表示为理想条件下的阵列流型向量 ( )kθa 与方位依

赖的阵列误差的 Hadamard 积形式，即为 ( ),k kθb δ  

( )
P

k
k

θ
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

a
1

δ
, 表示矩阵的 Hadamard 积，此时， 

根据稀疏字典表示的阵列流型矩阵可以表示为 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 1 2 2

1 2
1 2

, , ,

  

  

L L

P P P

L
L

θ θ θ

θ θ θ

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤

⎡ ⎤ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
=

B b b b

a a a

A

1 1 1

δ δ δ

δ δ δ

Θ Γ  (6) 

式中， ( )A Θ 表示理想条件下阵列流型矩阵，Γ 表

示方位依赖的阵列误差系数矩阵，这里定义Γ 只在

对应真实信源波达方向的位置非零，即Γ 具有稀疏

性。 
式(6)表示成矩阵形式时，可以写为 

= +X BS N        (7) 

其中， ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[　1 , 2 , , , 1 , 2 , ,x x x T n n= =X N  

( )]n T , ( ) ( ) ( )[ ]1 , 2 , ,s s s T=S ，式(7)就是基于空域

稀疏性的接收信号模型。 

为了抑制噪声并减少算法的计算量[10]，对式(7)
进行奇异值分解： 

H=X U VΛ                (8) 

同时，令 SV K K= =X U D XVDΛ , SVX 为M K×  

维矩阵，并且包含信号的绝大部分能量，其中

( )K K K T K× −
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦D I 0 。同时，令 SV K=S SVD , SV =N  

KNVD ，就得到式(9)的形式。 

SV SV SV= +X BS N          (9) 

为了对阵列进行自校正并同时得到阵列误差条

件下的信号波达方向，将阵列误差自校正问题转化

为如式(10)表示的稀疏重构问题： 
2

,0,
min
SV

SV SV SVF
λ ∞− +

S B
X BS S       (10) 

式中， Fi 表示 Frobenious 范数， ,0∞S 是一个混合

范数，定义为 ,0
0

pqq∞ = ∑S S , 0i  表示 0 范

数， 0λ > 为归一化参数。 

从表达式上可以看出，式(10)属于二元优化问

题[11]，优化变量为 SVS 和B，若对式(10)所表示的问

题直接求解，计算过程将会相当复杂且计算量较大。

因此，本文采取交替迭代优化的方法，在每一轮迭 
代运算过程中，先固定B为 ( )1j−B ，求解 ( )j

SVS ，代入

优化表达式，再对 ( )jB 进行求解。 ( ) ( )1 , j j−B B 和 ( )j
SVS  

分别表示优化变量B和 SVS 在第 1j − 次和第 j 次的

迭代过程中的中间变量，且 ( ) ( ) ( )j j=B A Θ Γ 。 

在第 j 次迭代过程中，固定B，求解的优化问

题转化为[12,14] 
( ) 21

,0
min , s.t. 

SV

j
SV SV SVF

K−
∞− =

S
X B S S  (11) 

对于式 (11)，我们采用一种正交 小方差

(orthogonal least squares)的解法[15]，定义一个集合 
Ω，它表示B的 ( )j

SVS 支撑集，包含了B中不为零的

列的序号，下面我们将循环求解 ( )j
SVS 以及 ( )jB ，求

解的步骤如下： 
第 1 步  令 0 SV=R X , 0 = ∅Ω ，设β 是支撑

集中的一个元素，β 可以通过下式求解 

( )1 1

H H
1 1argmin

k kk k
pqp p

β
− −− − ∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ B R B RΩ Ω  (12) 

其中，
1k−

BΩ 表示在第 1k − 循环中由支撑集 1k−Ω 中

的元素对应于B中的列向量构成的集合； 
第 2 步  更新 1k k β−= ∪Ω Ω , 

kk SV= −R X BΩ  

( ) 1H H
k k k SV

−
⋅ B B B XΩ Ω Ω ； 

第 3 步  更新循环次数 1,2, ,k K= ， 后把 

KΩ 赋值给Ω，即 K=Ω Ω ； 
第 4 步  定义集合SΩ ，此集合表示 ( )j

SVS 的非零

列的集合，且 ( ) 1H H
SV

−
=S B B B B XΩ Ω Ω Ω Ω ，此时我

们就求解出了 ( )j
SVS ； 

第 5 步  将 ( )j
SVS 代入式(11)，求解 ( )jB ，式(11)

的优化问题就转化为 

( )

( ) ( )

1

21argmin
j

jj
SV SV F−

−−
B

X B S        (13) 

在信噪比较低或信号快拍数较少时，受到噪声

或数据长度短等因素的影响，第 4步优化得到的 ( )j
SVS

与真实的 SVS 会有较大的偏差，在对式(13)的求解过

程中，会产生较多的数值错误，为了避免这些错误，

我们将式(13)进行向量化变换，其结果如式(14)所

示。 

( )
( ) ( )( )( ) ( )( )

1

2T 1argmin vec vec
j

j j
SV NSV

F−

−− ⊗
B

X S I B (14) 

式中， vec()⋅ 表示矩阵的向量化， ⊗ 表示矩阵的

Kronecker 积，式 (14) 的闭式解为 ( )( )vec j =B  

( )( )( ) ( )
T

vecj
N SVSV

+

⊗S I X , +( )i 表示矩阵的 Moore- 

Penrose 伪逆。 后，可通过 ( )( )vec jB 恢复 ( )jB ，根

据式(6)幅相误差系数矩阵 ( ) ( ) ( ) ( )1j j −= B AΓ Θ , 
( ) ( )1−A Θ 表示 ( )A Θ 中各元素分别取倒数。 ( )jΓ 的非

零列就对应第 j 次迭代过程中K 个入射信号的方位

依赖幅相误差； 
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第 6 步  更新迭代次数 1j j= + ，重复第一步，

直到达到终止条件 ( ) ( )1

2

j j ε−− <Γ Γ ，结束循环。

0ε > 为迭代收敛门限。 

通过上文中算法的运算过程，文中算法采用循

环迭代的方式进行求解，在每次迭代的过程中，运

算主要集中于对于残差项的 Moore-Penrose 伪逆的

求解过程和一些矩阵与矩阵的相乘。在算法的第 2
步，第 4 步和第 5 步的求解过程，需要对一些中间

残差矩阵进行 Moore-Penrose 伪逆的求解，求解的

计算复杂度依次为 3KN , 3K 和 3 3K N ，而其他中间

过程的矩阵相乘运算的计算复杂度总和为 2KNL  

( )22 +2K N K L N+ + 。因此总的计算复杂度为 
( )2 3 3 3 32 2 +2KNL K N K L N KN K K N+ + + + + 。 

本文中的算法为迭代算法，迭代算法往往需要

好的初值，初值的选取对于算法参数估计的性能影

响较大。在阵列受到何种误差形式未知时，我们假

设方位依赖的阵列误差矩阵的初始值为全 1 矩阵的

形式。仿真实验也表明这种初始值的选取方法简便

且能够得到良好的收敛性。 

4  仿真与分析 

本节通过计算机仿真实验对文中的基于空域稀

疏性辅助阵元法算法(ISM-SR)与文献[8]的辅助阵

元法(ISM)和阵列误差条件下的 CRLB 进行比较。

仿真中假设噪声为加性复高斯白噪声。假设阵列流

型为 13 元均匀线阵，阵元间隔为半波长，其中前 3 

个阵元为辅助阵元，后 10 个阵元存在方位依赖的阵

列误差，现有 2 个等功率的远场辐射信号到达阵列，

入射角度为21°和 11− ° (以阵列法线方向为准)，随机

产生两个信源对应的阵列误差向量，分别产生误差

向量的幅度和相位，即对应于各阵元的幅度误差因

子和相位误差因子，并记录如下：对应于入射角度 

21°的信号的幅度误差因子分别为 1.4501, 1.1068, 

1.3913, 1.1372, 0.8759, 0.9534, 0.9565, 1.3214, 

1.1154 和 1.4218，相位误差因子分别为− 87.2500 ° , 
− 9.8835 ° , − 6.1192 ° , 34.1753 ° , − 59.5764 ° , 
36.7547 ° , 62.3206 ° , − 53.5257 ° , 60.8596 ° 和
32.6299 °；对应于入射角度 11− °的信号的幅度误差

因子分别为 0.7311, 0.8746, 1.3847, 0.9874, 0.9860, 
1.2621, 0.5185, 0.9447, 1.2919 和 1.2382，相位误差

因子分别为 44.4214 ° , 77.7275 ° , − 18.5872 ° , 
79.5485 ° , 43.2985 ° , − 14.6448 ° , 4.5264 ° , 
30.9856 ° , − 86.4651 °和− 21.6922 °。 

仿真实验 1：参数估计性能随信噪比的变化 
在 300 个快拍的条件下，进行 500 次蒙特卡

罗实验，仿真各种算法的测向均方根误差、幅度因

子估计均方根误差、相位误差因子估计均方根误差

随信噪比的变化曲线。定义阵列增益校正误差为 

1 1

1 M K

ij ij
i j

g g
MK = =

−∑∑ ， 阵 列 相 位 校 正 误 差 为 

1 1

1 M K

ij ij
i jMK

Φ Φ
= =

−∑∑ ，其中 , , ijij ijg g Φ 和 ijΦ 分别为 

j 个扰动阵元对应于第 i 个信源的方位依赖的增益

与相位误差的估计值和真实值。采用均方根误差作

为算法性能的指标，DOA 估计的均方根误差定义为 

( ) ( )2
1 1

1 1
RMSE

K L

kl k
k lK J

θ θ θ
= =

= −∑ ∑ ，其中L 是蒙特 

卡罗实验的次数，K 是信源的个数， kθ 是第k 个信

源的真实入射角， klθ 是对第 k 个信号的 l 次蒙特卡

罗实验估计的角度值。得到的实验结果如图 1 所示。 
仿真实验 2：参数估计性能随快拍数的变化 
保持仿真实验 1 中两目标的入射角度及其对应

的幅度误差因子和相位误差因子不变，信噪比设定

为 10 dB，对参数估计性能随数据采样点数的变化

进行仿真，进行 500 次蒙特卡罗实验，得到的实验

结果如图 2 所示。 
通过两组仿真实验的结果可以看出，随着信噪

比和采样点数的增加，各算法的参数估计性能均相

应提高。同时，本文提出的 ISM-SR 算法相比于文 

 

图 1 参数估计均方根误差随信噪比变化的曲线 
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图 2 参数估计均方根误差随采样点数变化的曲线 

献[8]中的 ISM 方法参数估计性能提升明显，且更靠

近参数估计的 Cramer-Rao 下界。对比幅相误差因

子的估计结果可以发现，本文算法对幅度误差因子

的估计结果只是略优于 ISM，但是对于相位误差因

子的估计性能提升明显，这也是本文算法对信源方

位估计精度明显优于 ISM 的主要原因。 

5  结束语 

本文针对方位依赖的阵列误差自校正问题，在

已有的研究基础上，借助少量精确校正的辅助阵元，

提出了一种基于空域稀疏性的方位依赖幅相误差自

校正算法。该方法能够对信源方位和其对应的阵列

误差进行无模糊联合估计，适用于多种阵列误差如

阵元互耦、幅相误差和阵元位置误差共存的情况。

本文算法相比于已有算法，参数估计性能提升明显，

仿真实验也验证了本文算法对方位依赖的阵列误差

具有优良的校正性能。 
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