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基于差集构造零相关区高斯整数序列集 
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摘  要：该文给出一类零相关区高斯整数序列的直接构造法。该方法基于差集，利用移位序列得到一类零相关区高

斯整数序列集，并且序列集的零相关区长度以及元素取值可灵活设定。由于差集的研究成果非常丰富，因此该方法

可以为 CDMA 通信系统提供大量零相关区高斯整数序列集。 
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Construction of Zero Correlation Zone Gaussian Integer 
Sequence Sets Based on Difference Sets 

LIU Tao    XU Chengqian    LI Yubo 
 (School of Information Science & Engineering, Yanshan University, Qinhuangdao 066004, China) 

Abstract: A unified construction of Guassian integer sequence sets with Zero Correlation Zone (ZCZ) is presented. 

Based on difference sets, optimal or almost optimal ZCZ Gaussian integer sequence sets are constructed using shift 

sequences, whose ZCZ length and alphabets can be flexibly chosen. Since the study of difference sets has achieved 

abundant accomplishment, then the presented method will produce an abundance of ZCZ Gaussian integer 

sequence sets for CDMA systems. 
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1  引言  

高斯整数序列是定义在高斯整数集合上的序

列，其序列元素的实部与虚部都为整数。近年来，

具有良好相关性能的高斯整数序列被应用于

CDMA 通信系统[1]，因此高斯整数序列的设计研究

受到关注。然而由于高斯整数集合上的序列设计缺

少成熟的数学工具，导致高斯整数序列设计成果并

不是很多。早在 1994 年，Fan 等人[2]构造了一类高

斯整数序列，其周期自相关函数在位移不等于

/4N , /2N , 3 /4N 时都等于零。2012 年，文献[3]利用

定义在集合{ }0, 1, j± ± 上的 8 个基序列进行线性组

合，构造了长度为偶数的完备高斯整数序列。近些

年，组合设计被应用到高斯整数序列设计中来，得

到一些重要成果。文献[4,5]利用差集构造了完备高
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斯整数序列。文献[6]利用分圆类构造了长度为奇素

数的完备高斯整数序列。文献[7]利用二元伪随机序

列构造了一类长度为 2 1m − 的完备高斯整数序列。

Pei 等人[8]和 Chang 等人[9]则分别构造了任意长度的

完备高斯整数序列。还有另外一些方法，如文献[10]
利用整数集上的多电平完备序列构造了完备高斯整

数序列。文献[11]构造了一类含有较多零元素的稀疏

完备高斯整数序列。文献[12]利用交织法构造了长度

为偶数的完备高斯整数序列。 
零相关区序列 [13 15]− 是近些年来序列设计领域

新的研究方向，目前已经取得大量研究成果。然而

已有的零相关区序列设计方法都是针对于传统的单

位圆上的复数根序列，零相关区高斯整数序列设计

的研究成果非常少。文献[15,16]利用完备高斯整数

序列构造了零相关区高斯整数序列。基于二元二值

自相关序列，文献[17]给出了一类高斯整数序列构造

方法，可以设定序列元素及相关区长度等参数。然

而，由于二元二值自相关序列长度局限为 2 1n − ，

因此该方法得到的零相关区高斯整数序列集参数受

到一定限制。本文将文献[17]方法进行推广，提出一

类新的零相关区高斯整数序列集的直接构造法。基

于任意参数的差集构造零相关区高斯整数序列集。
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文献[17]的方法是本文方法的一类特殊情况。根据不

同的差集，本文方法可以构造出多个具有不同参数

形式的零相关区高斯整数序列集。 

2  基本概念 

定义 1  设 ( (0), (1), (2), , ( 1))u u u u N= −u 是一

个长度为N 的复数序列，序列中的元素取自集合

{ }a bj+ ，其中 a 和b 为整数， 1j = − ，则称序列

u为高斯整数序列。 
定义 2  设 iu , ju 是两个长度为L 的复数序列，

序列的周期互相关函数定义为 
1

*
,

0

( ) ( ) ( )
i j

L

i j
t

R u t u tτ τ
−

=

= +∑u u         (1) 

其中， 0 Lτ≤ < ，下标模L 运算， ( )∗i 表示取复共

轭。当 i j= 时，称为序列 iu 的自相关函数，可以用

( )
i

R τu 表示。 

定义 3  设U 是一个序列集合，包含有M 个长

度为N 的序列。对于任意 ,i j ∈u u U ，若当 1Zτ ≤ − , 
i j≠ 或者 0 1Zτ< ≤ − , i j= 时，序列周期相关 

函数都满足： , ( ) 0
i j

R τ =u u 。则序列集U 称为零相 

关区(ZCZ)序列集，表示为( , , )N M Z -ZCZ，其中N

表示序列长度，M 为序列集中的序列数目，Z 为零

相关区长度。 

定义 4  设一个零相关区序列集 ( , , )N M Z  

-ZCZ，由 ZCZ 序列集的理论界[18]可知： / 1ZM N ≤ 。

设 OM 为序列数目的理论最大值，则 /OM N Z⎢ ⎥= ⎣ ⎦ ，

其中 ⎣ ⎦⋅ 表示下取整数。如果序列集中序列数目M =  

OM ，称序列集为最优 ZCZ 序列集。如果 OM M=  

1− 或者 2OM M= − ，称序列集为几乎最优 ZCZ 序

列集。 

定义 5  设 vZ 是一个阶为v 的 Abel 群， v =Z  

{0,1, , 1}v − ，其运算为加法。设 1 2={ , , , }kd d dD 是

vZ 的一个k 元子集，λ为给定正整数，若对于 vZ 中

任意一非零元 g ，都有λ个序对( , )i jd d , ,i jd d ∈D，

使 i jg d d= − ，则称D为Abel群 vZ 的一个( , , )v k λ 差

集。差集的阶数定义为n k λ= − ，对于( , , )v k λ 差集

有 ( 1) ( 1)k k v λ− = − 成立。 

引理 1  设 0 1 2{ , , , }kd d d=D 是一个( , , )v k λ 差

集，令 ve ∈Z ，定义集合 0 1{ ,e e d e= + = +D D  

2 , , }kd e d e+ + ，其中加法为模v 运算，则 eD 是一 
个( , , )v k λ 差集。定义 /e v e=D Z D 为差集 eD 的互补

差集，则 eD 为 ( , , 2 )v v k v k λ− − + 差集。对于

1 2e e≠ ，有：
1 2e e λ=D D∩ , 21

ee k λ= −D D∩ , 

1 2 2e e v k λ= − +D D∩ 。 

3  ZCZ 高斯整数序列集的直接构造法 

步骤 1  令 vZ 表示整数集合{0,1, , 1}v − 。取

一个( , , )v k λ 差集， 0 1 2{ , , , }kd d d=D 。 
步骤 2  令 N v= ，构造移位序列集合 =E  

{ } ( )0 1 1
0 1, , , , ,M i i ie e− =e e e e ，其中， 0 1, {0,1, ,i ie e ∈  

1}N − 。对于移位序列 ( )0 1,i i ie e=e 和 ( )0 1,j j je e=e ，

定义 4 个参数 ,
0 0 0
i j i jr e e= − , ,

1 1 1
i j i jr e e= − , ,

2 0
i j ir e=  

1
je− 和 ,

3 1 0 1i j i jr e e= − − ，都是模N 运算。 

步骤 3  令 0 1jα α α= + , 0 1jβ β β= + 为两个

高斯整数。构造两个序列集合 {1 1 1
0 1, , ,=S S S  

}1
1M−S , { }2 2 2 2

0 1 1, , , M−=S S S S ，其中每个序列长度

为 2N , ( )(0), (1), , (2 1)q q q q
m m m ms s s N= −S , {1,2}q ∈ 。

令 2 12t t t= + , 1 {0,1}t ∈ , 2 vt ∈ Z ，记为 1 2( , )t t t= 。

具体由式(2)、式(3)得到。 

0

1

0

1

1 2

1 2
1

1 2

1 2

, {0}

, {1}
( )

, {0}

, {1}

m

m

m

m

e

e

m
e

e

t t

t t
s t

t t

t t

α

α

β

β

−

−

−

−

⎧ ∈ ∈⎪⎪⎪⎪⎪ ∈ ∈⎪⎪= ⎨⎪ ∈ ∈⎪⎪⎪⎪ ∈ ∈⎪⎪⎩

D

D

D

D

∩

∩

∩

∩

       (2) 

0

1

0

1

1 2

1 2
2

1 2

1 2

, {0}

, {1}
( )

, {0}

, {1}

m

m

m

m

e

e

m
e

e

t t

t t
s t

t t

t t

α

α

β

β

−

−

−

−

⎧ ∈ ∈⎪⎪⎪⎪⎪− ∈ ∈⎪⎪= ⎨⎪ ∈ ∈⎪⎪⎪⎪− ∈ ∈⎪⎪⎩

D

D

D

D

∩

∩

∩

∩

      (3) 

定理 1  如果赋值两个高斯整数 0 1jα α α= + , 

0 1jβ β β= + 满足 
( ) ( )

( )

2 2

*

2 2

       Re 0

v k kλ β λ α λ

α β

− + + ⋅ + −

⋅ ⋅ =      (4) 

式中，Re( )i 表示取复数的实部。并且对于任意移位

序列 ,i j ∈e e E 满足如下两个条件： 

(1) { } { }, , , ,
0 1 2 3

,

1
min , , min ,

2 2i j i j

i j i j i j i j

e e E e e E

L L
r r r r

≠ ∈ ∈

−
≥ ≥ 。 

(2) , , i j i j∈ ≠e e E e e 时，有 , ,
0 1
i j i jr r≠ 且 ,

2
i jr ≠  

,
3
i jr 。 

其中，L 为正整数，2 L N< < 。则序列集合 1=S S  
2S∪ 是一个零相关区高斯整数序列集，参数为

( )2 , ,N M L -ZCZ。 
证明  分下面情况讨论： 

情况 1  
1 2

1 1 1,m m ∈S S S ，对应的移位序列分别为

( )11 1
0 1, mm me e=e 和 ( )22 2

0 1, mm me e=e 。令 2 12τ τ τ= + , 

1 {0,1}τ ∈ , 2 vτ ∈Z ，记为 1 2( , )τ τ τ= 。计算
1

1
mS 与

2

1
mS

的互相关函数如下： 
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( )
( )

( )
( )

( )

1 1
1 2

1 2
0 0

21 00

1 2
0 1

21 10

21 00

,

2
1 2

1 2

2
1 2

1 2

1 2

2

( )

  {0} { }

      {0} { }

      {0} { 1}

      {0} { 1}

      {0} { }

      {0} {

m m
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R

x

x

y

τ
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α τ τ
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−−
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−−
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= ⋅ ⋅ +

+ ⋅ ⋅ +
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S S

D D

D D
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D D

D D

∩ ∩

∩ ∩

∩ ∩

∩ ∩
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∩ ( )

( )
( )
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( )
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0 0
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1 2
0 1

1 2
01

21 01
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1 1
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1 2

2
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2
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1 2

2
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}

      {0} { 1}

      {0} { 1}

      {1} { }

      {1} { }

      {1} { 1}

 

m m

m m

m m

m m

mm

m m

e e

e e

e e

e e

ee

e e

y

x

τ τ

τ τ

β τ τ

α τ τ

τ τ

α τ τ

− −

− −

− −

− −

−−

− −
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+ ⋅ + ⋅ +
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D D

D D

D D

D D

D D

D D

∩
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( )

21 11

1 21 0

1 2
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2
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2
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m m
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ee
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e e

x

y

y
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τ τ

β τ τ
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β τ τ

−−
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− −
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+ ⋅ + ⋅ +
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+ ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ +

D D

D D

D D

D D

D D

∩ ∩

∩ ∩

∩ ∩

∩ ∩

∩ ∩ (5) 

式中， ( )0 0 1 1 0 1 1 0 0 0+ , x j yα β α β α β α β α β= + − + =  

( )1 1 0 1 1 0 jα β α β α β+ + − 。 

当 1 0τ = 时， 

( )
( )

( )

( )

( )

1 1 1 2
0 01 2

21 00

21 00

1 2
0 0

1 2
1 1

1
1

2
2,

2

2

2
2

2
2

( )

                

                

                

                

                

m m
m m

mm

mm

m m

m m

m

e e

ee

ee

e e

e e

e

R

x

y

x

τ α τ

τ

τ

β τ

α τ

− −

−−

−−

− −

− −

−

= ⋅ +

+ ⋅ +

+ ⋅ +

+ ⋅ +

+ ⋅ +

+ ⋅

S S D D

D D

D D

D D

D D

D

∩

∩

∩

∩

∩

( )

( )

2
1

1 2
1 1

2

2
2                

m

m m

e

e e

τ

β τ

−

− −

+

+ ⋅ +

D

D D

∩

∩     (6) 

如果此时 ( )2 1
2 0 0

m me eτ = − 或者 ( )2 1
2 1 1

m me eτ = − ，根

据引理 1，有： ( )1 1
1 2

22
,

( )
m m

R k v kτ α β= + − ⋅
S S

。当

2τ 取满足 20 1Nτ≤ ≤ − 的其他值时有， 1 1
1 2,

( )
m m

R τ
S S

 

( ) ( ) ( )2 *22 2 Rev k kλ β λ α λ α β= − + + ⋅ + − ⋅ ⋅ 。 

当 1 1τ = 时， 

( )

( )

( )
( )

( )

21 1 1 101 2

21 10

1 20 1

1 2
0 1

1 2
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1
1

2
2,

2

2

2
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2
2
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m
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x

τ α τ

τ

τ

β τ

α τ

−−

−−
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− −

−
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+ ⋅ +
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D D

D D

D D
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∩

∩

∩

∩

∩
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( )
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2
0

1 21 0

1 2
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2

2

2
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m

m m

m m

e

e e

e e

y

τ

τ

β τ

−

− −

− −

+

+ ⋅ +

+ ⋅ +

D

D D

D D

∩

∩

∩    (7) 

若 ( )2 1
2 1 0

m me eτ = − 或者 ( )12
2 0 1

mme eτ = − ，根据引理

1，有 ( )1 1
1 2

22
,

( )
m m

R k v kτ α β= + − ⋅
S S

成立。当 2τ 取

满足 20 1Nτ≤ ≤ − 的其他值时，有： 1 1
1 2,

( )
m m

R τS S  

( ) ( ) ( )2 *22 2 Rev k kλ β λ α λ α β= − + + ⋅ + − ⋅ ⋅ 。 

情况 2  
1 2

2 2 2,m m ∈S S S ，对应的移位序列分别为

( )11 1
0 1, mm me e=e 和 ( )22 2

0 1, mm me e=e 。令 2 12τ τ τ= + , 

1 {0,1}τ ∈ , 2 vτ ∈Z 。同情况 1 类似，可以证明

( ) ( ) ( )2 1 22 1 1
0 0 1 1 1 00, , 0, , 1,m m mm m me e e e e eτ τ τ= − = − = −

或 者 ( )12
0 11, mme eτ = − 时 ， 有 1 1

1 2

2
,

( )
m m

R kτ α=S S  

( ) 2v k β+ − ⋅ 。当 τ 取其他值时有 1 1
1 2,

( )
m m

R τ =S S  

( ) ( ) ( )2 *22 2 Rev k kλ β λ α λ α β− + + ⋅ + − ⋅ ⋅ 。 

情况 3  
1

1 1,m ∈S S
2

2 2
m ∈S S ，对应的移位序列

分别为 ( )11 1
0 1, mm me e=e 和 ( )22 2

0 1, mm me e=e 。与情况 1

类 似 ， 可 以 证 明 当 ( )2 1
0 00, m me eτ = − 或 者 τ =  

( )12
0 11, mme e− 时 ， ( )1 2

1 2

2
,

( ) 2
m m

R k v kτ α λ= + − +S S  

( ) ( )2 *2 Rekβ λ α β⋅ + − ⋅ ⋅ 。当 ( )2 1
1 01, m me eτ = − 或

( )2 1
1 10, m me eτ = − 时，有 ( )1 2

1 2

2
,

( )
m m

R kτ λ α= − ⋅ +S S  

( ) ( ) ( )2 *2 Rek kλ β λ α β− ⋅ + − ⋅ ⋅ 。当 τ 取其他值时

有 ( ) ( )1 2
1 2

2 2
,

( ) 2 2
m m

R v k kτ λ β λ α λ= − + + ⋅ + −S S  

( )*Re α β⋅ ⋅ 。 

设 , {1,2}p q ∈ ，综合几种情况可得 

( ){
( ) ( ) ( )}

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

1 2

1 2 1 2 1 2

1 21 2

1 2

1 2 1 2

,
1 0

, , ,
1 2 3

,,
2 0 3,

, ,
3 1 2

4

,   ,  0, ,

      0, , 1, , 1,

( ) ,   ,  0, , 1,

,   ,  0, , 1,

p q
m m

m m

m m m m m m

m mm m

m m m m

X p q r

r r r

R X p q r r

X p q r r

X

τ

τ τ

τ

⎧⎪ = ∈⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪= ≠ ∈⎨⎪⎪⎪ ≠ ∈⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

S S

，其他

 

(8) 
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式中， 
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

22
1

2 *2
2

2 *2
3

2 *2
4

2 2 Re

+2 Re

2 2 Re

X k v k

X k v k k

X k k k

X v k k

α β

α λ β λ α β

λ α λ β λ α β

λ β λ α λ α β

= + − ⋅

= + − + ⋅ + − ⋅ ⋅

= − ⋅ + − ⋅ − ⋅ ⋅

= − + + ⋅ + − ⋅ ⋅

 

由于α , β 满足 ( ) ( )2 22 + + +2v k kλ β λ α λ− ⋅ −  

( )*Re 0α β⋅ ⋅ = ，可知 4 0X = , 0tX ≠ , {1,2, 3}t ∈ 。

由 { }, ,
0 1min ,

2i j

i j i j

e e E

L
r r

≠ ∈
≥ , { }, ,

2 3
,

1
min ,

2i j

i j i j

e e E

L
r r

∈

−
≥ 可知，

当 p q= , 1 2m m= , 0 1Lτ< ≤ − 时或者当 p q= , 

1 2, 0 1m m Lτ≠ ≤ ≤ − ，有 ( ){ ( )1 21 2 ,,
0 10, , 0, ,m mm mr rτ ∉  

( ) ( )}1 2 1 2, ,
2 31, , 1,m m m mr r ，此时可得

1 2
4, ( ) =0p q

m m
R Xτ =S S 。

同理当 , 0 1p q Lτ≠ ≤ ≤ − 时，有 ( ){ 1 2,
00, ,m mrτ ∉  

( ) ( ) ( )}1 2 1 2 1 2, , ,
3 1 21, , 0, , 1,m m m m m mr r r ，同样有

1 2, ( )p q
m m

R τS S  

4 0X= = 成立。                         证毕 

定理 1 将文献[17]的构造方法进行推广，利用任

意参数的差集构造了零相关区高斯整数序列集。该

方法基于满足定理 1 条件的移位序列和满足式(6)的
高斯整数取值。文献[13-15]分别给出了几类用于交

织法的移位序列构造方法，这些移位序列满足本文

构造法 1 的两个条件。基于已有的移位序列 [13 15]− ，

本文方法可以利用不同参数的差集构造不同参数的

零相关区高斯整数序列集。Hadamard 差集是一类

参数为 ( )( , , ) 4 1,2 1, 1v k n n nλ = − − − 的差集，该类差

集与二元二值自相关序列一一对应，如 m 序列、

GMW 序列等对应着一类 1 2(2 1,2 ,2 )n n n− −− 差集。

Hadamard 差集目前已经取得丰富成果。所有的

Hadamard 差集根据v 可分为 3 类：(1) 2 1nv = − , 
2n ≥ ; (2) 4 1v n= − , v 是素数；(3) ( 2)v p p= + , 

p与 2p + 为孪生素数。利用不同差集可得到不同参

数的 ZCZ 高斯整数序列集，如表 1 所示。 
表 1 中，L 为正整数，2 L v< < ，表示设定的

零相关区长度。M 表示序列集合中序列数目。根据

移位序列构造方法 [ 1 3 , 1 4 ]，当 L 为偶数，取 M =  

( 2)/v L⎢ ⎥−⎣ ⎦ 。当L 为奇数时，取 ( 1)/M N L⎢ ⎥= −⎣ ⎦ 。文 

献[17]基于长度为 2 1nv = − 的二元伪随机序列构造

了 ZCZ整数序列集合，其参数限制为( )12 2, ,n M L+ −  

-ZCZ。本文方法包含了文献[17]的结果，并且得到

了一些其他参数的ZCZ序列集。下面给出一个实例。 
例 1  取一个(7, 3,1)差集， {1,2, 4}=D ，取两

个高斯整数 5 ,  2j jα β= + =− + 满足定理 1 条件。

设定零相关区长度 3L = ，可得 2M = ，根据文献[14]
的移位序列构造法移位序列集{(0,2);(3,6)}。根据构

造法 1 得到零相关区高斯整数序列集( )14, 4, 3 -ZCZ
如下： 

1
0

1
1

2
0

( 2 ,5 ,5 , 2 ,5 ,5 , 2 ,

       2 ,5 , 2 , 2 ,

       2 , 2 ,5 )

( 2 , 2 ,5 , 2 , 2 ,5 ,

       2 ,5 , 2 , 2 ,5 ,

        5 ,5 , 2 )

( 2 , 5 ,5 ,2 ,5 , 5 ,

 

S j j j j j j j

j j j j

j j j

S j j j j j j

j j j j j

j j j

S j j j j j j

= − + + + − + + + − +

− + + − + − +

− + − + +

= − + − + + − + − + +

− + + − + − + +

+ + − +

= − + − − + − + − −

2
1

      2 ,2 ,5 ,2 , 2 ,2 ,

       2 , 5 )

( 2 ,2 ,5 ,2 , 2 , 5 ,

       2 , 5 , 2 ,2 ,5 ,

      5 ,5 ,2 )

j j j j j j

j j

S j j j j j j

j j j j j

j j j

− + − + − − + −

− + − −

= − + − + − − + − −

− + − − − + − +

− − + −

 

设 OM 表示序列集中序列数目的理论上界，有 OM = 

14/3 4⎢ ⎥ =⎣ ⎦ ，序列数目达到理论最大值。 

4  结束语 

本文提出了一类零相关区高斯整数序列集的直

接构造法。基于差集，首先利用移位序列得到序列

的特征集，进而通过高斯整数赋值构造了具有最优

或几乎最优的零相关区高斯整数序列集。目前来看，

差集的研究已经取得非常丰富的成果。因此，基于

这些差集，利用本文方法可以构造更多具有优良参

数的零相关区高斯整数序列集。 

表 1 基于差集的 ZCZ 高斯整数序列集参数 

差集参数 ( , , )v k λ  ZCZ 序列集参数 

第 1 类， 2 1, 2nv n= − ≥  ( )12 2, ,n M L+ − -ZCZ 

第 2 类， 4 1, v n v= − 是素数 ( )8 2, ,n M L− -ZCZ 

第 3 类， ( 2), v p p p= + 与 2p + 为孪生素数 ( )2 ( 2), ,p p M L+ -ZCZ 
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