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一种基于旋转测量的阵列幅相误差校正新方法 
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摘  要：校正源信号方向角不容易精确测量，限制了阵列有源校正方法的精度。另一方面，无源校正方法难以应用

于存在大阵列误差的场合，其实际应用也受到严重限制。该文提出一种基于旋转测量的阵列幅相误差校正新方法，

无需测量校正源信号方向角就能获得较高的校正精度。该方法利用已知的阵列旋转角度，基于最大似然准则获得阵

列幅相误差、校正源信号方向角及其复振幅的无模糊估计。相对于校正源信号方向角，阵列旋转角度通过专用测试

转台更容易精确测量，因此该方法能以较小的代价获得很高的校正精度。仿真实验验证了该方法的有效性和通用性。 
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Abstract: It is not easy to accurately measure the direction angles of calibration-source signals, which limits the 

precision of array active-calibration methods. On the other hand, passive-calibration methods are difficult to apply 

to the presence of large array errors, which severely limits their practical applications. This paper proposes a 

rotation measurement-based method to calibrate array gain-phase errors, which can achieve high calibration 

precision without measuring the direction angles of calibration-source signals. Using the known array-rotation 

angles, the maximum likelihood-based method is able to simultaneously estimate the array gain-phase errors, 

direction angles and complex amplitudes of calibration-source signals without ambiguity. Compared with 

accurately measuring the direction angles of calibration-source signals, accurately measuring the array-rotation 

angles is much easier to be accomplished with a special test turntable, thus the proposed method can achieve quite 

high calibration precision at a low cost. Some simulation tests demonstrate the effectiveness and generality of the 

proposed method. 
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1  引言  

阵列信号处理[1]是现代信号处理的一个重要分

支，广泛应用于雷达、声呐、通信、导航、地震勘

探、射电天文和医学成像等众多领域。真实的阵列
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流形往往会随着气候、环境、位置以及器件本身等

因素的变化而出现一定程度的偏差或扰动(称之为

阵列误差)，此时阵列信号处理的性能会严重恶 
化 [2 5]− 。因此，阵列误差校正问题 [6 9]− 一直是阵列信

号处理技术走向实用化的瓶颈，成为近年来的一个

研究热点。 
早期的阵列校正是通过对阵列流形直接进行离

散测量、内插、存储来实现的[6]，但这些方法实现起

来代价较大且效果也不太理想。因此，20 世纪 90
年代以后，研究者逐渐将阵列校正转化为一个参数

估计问题。参数化阵列校正方法通常可分为有源校

正 [10 14]− 和无源校正 [15 19]− 两大类。有源校正是通过设
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置方向角精确已知的辅助信号源对阵列误差参数进

行测量或估计，其优点是计算复杂度低且具有较大

的校正范围。有源校正方法在实际应用中代价较大，

其校正精度在一定程度上取决于信号源方向角的测

量精度。 
无源校正(自校正)不需要方向角精确已知的辅

助信号源，可对信号源方向角和阵列误差进行联合

估计。无源校正方法代价小，具有较大的应用潜力，

但其研究难度远高于有源校正。现有的无源校正方

法难以应用于存在大阵列误差的场合[7,17]，这是因

为：当参数估计的初始值偏离真值较远时，无法保

证参数辨识的唯一性[20,21]和优化算法的全局收敛性，

且具有较高的计算复杂度。 
针对现有阵列校正方法的局限性，本文提出了

一种基于旋转测量的阵列幅相误差校正新方法。该

方法利用已知的阵列旋转角度，基于最大似然准则

获得了阵列幅相误差、校正源信号方向角及其复振

幅的无模糊估计。与现有的有源阵列校正方法相比，

该方法无需测量校正源信号方向角，既降低了应用

代价和限制，又避免了因信号方向角测量不准引入

的校正误差；与现有的无源阵列校正方法相比，该

方法充分利用了阵列旋转角度这一先验信息，有效

避免了参数辨识模糊、优化全局收敛和计算复杂度

等棘手问题。 

2  信号模型 

考虑一个由 M 个传感器构成的平面阵列，其中

阵元 m( 1,2, ,m M= )的位置坐标为( , )m mx y ，设置

阵元 1 为直角坐标系原点，即有 1 1( , ) (0, 0)x y = 。假

设一个与该平面阵列共面的远场窄带信号 ( )s t 入射

到阵列，方向角为 θ ，则阵列接收信号的输出可以写

成 

  ( ) diag( ) ( ) ( ) ( )t s t tθ= +x a nδ         (1) 

其中，diag()⋅ 表示对角矩阵， T
1 2[    ]Mδ δ δδ 是阵

列幅相误差向量， je , m
m m mg gϕδ = 和 mϕ 分别为阵元

m 的幅度误差和相位误差。阵元 1 为阵列校正参考

阵元，满足约束条件 1 1δ = 。 ( )θa 为理想阵列导向矢

量，定义为 

1 2
T

j2 ( )/ j2 ( )/ j2 ( )/( ) e e e Md d dθ λ θ λ θ λθ π π π⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦a  (2) 

其中，λ为入射信号的中心波长， ( )md θ 是沿着 θ 方

向从阵元 1 到阵元 m 的波程差。 

( ) sin cosm m md x yθ θ θ+         (3) 

( )tn 假设为空间上不相关的循环对称零均值高斯白

噪声，满足式(4)条件： 

{ }
[ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ }

[ ] [ ]{ }
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T T

2
n
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( ) ( )

Re ( ) Re ( ) Im ( ) Im ( )

                             /2

Re ( ) Im ( )
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E t t

E t t E t t

E t t

σ

σ

×

⎫⎪= ⎪⎪⎪⎪⎪= ⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎪⎪⎪= ⎪⎪⎭

n n I

n n n n

I

n n 0

 (4) 

其中， {}E ⋅ 表示总体均值(数学期望)， MI 和 M M×0 分

别表示单位矩阵和零矩阵。 
如图 1 所示，将阵列(及其直角坐标系)一起旋转

1N − 次，校正源信号分 N 次入射到阵列，可表 

示为{ } 1
( ) N

n n
s t = ，对应的方向角为{ } 1

N
n n
θ = ，则根据式

(1)可知其对应的阵列输出分别为 

 

图 1 基于专用测试转台的阵列校正 

( ) diag( ) ( ) ( ) ( )n n n nt s t tθ= +x a nδ       (5) 

其中，{ } 1
( ) N

n n
t =n 为N 个互不相关的噪声向量，即不

但要满足式(4)，还要满足 

{ }
1 2

2
n 1 2H

1 2

,
( ) ( )

,
M

n n
M M

n n
E t t

n n

σ

×

⎧⎪ =⎪⎪= ⎨⎪ ≠⎪⎪⎩

I
n n

0
     (6) 

    利用 ( )n tx 的 K 个快拍数据估计 nθ 方向的实际

阵列导向矢量(含阵列误差)，即 

( ) ( )
1

1
, ( ) diag( )

K

n n n n n n
t

t s
K

θ θ
=

= = +∑a a x a nδ δ (7) 

其中，
1 1

1 1
( ), ( )

K K

n n n n
t t

s s t t
K K= =

= =∑ ∑n n 。显然 nn 为

循环对称零均值高斯随机向量，方差为 2σ =  
2
n /Kσ 。 

另一种估计实际阵列导向矢量的方法是对阵列

协方差矩阵 ( )nR 进行特征分解， ( )nR 可表示为 

{ }
( ) ( )

H

2 H 2
n

( ) ( ) ( )

      diag( ) ( ) diag

n n

s n n M

n E t t

σ θ θ σ

=

= +

R x x

a a Iδ δ  (8) 
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其中， { }22
s ( )nE s tσ = 为校正源信号平均功率。对

( )nR 进行特征分解有 

( ) maxdiag( ) n
nθ η=a eδ            (9) 

其中， max
ne 为 ( )nR 最大特征值对应的特征矢量，η为

一未知的复常量。由式(9)可知， max
ne 实际上就对应

于 nθ 方向的阵列导向矢量(含阵列误差)。实际中

( )nR 只能由有限次快拍数据来估计，即 

H

1

1
( )= ( ) ( )

K

n n
t

n t t
K =
∑R x x          (10) 

对 ( )nR 进行特征分解，其最大特征值对应的特征向

量为 max
ne ，因此 nθ 方向实际阵列导向矢量可由式(11)

估计。 
   ( ) max, n

n nθ =a a eδ           (11) 

    假设 1θ 未知，而{ } 1

N
n n
θ = 与 1θ 的夹角(相当于图 1

中阵列旋转角度)已知，可表示为{ } 1

N
n n

Δ = ，则有 

1n nθ θ Δ= +              (12) 

根 据 式 (12) 显 然 有 1 0Δ ≡ 。 定 义 1( )θA  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 1 Nθ Δ θ Δ θ Δ θ⎡ ⎤ ⎡+ + + =⎢ ⎥ ⎣⎣ ⎦a a a a

( ) ( ) [ ] [1 22 1 2,     ,   NNθ θ ⎤⎦a a A a a a N n n　

] [ ]T1 2,    N Ns s sn s ，则根据式(7)可以得到  

( )1diag( ) diag( )θ= +A A s Nδ       (13) 

3  参数估计 

综合式(7)、式(13)和相关假设可得到A的条件

概率密度函数为 

( )
( ) { }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

1

22 2
1

22 2
1

22 2
1

| , ,

  exp diag( ) ( )diag( )

  exp ,

  exp ,         (14)
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B B s

δ

δ

δ

δ

 

其中， ⋅ 表示矩阵 2-范数， ( )vecA A ( vec()⋅ 表示

矩阵所有列串接构成的列向量)，而 ( )1,θA s 定义为 

( )

( )

( )

( )

1 1 1

2 1 2
1

1

diag

diag
,

diagN N

s

s

s

θ Δ
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θ
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a
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a

       (15) 

令 mb 为
T
A 的第 m 列， 1 1j2 ( )/

1( ) e md
m

θ Δ λθ π +⎡
⎢⎣b  

1
Tj2 ( )/e m Nd θ Δ λπ + ⎤
⎥⎦ 为 T

1( )θA 的第 m 列，则定义 

( ) ( )T
1vec vecM⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦B b b A        (16) 

( )

( )

( )

( )

1 1 1

2 2 1
1

1

diag

diag
,

diagM M

δ θ

δ θ
θ

δ θ

⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

b

b
B

b

δ        (17) 

根据式(14)可得到 1θ , δ和s的最大似然估计为 

{ }
{ }

( )

{ }
( )

1

1

2
1 1

, ,

2

1
, ,

ˆ, , arg min ,

          arg min ,

θ

θ

θ θ

θ

= −

= −

s

s

s A A s

B B s

δ

δ

δ δ

δ      (18) 

式(18)描述了一个参数可分离的非线性最小二乘问

题[22]，对于给定的 1θ 和s , δ的线性最小二乘估计为 

( ) ( ) ( )
1H H

1 1 1

2
1

, , ,

 ( )

θ θ θ

θ

−⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

A s A s A s A

A A s s

δ

    (19) 

其中， 表示矩阵之间的 Schur-Hadamard 积[23]。

对于给定的 1θ 和δ , s的线性最小二乘估计为 

( ) ( ) ( )1 1 1

1

1H H

T 2

, , ,

 ( )

θ θ θ

θ

−⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

s B B B B

A A

δ δ δ

δ δ     (20) 

将式(19)代入式(18)可得 

{ }
{ }{ }

1

2
2

1 1
,

, argmin ( )
θ

θ θ⎡ ⎤= − ⎢ ⎥⎣ ⎦s
s A A s s

   

(21) 

若s已知则由式(21)可得 1θ 的(非线性)最小二乘估

计。 

{ }
1

2
1 1argmin ( )

θ
θ θ⎡ ⎤= − ⎢ ⎥⎣ ⎦A A s       (22) 

用 c 1( )P θ 表示式(22)中的代价函数，则有 
2

c 1 1( ) ( )P θ θ⎡ ⎤− ⎢ ⎥⎣ ⎦A A s          (23) 

4  计算方法 

将位置坐标 1 1( , ) (0, 0)x y = 和约束条件 1 1δ = 代

入式(13)，可得 

[ ]11
,  1,2, ,n nn

s n N⎡ ⎤ = + =⎢ ⎥⎣ ⎦A N      (24) 

其中， [ ]ik⋅ 表示矩阵中位于第 i 行、第 k 列的元素。

用 P⎯⎯→ 表示依概率收敛，则由式(24)和 1b 的定义 

可知，当 2 0σ → 时， P

1 nn
s⎡ ⎤ ⎯⎯→⎢ ⎥⎣ ⎦A , P

1 ⎯⎯→b s。 

因此可将 1b 作为s的预估值，即有 

1=s b                 (25) 

    式(18)中的待估参数太多，如直接采用多维搜索

进行优化将面临很高的计算复杂度。针对这一问题，

本文提出了一种分维处理“交替优化”方法，可显

著降低多维参数估计的计算复杂度，具体实现方式

如下： 
(1)通过式(25)实现 s 的初始化，初始估值用
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( )ks (此时迭代计数器 0k = )表示； 
(2)将 ( )ks 代入式(22)，通过 1 维搜索得到 1θ 的初

始估值
( )
1
k

θ ； 
(3)将 ( )ks 和

( )
1
k

θ 代入式(19)得到δ的估值
( )k
δ ； 

(4)将
( )
1
k

θ 和
( )k
δ 代入式 (20)得到 s 的新估值

( 1)k+s ； 
(5)将 ( 1)k+s 代入式(22)，并以

( )
1
k

θ 为初始值通过

式(22)得到一个新估值
( 1)
1
k

θ
+

； 

(6)若
( 1) ( )
1 1
k k

θ θ ε
+

− > (一个非负阈值)，更新k =  

1k + 并返回步骤(3)； 

(7)若
( 1) ( )
1 1
k k

θ θ ε
+

− ≤ ，迭代停止，当前的
( 1)
1
k

θ
+

，

( 1)k+s 和
( )k
δ 即为最终估值。 

相对于通过式(18)进行多维搜索优化，以上方法

收敛速度快得多，主要因为：(1)该方法通过式(25)
和步骤(1)~(3)实现了全部待估参数的初始化，大大

缩小了参数估计多维优化的搜索空间，在降低计算

复杂度的同时也保证了优化全局收敛性；(2)该方法

的单次迭代只包括 2 次闭式求解(步骤(3)和步骤(4))
和 1 次 1 维搜索(步骤(5))，相对于多维搜索的单次

迭代计算量明显降低；(3)由于代价函数 c 1( )P θ 连续

且具有一阶和二阶导数，该方法步骤(5)中的 1 维搜

索可采用收敛很快的牛顿法；(4)待估参数 δ ,s和 1θ
的估值是交替更新的(步骤(3)~步骤(5))，且每一步

骤的估值更新直接用到前一步骤的更新结果，信息

更新频率更高。 

5  精度分析 

受到多种实际因素(坐标原点、参考方向、校正

源位置的标定精度和角度测量仪器精度等)影响，校

正源信号方向角测量精度不高(一般情况下测量误

差＞ 0.1± ° )，且测量过程复杂耗时。而阵列旋转角

度可通过专用测试转台[24]进行测量(如图 1 所示)，其

测量精度只取决于测试转台本身(一般情况下可达

到 0.001° )，测量过程简单快速。与有源校正方法相

比，本文方法用高精度的阵列旋转角度测量代替低

精度的信号方向角测量，显著降低了角度测量误差

对实际校正精度的影响，保证了校正精度进一步提

升的空间。 

从第 2 节的信号模型可知，本文方法利用的是

多个单立信号(即同一时间只有一个来波方向的信

号)。文献[9]借鉴文献[10]的基本思路，发展出一种

利用多个单立信号的阵列幅相误差有源校正方法，

可直接与本文方法进行对比。除了将校正源信号方 

向角{ } 1

N
n n
θ = 由未知修改为已知，该有源校正方法采

用了与本文方法相同的信号模型和基本假设。定义

[ ]1 2( ) ( ) ( )  ( )Nθ θ θA a a aθ ，则根据式(7)可以得到 

diag( ) ( )diag( )= +A A s Nδ θ        (26) 

采用与第 3 节类似的推导思路，可得到δ和s的
最大似然估计。 

{ }
{ }

2

,
, arg min diag( ) ( )diag( )= −

s
s A A s

δ
δ δ θ    (27) 

用 c( , )P sδ 表示式(27)中的代价函数，则有 
2

c( , ) diag( ) ( )diag( )P = −s A A sδ δ θ     (28) 

    经过推导可得，对于给定的s , δ的线性最小二

乘估计为 
2( )⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦A A s sδ θ           (29) 

对于给定的δ , s的线性最小二乘估计为 
T 2( )⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦s A Aθ δ δ           (30) 

采用与第 4 节类似的计算方法，令 1b 为
T
A 的第

1 列，可将 1b 作为s的预估值，即有 

1=s b                 (31) 

    同样采用分维处理“交替优化”方法，具体实

现方式如下： 
(1)通过式(31)实现s的初始化，初始估值用 ( )ks  

(此时迭代计数器 0k = )表示； 
(2)将 ( )ks 代入式(29)得到δ的初始估值

( )k
δ ； 

(3)
( )k
δ 和 ( )ks 代入式 (28) 得到代价函数值

( )( ) ( )
c ,

k kP sδ ； 

(4)将
( )k
δ 代入式(30)得到s的新估值 ( 1)k+s ； 

(5)将 ( 1)k+s 代入式(29)得到δ的新估值
( 1)k+
δ ； 

(6)
( 1)k+
δ 和 ( 1)k+s 代入式(28)得到代价函数值

( )( 1) ( 1)
c ,

k kP
+ +sδ ； 

(7)若 ( ) ( )( 1) ( )( 1) ( )
c c, ,

k kk kP P ε
+ + − >s sδ δ (一个非

负阈值)，更新 1k k= + 并返回步骤(4)； 

(8)若 ( ) ( )( 1) ( )( 1) ( )
c c, ,

k kk kP P ε
+ + − ≤s sδ δ ，迭代停

止，当前的
( 1)k+
δ 和 ( 1)k+s 即为最终估值。 

6  仿真实验 

通过仿真实验进一步比较本文方法与以上有源

校正方法的性能。考虑实际测量精度的差异，将阵 

列旋转角度 { } 2

N
n n

Δ = 和校正源信号方向角 { } 1

N
n n
θ = 的 

随机误差均设置为服从均值为 0 的正态分布，标准

差分别为 0.001°和 0.1°。设 N 个校正源信号的振幅

相等，即 ( 1,2, , )ns s n N≡ = ，信噪比定义为
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SNR 2 2/s σ 。均匀线阵相邻阵元间距为半波长

/2λ ，均匀圆阵半径为波长λ，阵元个数M 均设为 

8。阵列幅度误差 { } 2

M
m m

g = 和相位误差{ } 2

M
m m

ϕ = (根据

约束条件 1 1δ = 可知 1 1g = , 1 0ϕ = )分别由式(32)、

式(33)生成。 

1 0.5m mg β= +              (32) 

m mϕ γ= π                  (33) 

其中，{ } 2

M
m m

β = 和{ } 2

M
m m

γ = 为相互独立的均匀分布随

机变量 (分布区间为 ( ]1,1− )。定义 2 3[   g gg  
T T

2 3] , [    ]M Mg ϕ ϕ ϕϕ ，则g的分布区间为 (0.5,  

1.5] , ϕ的分布区间为( ],−π π (rad)，这是为了模拟存

在大阵列误差的情况。g和ϕ的估计精度可用平均

均方根误差来衡量，分别定义为 

( ) { }2ARMSE ( 1)E M− −g g g      (34) 

( ) { } ( )2ARMSE 1E M− −ϕ ϕ ϕ     (35) 

其中，g , ϕ分别为g , ϕ的估值。仿真实验中独立

试验次数设为 200。 
仿真试验 1  参数估计精度随信噪比(SNR)变

化。设校正源信号个数 8N = ，信号方向角在 180−

到180 间均匀分布，则ARMSE( )g 和ARMSE( )ϕ 随

信噪比变化如图 2 所示。从图 2 可看出：参数估计 

精度随信噪比增加逐渐提高；与有源阵列校正方法 
相比，本文方法的阵列幅度误差估计精度非常接近，

而阵列相位误差估计精度明显高于有源校正方法。 
仿真试验 2  参数估计精度随校正源信号个数

N 变化。设信噪比SNR 40 dB= ，校正源信号方向

角在 180− 到 180 间均匀分布，则 ˆARMSE( )g 和

ARMSE( )ϕ 随校正源信号个数变化如图 3 所示。从

图 3 可看出：参数估计精度总体上随校正源信号个

数增加而提高；与有源阵列校正方法相比，本文方

法的阵列幅度误差估计精度比较接近，而阵列相位

误差估计精度明显高于有源校正方法，且估计性能

更加稳健。 

仿真试验 3  参数估计精度随校正源信号角度

分布区间大小 θΔ 变化。设信噪比SNR 40 dB= ，校

正源信号个数 16N = ，信号方向角在 /2θ−Δ 到

/2θΔ 间均匀分布，则ARMSE( )g 和ARMSE( )ϕ 随

θΔ 变化如图 4 所示。从图 4 可看出：阵列幅度误差

估计精度随着 θΔ 增大变化很小；本文方法的阵列相

位误差估计精度随 θΔ 增大而逐渐提高；当 θΔ 大于

200 时，本文方法的阵列相位误差估计精度高于有

源校正方法，并呈现出更加稳健的估计性能。 

7  结束语 

本文提出了一种基于旋转测量的阵列幅相误差 

 

图 2 参数估计精度随信噪比变化 

 

图 3 参数估计精度随校正源信号个数 N 变化 
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图 4 参数估计精度随校正源信号角度分布区间大小 θΔ 变化 

校正新方法，无需测量校正源信号方向角就能获得

较高的校正精度。该方法利用了已知的阵列旋转角

度，基于最大似然准则获得了阵列幅相误差、校正

源信号方向角及其复振幅的无模糊估计。仿真实验

结果表明：信噪比、校正源信号个数(旋转测量次数)
和信号角度分布区间(阵列旋转角度范围)都会显著

影响该方法的参数估计精度；虽然校正源信号方向

角未知，但在合理设置仿真参数的情况下，该方法

仍然具有很高的精度；该方法对均匀线阵和均匀圆

阵均有效，且适用于存在大阵列误差的场合。 
该方法的主要优势在于：可通过专用测试转台

精确测量阵列旋转角度，且旋转测量次数和角度范

围完全可控，能以较小的代价获得很高的校正精度；

采用了一种稳健高效的多参数估计分维处理交替优

化算法，在保证优化全局收敛的同时显著降低了计

算复杂度；可用于存在大阵列误差的场合，且未限

定所适用的阵列结构类型，具有良好的适应性和通

用性。 
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