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有限链环上一类常循环码的距离 
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摘  要：在编码理论中，线性码的(最小)距离是一个极其重要的参数，它决定了码的纠错能力。设R 为任一有限交

换链环，a 为其最大理想的一个生成元， *R 为R 的乘法单位群。对于任意 *w R∈ ，该文利用R 上任意长度的

( )1 aw+ -常循环码的生成结构，通过计算这类码的高阶挠码，得到了R 上任意长度的 ( )1 aw+ -常循环码的汉明距

离，并研究了这类常循环码的齐次距离。这给编译有限链环上此类常循环码提供了重要的理论依据。 
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Abstract: In coding theory, the (minimum) distance of a code is a very important invariant, which always 

determines the error-correcting capability of the code. Let R be an arbitrary commutative finite chain ring, a is a 

generator of the unique maximal ideal and *R  is the multiplicative group of units of R. In this paper, for any 
*w R∈ , by using the generator polynomials of ( )1 aw+ -constacyclic codes of any length over R, higher torsion 

codes of such codes are calculated. The Hamming distance of all ( )1 aw+ -constacyclic codes of any length over 

R  is determined and the exact homogeneous distance of some such codes is obtained. The result provides a 

theoretical basis for encoding and decoding for such constacyclic codes. 
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1  引言  

自 20 世纪九十年代中期，Hammons 等人[1]发

现一些高效的二元非线性码为 4Z 上线性码的 Gray
像以来，有限链环上纠错码一直是编码理论研究的

热点 [2 7]− 。有限链环上的常循环码是一类非常重要

的线性码。有限域或环上码的汉明距离在衡量码的

纠错能力起重要作用，Norton 和 Sǎlǎgean[8]利用挠

码研究有限链环上线性码的汉明距离。齐次距离在
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研究有限链环上码中非常重要[6,9]。在本文中，设R 为

任一有限交换链环，a 为其最大理想的一个生成元，
*R 为R 的乘法单位群。对于任意 *w R∈ ，我们先引

用关于R 上任意长度的 ( )1 aw+ -常循环码结构[10]。

利用此生成结构性质，通过计算高阶挠码，结合代

数计算程序 MAGAM，得到了R 上任意长度的所有

( )1 aw+ -常循环码的汉明距离，还研究并得到了这

类码齐次距离的一些重要结果。 

2  有限链环和常循环码 

如果一个有限含幺交换环是局部环并且其最大

理想是主理想，那么该环是有限链环。本文中以R 表

示任一有限链环， *R 表示R 的乘法单位群。设a 为

R 的最大理想的一个生成元。于是a 为一幂零元，

本文记 t 为其幂零指数。本文记R 模其最大理想 a

的剩余域为R ，即 / rpR R a F= = ，其中 rpF 为含

有 rp 个元素的有限域， p 为R 的特征。R 的势为

| |tR R= 。R 到R 存在一个自然环满同态映射 : rμ  
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r a+ 。此映射可以自然开拓为 [ ]R x 到 [ ]R x 的一

个环同态，我们仍将它记作 μ 。对于任意 ( )f x ∈ 

[ ]R x ，我们记其在μ下的像为 ( ( )) ( )f x f xμ = 。根据

文献[11]，对于R 中任一非零元α，存在唯一的 i ∈  

{ }0,1, ,t 和唯一的单位v R∈ ，使得 ivaα = ，其中

v 在模 t ia − 下唯一。对于 [ ]1 2( ), ( )f x f x R x∈ ，若有

[ ]1 2( ), ( )x x R xλ λ ∈ 使得 1 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )x xf fx xλ λ+ = ，则

称 1 2( ), ( )f x f x 在 [ ]R x 上互素。 1 2( ), ( )f x f x 在 [ ]R x 上互

素当且仅当 1 2( ), ( )f x f x 在 [ ]R x 上互素[11]。 
设N 为任一正整数。R 上长度为N 的线性码是

NR 的一个R -子模。对于某一固定的单位 Rλ ∈ 和

R 上长度为 N 的线性码C ，若对于任意码字

0 1 1( , , , )Nc c c C− ∈ 都有 1 0 2( , , , )N Nc c c Cλ − − ∈ ，则

称C 为R 上长度为N 的λ -常循环码。特别的，当

1λ = (或 1− )时，λ -常循环码为循环码(或负循环

码)。通常地，将码字 0 1 1( , , , )Nc c c c −= 等同于其多

项式表示 1
0 1 1( ) N

Nc x c c x c x −
−= + + + ，则R 上任 

一长度为N 的λ -常循环码都恰为 [ ] NR x x λ− 的

一个理想。本文设 sN p n= ，其中 ( )gcd , 1p n = , s 为

非负整数；记 1 awλ = + ，其中 *w R∈ ；设 1nx −  

1
( )

m
ii
f x

=
=∏ ，其中 ( )if x ( 0 1i t≤ ≤ − )为 1nx − 在 

[ ]R x 上的首一不可约因式。 
定理 1[10]  每一个互不相同的R 上长度为N 的 

λ -常循环码可唯一表示成
1

( ) i
m k

ii
C f x

=
= ∏ ，其中

0 s
ik p t≤ ≤ , 1,2, ,i m= 。R 上长度为N 的λ -常

循环码的数目为( )1 msp t + 。上述码C 中码字数目为

( ) ( )( )1
degm s

i ii
p t k f x

C R
= −∑

= 。 

3  汉明距离和齐次距离 

一些高效的二元非线性码可以看作是 4Z 上线

性码在一个 4
nZ (n 为该线性码的长度)关于李距离到

2
2
nZ 关于汉明距离的保距 Gray 映射下的像。文献[9]

把 4Z 上的这个 Gray 映射的概念推广到有限链环

上。R 中元素的齐次重量[9]的定义： 

( ) ( )

( ) { }

hom

2 1

1 1

( ) : ,

1

           

,  

,

,

 \ 0

0 0

r r t t

r t t

w R N

p p R a

p a

α

α

α α

α

− −

− −

→

⎧⎪ − ∈⎪⎪⎪⎪ ∈⎨⎪⎪⎪ =⎪⎪⎩

\
 

码中任一码字的齐次重量为它的所有分量的齐

次重量的和。线性码C 的齐次距离 ( )homd C 为码C

所有非零码字的齐次重量中的最小值。汉明重量和

汉明距离按照通常的定义。下面来研究R 上长度为

N 的λ -常循环码的汉明距离和齐次距离。 
设C 为 R 上长度为 N 的线性码。对于 0 i≤  

1t≤ − ，定义C 的第 i 阶挠码[7]为Tor ( )={ | i
i C c a c ∈  

}C 。显然 ( )Tori C ( 0 1i t≤ ≤ − )为R 上长度为N 的

线性码，并且 ( ) ( ) ( )0 1 1Tor Tor TortC C C−⊆ ⊆ ⊆ 。

通常称 ( )0Tor C C= 为剩余码，有时记 ( )Res C 。设

C 为R 上长度为N 的线性码，其标准形式的生成矩

阵为 

0

1

1

01 02 0, 1 0,

12 1, 1 1,

1 1
1,

0

0 0 0
t

k t t

k t t

t t
k t ta

I A A A A

aI aA aA aA

I Aa
−

−

−

− −
−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 

其中该分块矩阵的分块的列的长度分别为 0 1, , ,k k  

1,tk −
1

0

t
ii

N k
−

=
−∑ , 0ik ≥ 。由文献 [7]，有 C =  

( )1
0

t
jj

t j k

R

−
= −∑

。对每一 0 1i t≤ ≤ − , ( )Tori C 的生成

矩阵为 

0

1

01 0 0, 0

12 1, 1,0

0 0 0
i

i tk

i tk

itk

I A A A A

I A A A

I A

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 

于是 ( )
0

Tor jki
i j

C R
=

=∏ 。所以， ( )
1

0
Tor

t
ii

C
−

=∏  

( )1
01

0 0

t
jj

j
t j k

kt i

i j
R R C

−
= −

−

= =

∑
= = =∏ ∏ 。 

定理 2  设C 为R 上长度为N 的线性码。则

C = ( )
1

0
Tor

t
ii

C
−

=∏ 。 

设 ( )
1

i
m k

ii
C f x

=
= ∏ 为R 上长度为N 的 λ -常

循环码， 0 s
ik p t≤ ≤ 。对于每一 0 1j t≤ ≤ − , 

( )Torj C 显然为 R 长度为 N 的循环码。记 NR =  

[ ] nR x x λ− 和 [ ] 1n
NR R x x= − 。则有 ( )Torj C

为 NR 的理想。为确定 ( )Torj C ( 0 1j t≤ ≤ − )，我们

先给出两个引理。 

引理 1  设 ( )g x 为 1nx − 在 [ ]R x 中的首一因式。

则对于任意正整数 l ，在 NR 上有 ( )
sl pg x + =  

( )
spg x 。 

证明  设 ( ) ( 1)/ ( )nh x x g x= − 。因为 ( )g x , ( )h x

在 [ ]R x 上互素，所以 ( )lg x 与 ( )
sph x 在 [ ]R x 上互素。

于是，存在 ( )xβ , [ ]( )x R xθ ∈ ，使得在 [ ]R x 上，

( ) ( ) ( ) ( ) 1
sl px g x x h xβ θ+ = 。所以在 NR 上，有 ( )xβ  

( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )
s s s sl p p p pg x x h x g x g xθ+ ⎡ ⎤⋅ = − =⎢ ⎥⎣ ⎦ 。     证毕 
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    对 于 任 一 0 1j t≤ ≤ − ， 定 义 ( ): jC a = 

{ }N jc R a c C∈ ∈ [9]。显然 ( ) ( )Tor : j
j C C a= 。容易

验证，( ): jC a 也是R 上长度为N 的λ -常循环码。 

引理 2  设 ( )
1

i
m k

ii
C f x

=
= ∏ 为R 上长度为N

的 λ -常循环码， 0 s
ik p t≤ ≤ 。设 j 为一整数且

0 1j t≤ ≤ − 。 则 ( ): jC a 包 含 生 成 多 项 式 为

( )
( )

1

j
i

m l
ii
f x

=∏ 的R 上长度为N 的λ -常循环码，其中

( ) { }min ,j s
i i il k p j k= − , 1,2, ,i m= 。 

证 明   设
( )

1
( )

j
i

m l
ii

D f x
=

= ∏ ， 其 中 ( )j
il =  

{ }min ,s
i ik p j k− 。对于任意 ( )f x D∈ ，我们有存在

某一 ( ) Ng x R∈ 使得
( )

1
( ) ( ) ( )

j
i

m l
ii

f x g x f x
=

= ∏ 。根据文

献[9]，有 ( )1
spn

Nx a R− = ⊆ 。所以存在可逆元

( ) Nx Rβ ∈ 使得 ( )( ) 1 =
spnx x aβ − 。于是 ( )= ( )jj xa f xβ  

( )
( ) ( )

1 1
1 ( ) ( ) = ( ) ( ) ( )

s j j
i i

m mp ln
i i

j j
i igx x f x x x f xg τβ

= =
⋅ − ∏ ∏ ，

其中 ( ) { }min ,j s s
i i ip j k p j kτ = + − 。显然 ( )ja f x C∈ ，

即 ( )( ) : jf x C a∈ 。所以C D⊇ 。                                                                  

    结合上面两个引理和定理 2，可以确定出R 上

长度为N 的λ -常循环码的挠码的结构。 

定理 3  设
1

( ) i
m k

ii
C f x

=
= ∏ 为R 上长度为N

的 λ -常循环码， 0 s
ik p t≤ ≤ 。设 j 为一整数且

0 1j t≤ ≤ − 。则 ( )Torj C 为R 长度为N 的生成多项

式 为
( )

1
( )

j
i

m
ii

f x τ
=∏ 的 循 环 码 ， 其 中 ( )j

iτ = 

( ){ } { }min 1 , min , , 1,2, ,s s
i ip j k p j k i m+ − = 。 

证明  由引理 2，对于每一 0 1j t≤ ≤ − ，有

( )
( )

1
Tor ( )

j
i

m l
j ii

C f x
=

⊇ ∏ ，其中 ( ) min{ ,j s
i il k p j= −  

}ik 。设
( )

1
( )

j
i

m l
Nii

D f x R
=

= ⊆∏ 。根据引理 1，可

得
( ) ( )

1 1
( ) ( )

j j
i i

m ml
i ii i

D f x f x τ
= =

= =∏ ∏ ，其中 

( ) { }{ }
( ){ } { }

min ,

    min

min ,

min1 , ,

j s s
i i i

s s
i i

p k p j k

p k p j kj

τ

= + −

= −

 

于 是 ， ( )Tor jT

j C R≥ ， 其 中 jT N= − 

( ) ( )
1

deg ( )
m j

i ii
f xτ

=∑ 。所以 

( )

( )
( )( )

0 1 1

1

0 11

1

0

( )deg deg( )

Tor

i

t

m mt

j ii

j
ii

T T T

j

tN tN i

t

j

xf x k f
R

C R

R
τ

−

−

= ==

+ + +

=

− −

−

∑ ∑∑

≥

= =

∏

　　

 

根据定理 1 和定理 2，我们有 ( )
0

1
Tor

j

t
j CC

=

−
=∏  

( )
( )( )1 deg

0

1
Tor

m
i iitN k f

j

t
j

x
C R =−

=

− ∑=∏ 。所以，对任一

0 1j t≤ ≤ − , ( )Torj C D= 。因此， ( )Torj C D= 。  

           证毕 

根据定理 3，有 ( )
( )1

1 1
Tor ( )

t
i

m
t ii

C f x τ −

− =
= ∏ ，

其 中 ( ) ( ){ }1 min 1 ,t s
i i ik p t kτ − = − − 。 设 C =  

1
( ) i

m k
ii
f x

=∏ 为R 上长度为N 的λ -常循环码， 0 ≤  

s
ik p t≤ 。对于每一 0 1j t≤ ≤ − ，用 jd 表示 ( )Torj C  

的汉明距离。显然， 0 1 1td d d −≥ ≥ ≥ 。根据文献[8]，

R 上长度为 N 的 λ -常循环码C 的汉明距离为

( ) 1H td C d −= 。 

例 1  在 [ ]81Z x 上， 11
1 2 31 ( ) ( ) ( )x f x f x f x− = ，其

中 1( )= 1f x x − , 5 4 3 2
2( ) 66 65 1f x x x x x x= + − + + − , 

5 4 3 2
3( ) 16 15 1f x x x x x x= + − + + − 。一共有 337  

50653= 个不同的 81Z 上长度为 99 的 13-常循环码。

每一常循环码具有的形式： 1 2 3
1 2 3
k k kC f f f= 〈 〉，其中

1 2 30 , , 36k k k≤ ≤ 。这样的常循环码比相同长度的

81F 上的循环码在数目上多很多。然而每一这样的常 

循环码的汉明距离都是可计算的。取 28 36 35
1 1 2 3=C f f f , 

31 3 30
2 1 2 3C f f f= ，则 ( ) 9 8

3 1 1 2 3Tor C f f f= 〈 〉 , ( )3 2Tor C  
4 3
1 3f f= 〈 〉。利用 MAGMA，我们有 ( )1 22Hd C = , 

( )2 3Hd C = 。 

下面我们研究R 上长度为N 的λ -常循环码的

齐次距离。我们先给出齐次距离一个界。 

定理 4  设
1

( ) i
m k

ii
C f x

=
= ∏ 为R 上长度为N

的λ -常循环码， 0 s
ik p t≤ ≤ 。则 

( ) ( ){ }
( ) ( )

2
2 1

1
hom 1

min 1 ,

    

r t r r
t t

r t
t

p p d p d

d C p d

−
− −

−
−

−

≤ ≤
 

证明  设c 为C 中的任意一个非零码字。存在 δ , 

0 1tδ≤ ≤ − ，使得c 可表示为a bδ ，其中 Nb R∈ 的

分量中至少有一个是单位。于是 ( )0 Torb Cδ≠ ∈ , 

( )Hw b dδ≥ 。如果 0 2tδ≤ ≤ − ，那么 hom( )w c ≥ 
( )2( 1)r r tp p dδ
−− 。所以， ( )2

hom 2( ) ( 1)r r t
tw c p p d−
−≥ − ，

从而 ( )2
hom 2( ) ( 1)r r t

td C p p d−
−≥ − 。如果 1tδ = − ，那

么我们有 ( )1
hom 1( ) r t

td C p d−
−≥ 。因此， hom( )d C ≥  

( ) ( ){ }2
2 1min 1 ,r t r r

t tp p d p d−
− −− 。 另 外 ， homd  

( )( ) ( )
1

1
1

1Tort
r t

t
ta C p d−−

− −= 且 ( )1
1Tort

ta C−
− 是 C 的

一个子码。所以， ( ) ( )1
hom 1

r t
td C p d−
−≤ 。      证毕 

从定理 4 的证明中可知，定理的结论对于R 上

任意的线性码都是成立的。当 1 2
1

1t trd d
p− −

⎢ ⎥⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥≤ − ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎣ ⎦
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时，我们得到精确的齐次距离 ( ) ( )1
hom 1

r t
td C p d−
−= 。

由定理 4 易得： 

推论 1  设
1

( ) i
m k

ii
C f x

=
= ∏ 为R 上长度为N

的λ -常循环码， 0 s
ik p t≤ ≤ 。设 { }

1
max i

i m
kλ

≤ ≤
= 。则

下列结论成立： 

(1) 如 果 ( )1 2sp tλ≤ ≤ − ， 那 么 ( )homd C =  

( ) ( )21r r tp p −− 。 
(2) 如 果 ( ) ( )2 1 1s sp t p tλ− + ≤ ≤ − ， 那 么

( )homd C ( )1r tp −= 。 
对于 { } ( )

1
max 1s

i
i m

k p tλ
≤ ≤

= > − 的情况，确定其精 

确的齐次距离是困难的。但是对于长度 sN p= ，利

用挠码可以计算出所有的R 上长度为N 的λ -常循

环码的齐次距离。下面给出这个计算过程作为一个

例子。文献[2]为下面例 2 的一个特殊情况。 

例 2  设 ( )1 i
iC x= − 为R 上长度为 sp 的λ -

常循环码，其中 0 si p t≤ ≤ 。我们有 

(1)如果 ( )0 2si p t≤ ≤ − ，那么根据推论 1，

( ) ( ) ( )2
hom 1r r t

iC p pd −= − 。 
(2)如果 ( ) ( )2 1 1s sp t i p t− + ≤ ≤ − ，那么根据

推论 1， ( ) ( )1
hom

r t
id C p −= 。 

(3) 如 果 ( ) ( )11 1 1s s sp t p i p tβ −− + + ≤ ≤ −  

( ) 11 spβ −+ + ，其中 0 2pβ≤ ≤ − ，那么根据定理 3，

我们有 ( )1Tor ( 1)t i
lC x− = 〈 − 〉，其中 1 1sp lβ − + ≤ ≤  

( ) 11 spβ −+ , 0 2pβ≤ ≤ − ; ( )2Tor ( 1)
sp

t iC x− = 〈 − 〉

0= 。由定理 4, ( ) ( )1
hom 1

r t
i td C p d−

−= 。根据文献

[12] ， 有 1 2td β− = + 。 所 以 ( ) ( )hom 2id C β= +  

( )1r tp −⋅ 。 

(4) 如 果 ( ) 11 1s s k s k sp t p j p i p t− − −− + − + ≤ ≤  
1s k s kp jp− − −− + ，其中1 1j p≤ ≤ − , 1 1k s≤ ≤ − ，

那么，与上面 (3)相似的讨论，我们有 ( )hom id C  

( ) ( )11 r t kj p − += + 。 
(5)如果 si p t= ，那么有 { }0iC = 。 

4  结束语 

本文研究了有限链环上的一类常循环码的距

离。根据这类常循环码的已知结构，通过计算其高

阶挠码，对任一给定的这类常循环码，其汉明距离

都可以利用本文方法计算。本文还探究了这类常循

环码的齐次距离，得到了关于这类码的齐次距离的

一个界，并得到了在某些特殊情况下这类码的精确

的齐次距离。这给编译有限链环上此类常循环码提

供了重要的理论依据。完全确定该类码在任意情况

下的精确齐次距离是一个待研究的问题。 
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