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基于贝叶斯准则的随机共振算法研究 

  刘书君
*    杨  婷    唐明春    王  品    李勇明  

 (重庆大学通信工程学院  重庆  400044) 

摘  要：该文针对二元假设检验问题，首先在贝叶斯准则的基础上，分析了最小化贝叶斯代价所对应的最优噪声，

将贝叶斯代价的最小化问题等价为虚警概率和/或检测概率的最优化。其次，在保证一定虚警概率和检测概率的前

提下，建立起能同时改善检测概率和虚警概率的模型。然后分别给出当检测概率一定时虚警概率最小和虚警概率一

定时检测概率最大这两种极限情况下对应的最优加性噪声，并对其进行线性凸组合以获得模型所需的最优加性噪

声，进一步分析并证明了该模型能够成立的充分条件。再次，获得先验概率已知和未知两种情况下最小化贝叶斯代

价时所对应的加性噪声，且当先验知识发生改变时，该算法只需调整加性噪声中一个可变参数即可获得相应的最优

贝叶斯代价。最后，结合具体的检测问题，通过仿真验证了所提算法的有效性。 
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Study on Stochastic Resonance Algorithm Based on Bayes Criterion 

LIU Shujun    YANG Ting    TANG Mingchun    WANG Pin    LI Yongming   
                 (College of Communication Engineering, Chongqing University, Chongqing 400044, China)  

Abstract: The optimal noise that minimizes Bayes risk for a binary hypothesis testing problem is analyzed firstly. As 

a result, the minimization of Bayes risk can be equivalent as the optimization of the detection probability ( )DP  

and/or false alarm probability FA( )P . Secondly, a noise enhanced model, which can increase DP  and decrease 

FAP  simultaneously, is established under the premise of maintaining predefined FAP  and DP . Then the optimal 

additional noise of this model is obtained by a convex combination of two optimal noises of two limit cases, which 

are the minimization of FAP  with maintaining the predefined DP  and the maximization of DP  with 

maintaining the predefined FAP , respectively. Furthermore, the sufficient conditions for this model are given. 

What’s more, the additive noise that minimizes the Bayes risk is determined when the prior probabilities are known 

or not, and the corresponding additive noise can be obtained by recalculating a parameter only if the prior 

information changes. Finally, the availability of algorithm is proved through the simulation combined with a 

specific detection example. 
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是一个非常重要的问题。在经典信号处理中，噪声

被视为不需要的信号或是对系统的干扰[1]。例如，系

统中噪声越多信道容量越小，使得检测性能和估计

精度都有所下降。然而，噪声对系统的影响并不都

是负面的。自 20 世纪 80 年代文献[2]首次提出随机

共振的概念以来，噪声的积极作用被用于物理、化

学、磁学、和电子学等许多领域的研究中 [3 11]− 。文

献[11]将随机共振应用到双基地逆合成孔径雷达成

像系统中，有效地提高了输出信噪比，使得雷达接

收机的动态范围扩大，对目标精细特征探测和识别

的能力提升。 
随机共振在信号处理中所发挥的重要作用也逐

渐引起人们的广泛关注，其本质是指噪声在一定条

件下，通过非线性系统对信号和系统起到积极的增
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强作用，也被称为噪声增强现象[3]。近几年的研究表

明，在信号检测理论中也存在随机共振现象。给一

些系统的输入加入噪声或增加系统的背景噪声水

平，可明显提高系统输出的性能 [11 17]− 。如文献[13]
引入匹配噪声，通过匹配非线性系统、噪声和信号

三者的关系，从而改变能量检测统计量的分布，有

效地检测信号的存在性。在假设检测问题的随机共

振理论中，通常采用信噪比[11]、互信息量[12]、检测

概率[13,15]的提高，或者平均错误率[14]的降低作为衡

量性能改善的标准，并根据奈曼皮尔逊准则[15]、贝

叶斯准则[16]以及极大极小准则[17]来分析如何通过加

入噪声来提高非最优检测器的性能。如文献[15]分析

了在虚警概率一定的情况下，给观察值加入独立噪

声使得检测概率最大化的问题，并推导出对应的最

优噪声概率密度函数及检测概率能否提高的充分条

件；文献[16]研究了在严格贝叶斯准则框架下噪声增

强多元复合假设检验问题，其中贝叶斯准则和极大

极小准则[17]下的随机共振优化问题可看作严格贝叶

斯框架下的特例。 
在以贝叶斯代价最小准则添加噪声的相关文献

中，研究者通常把贝叶斯代价作为一个整体来估计

其最优化时对应的加性噪声，虽然可以优化贝叶斯

代价，但并不能保证检测器的虚警概率和检测概率

同时得到改善，甚至可能使得其中之一的性能降低。

同时，当先验概率或者条件代价发生变化时，需要

重新估计新参数下最优贝叶斯代价所需的加性噪

声，增加了计算的复杂度。本文在研究贝叶斯准则

下如何添加加性噪声的问题时，将贝叶斯代价的优

化转化为虚警概率和检测概率的优化问题。因此，

本文在保证一定虚警概率和检测概率的前提下，首

先提出了一种基于贝叶斯准则的随机共振模型，并

利用当检测概率一定时，虚警概率取最小值时对应

的最优加性噪声，以及虚警概率一定时，最大化检

测概率所对应的加性噪声这两种极限情况下的最优

噪声的线性组合获得最小化贝叶斯代价的合适的噪

声。然后，详细推导了这两种极限情况所对应的最

优噪声。其次，给出了该模型能够成立的加性噪声

以及充分条件。再次，给出了先验概率已知和未知

时，分别对应的最小化贝叶斯代价的加性噪声。本

文算法的优势在于当改变先验概率和条件代价时，

只需调节最优加性噪声模型中的参数值即可获得最

小化贝叶斯代价对应的加性噪声，在保证性能的同

时简化了运算。最后，结合具体的检测问题对不同

情况下对应的最优噪声进行求解，并通过仿真分析

了在不同情况下添加噪声时对检测性能的影响，证

明了本文算法的有效性和正确性。 

2  最优贝叶斯代价的随机共振算法 

2.1 基于贝叶斯准则的随机共振 
考虑如式(1)中的二元假设检验问题： 

: ( ),   0,1i iH p x i =             (1) 

其中， ( )ip x 为观察值x 在 iH 成立条件下的概率密度

函数， Kx R∈ 。假设对任意x ，选择 1H 的概率为 ( )xφ , 
0 ( ) 1xφ≤ ≤ 。在一些情况下，给系统输入信号 x 加

入额外的噪声可以提高一个非最优检测器的性能。

通过给观察值 x 加入与之独立的噪声n ，以得到加

噪后的信号y x n= + ，则y 在 iH 成立条件下的概率

密度函数 ( ; )y ip y H 可表示为 ( )ip x 与所加噪声的概率

密度函数 ()np ⋅ 的卷积[18]。 

  ( ; ) () () ( ) ( )d
Ky i n i n i

R
p y H p p p n p y n n= ⋅ ∗ ⋅ = −∫  (2) 

式中， ∗表示卷积符号。对任意固定检测器，无论

其本身是否为最优检测器，均可通过优化该加性噪

声n 来提高系统性能。根据贝叶斯准则，最优加性

噪声即为使得贝叶斯代价最小的噪声，即 
opt

( )
argmin

n

y
n

p
p C

⋅
=             (3) 

其中， yC 为加入噪声后的修正贝叶斯代价，且   
1

0

( ) ( )y y
i i

i

C p H C φ
=

= ∑           (4) 

其中， ( )ip H , 0,1i = 表示假设 iH 的先验概率，而

( )y
iC φ 表示 ( )yφ 判决 iH 成立的条件代价。 

( )
1

0

( ) |y
i ji j i

j

C C p H Hφ
=

= ∑         (5) 

其中， jiC 和 ( | )j ip H H 分别表示 iH 为真时判决 jH 成

立的代价和条件概率，且有 1 0( | )p H H 和 1 1( | )p H H 分

别为噪声修正观察值y 所对应的虚警概率 FA
yP 和检

测概率 y
DP 。 

( )

( )
( )

FA 0

0

0 0

( ) ; d

   ( ) ( ) ( )d d

    ( ) ( )d ( )

K

K K

K

y
y

R

n
R R

n n
R

P y p y H y

p n y p y n y n

p n F n n E F n

φ

φ

=

= −

= =

∫

∫ ∫

∫    (6) 

( )

( )

1

1 1

( ) ; d

   ( ) ( )d ( )

K

K

y
D y

R

n n
R

P y p y H y

p n F n n E F n

φ=

= =

∫
∫       (7) 

其中， 

( ) ( ) ( )d
Ki i

R
F n y p y n yφ= −∫         (8) 

由式(6)和式(7)可得， FA
yP 和 y

DP 可看作当所加噪声

的概率密度函数为 ( )np n 时， 0( )F n 和 1( )F n 的数学期

望。将式(5)展开，代入式(4)可得 
( ) ( ) ( )( )

( )( )
0 00 1 01 0 10 00 FA

1 01 11

+ +

       

y y

y
D

C p H C p H C p H C C P

p H C C P

= −

− − (9) 
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假设 ( )ip H 和 jiC 已知，且有 ji iiC C> ( )j i≠ ，那么

0 00 1 01( ) ( ) 0p H C p H C+ > ，则贝叶斯代价的优化问题

可等价为使 FAP 和 DP 同时得到改善的问题。在 FA
yP  

α≤ 和 y
DP β≥ 的约束条件下，假设 1z 和 2z 分别代表

加入噪声后虚警概率和检测概率的相对改善程度，

即 A1 F
yz Pα−= , 2

y
Dz P β= − ，那么式(9)可改写为 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( )

( )( )

( )( )

0 00 1 01 0 10 00

1 1 01 11 2

0 10 00 1

1 01 11 2

       

   

       

y

o

C p H C p H C p H C C

z p H C C z

C p H C C z

p H C C z

α β

= + + −

⋅ − − − +

⎡= − −⎣
⎤+ − ⎦ (10) 

其中， ( ) ( ) ( )( )0 00 1 01 0 10 00= + +oC p H C p H C p H C C α−  

( )( )1 01 11p H C C β− − 为一个常量，对比式(9)可见当

FA
xPα = 和 x

DPβ = 时， oC 即为原观察值x 所对应的

贝叶斯代价。其中， FA
xP 和 x

DP 分别为原检测器的虚

警概率和检测概率 FA 0( ) ( )d
K

x

R
P x p x xφ= ∫ , x

DP =  

1( ) ( )d
KR

x p x xφ∫ 。由于 0 ( ) 1iP H< < , 10 00C C> 且

01 11C C> ，在 FA
yP α≤ 和 y

DP β≥ 的约束条件下，只

需考虑如何使得 1z 和/或 2z 的值更大。 

2.2 最优贝叶斯代价的随机共振模型 
基于前面的分析可知，优化贝叶斯代价等价于

提高 1z 和/或 2z 的值。因此，本文在 FA
yP α≤ 和

y
DP β≥ 的条件下，提出了以下随机共振模型，即 

FA 1 1

2 2

, 0

, 0 1

y

y
D

P z z

P z z

α α

β β

⎫= − ≤ ≤ ⎪⎪⎪⎬⎪= + ≤ ≤ − ⎪⎪⎭
       (11) 

由于在同时提高 1z 与 2z 的情况下求解最佳噪声比较

困难，因此本文首先考虑以下两种极限情况： 
(1)当 y

DP β= 时，使得 FA
yP 最小。即当 2 0z = 时，

求得此时 1z 可取得的最大值 1
oz ，并假设对应的最优

噪声概率密度函数为 opt
,1 ( )np n 。 

(2)当 FA
yP α= 时，使得 y

DP 最大。即当 1 0z = 时，

求得此时 2z 可取得的最大值 2
oz ，并假设对应的最优

噪声概率密度函数为 opt
,2 ( )np n 。 

为求解能满足式(11)中使得 FA
yP α≤ 和 y

DP β≥
同时成立时所对应的加性噪声，本文充分利用极限

情况(1)和情况(2)对应的最优噪声，将 opt
,1 ( )np n 与

opt
,2 ( )np n 进行线性凸组合，获得一个概率密度函数如

式(12)所示的噪声：  
opt opt
,1 ,2( ) ( ) (1 ) ( ),  0 1n n np n p n p nη η η= + − ≤ ≤   (12) 

其中， η为可调参数。结合式(11)和两种极限情况，

可知加入概率密度如式(12)所示的噪声n 时获得的

虚警概率和检测概率为 

FA 1

2(1 )

y o

y o
D

P z

P z

α η α

β η β

⎫= − < ⎪⎪⎪⎬⎪= + − > ⎪⎪⎭
        (13) 

对比式(11)可见， 1 1
oz zη= 和 2 2(1 ) oz η= − z ，此时的

1z 和 2z 分别满足 1 10 oz z≤ ≤ 和 2 20 oz z≤ ≤ 。可见，

加入概率密度函数如式(12)的加性噪声后不仅能实

现综合性能的改善，还可根据不同的应用需求，通

过改变 η的大小在检测概率与虚警概率的改善程度

上进行调节，为便于分析，将式(13)中 FA
yP 与 y

DP 同

时改善的情况视为情况(3)。 

3  综合性能改善下的最优加性噪声 

为了获得如式(13)所示情况(3)对应的加性噪声

概率密度函数，以下分别对两种极限情况下的性能

改善程度与相应最优噪声概率密度函数进行详细分

析，并给出可同时改善虚警概率和检测概率的充分

条件。 
3.1 虚警概率最佳改善度 oz1 及对应加性噪声  

为求解情况 (1)对应的最优噪声概率密度
opt
,1 ( )np n ，可充分利用 ( )iF n 与 ( )np n 的内在关系。由

式(8)知， ( )iF n 是关于n 的函数，令 1 1( )F n f= ，则

有 1
1 1( )n F f−= ，其中 1

1F− 是 1F 的逆函数。与 1f 对应

的 0( )F n 表示为 1
0 0 0 1 1( ) ( ( ))F n f F F f−= = 。且由 0( )F n

和 1( )F n 的定义可知， 0 10 , 1f f< < 。其中 1f 与n 可

为单值映射，也可为多值映射。因此，与 1f 对应的 0f

为单一的值或一个集合。当给定 KR 域的噪声概率密

度函数 ()np ⋅ 时，噪声在 1f 域的概率密度函数也唯一

确定。因此，情况(1)可由 1f 表示为 

1
, 1 , 11 1

1

1

FA , 1 0 1
0( ) ( )

1

, 1 1 1
0

min min ( ) d

( ) d

n f n f

y
n f

p f p f

y
D n f

P p f f f

P p f f f β

⎫⎪⎪= ⎪⎪⎪⎬⎪⎪= = ⎪⎪⎪⎭

∫

∫
     (14) 

设 0 1( ) inf( : )t f f tΓ = = 为 1f t= 时对应的最小

0f , 0 0argmax( ( ) )m
t

t t F= Γ = 为 当 0 min( ( ))mF t= Γ  

时， 0( ) mt FΓ = 对应的最大 1f 。类似于文献[15]的推

导，可得情况(1)对应的虚警概率密度函数
1

opt
, 1( )n fp f 及

虚警概率的改善程度 1
oz 。 

( )
( ) ( )

( )( )

( )
( ) ( )

( )( )

1

12 0opt
, 1 1 11 0

12 0 11 0

11 0
1 12 0

12 0 11 0

( )

             

n f

f c
p f f f c

f c f c

f c
f f c

f c f c

β
δ

β
δ

−
= −

−

−
+ −

−
  (15) 

FA,opt 0 1 FA,opt,  y o yP w c z Pβ α= + = −         (16) 

其中 0c R∈ 。当 0t β< 时，通过调整 0c 的值，取得

1 1 1( , ) ( )W f c f cf= Γ − 在区间 1 [0, ]I β= , 2 [ ,1]I β= 相

同的最小值w , w 在区间 1I 和区间 2I 所分别对应的

最大 1f 分别即为 11 0( )f c 和 12 0( )f c 。将
1

opt
, 1( )n fp f 转化为

KR 域的 opt
,1 ( )np n ： 

( ) ( )opt
,1 1 2( ) (1 )np n n n n nζδ ζ δ= − + − −     (17) 

其中， 12 0 12 0 11 0( ( ) )/( ( ) ( ))f c f c f cζ β= − − 。而 1n 由等
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式 1 1 11 0( ) ( )F n f c= 和 0 1 0 11 0( ) ( )F n w c f c= + 确定， 2n 由

等式 1 2 12 0( ) ( )F n f c= 和 0 2 0 12 0( ) ( )F n w c f c= + 确定。 
3.2 检测概率最佳改善度 oz2 及对应加性噪声 

由文献[15]可知，极限情况(2)下的最优噪声概

率密度函数和加噪后的检测概率及其改善程度表示

为 
( )

( ) ( )
( )( )

( )
( ) ( )

( )( )

0

02 0opt
, 0 0 01 0

02 0 01 0

01 0
0 02 0

02 0 01 0

( )

             

n f

f k
p f f f k

f k f k

f k
f f k

f k f k

α
δ

α
δ

−
= −

−

−
+ −

−
 (18) 

,opt 0 2 ,opt,   y o y
D DP k z Pν α β= + = −          (19) 

其中， 0k R∈ 。当 1 0( ) sup( : )G f fτ τ= = 的最大值

1MF max( ( ))G τ= 对应的最小 0f 大于α时，即 0τ =  

1argmin( ( ) )MG F
τ

τ α= > 时，调整k 值，可获得 0( ,J f  

0 0) ( )k G f kf= − 在区间 1 [0, ]I α= 和 2 [ ,1]I α= 的相同

最大值 ν及相应的k 值 0k , ν在区间 1I 和 2I 所对应的

最小 0f 即为 01 0( )f k 和 02 0( )f k 。将
0

opt
, 0( )n fp f 转化为 KR

域的 opt
,2 ( )np n ： 

( ) ( )opt
,2 1 2( ) (1 )np n n n n nλδ λ δ= − + − −     (20) 

其中， 02 0 02 0 01 0=( ( ) ) ( ( ) ( ))f k f k f kλ α− − , 1n 由等式 

1 1 0 01 0( ) ( )F n k f kν= + 和 0 1 01 0( ) ( )F n f k= 确定， 2n  由
等式 1 2 0 02 0( ) ( )F n k f kν= + 和 0 2 02 0( ) ( )F n f k= 确定。 

在获得如式(17)和式(20)所示的两种极限情况

下对应的最优噪声后，将其代入式(13)，并根据具

体应用需求选择适合的参数 η即可获得能同时改善

检测概率与虚警概率的适合的加性噪声概率密度函

数。此外，当 0t β> 或 0τ α< 时，可直接得出式(13)
模型所定义的情况(3)中适合的加性噪声可为概率

密度函数为 ( )on nδ − 的直流信号 on 。当 0t β> 时，

on 由 FA,opt 0 0( )y
o mP F n F= = 和 ,opt 1 0( )y

D oP F n t= = 确

定；当 0τ α< 时， on 由 FA,opt 0 0( )y
oP F n τ= = 和 ,opt

y
DP  

1( )oF n= = 1MF 确定。 
3.3 检测概率和虚警概率同时改善的充分条件 
    根据以上对两种极限情况下最优噪声的分析，

给出可以使得 FA
yP α≤ 和 y

DP β≥ 同时成立的充分条

件： 
(1)当 ( )β αΓ < 时， ( ( ))G β βΓ > ； 
(2)当 ( )G α β> 时， ( ( ))G α αΓ < ； 
(3) ( )tΓ 关于 ( )G α 二阶连续可微且 ( ( ))'' G αΓ  

0< ，且 ( )G α β> ； 
(4) ( )G τ 关于 ( )βΓ 二阶连续可微且 ( ( ))G'' βΓ  

0> ，且 ( )β αΓ < 。 
以上 4 个条件中任意一个成立时，至少存在一

个概率密度函数为 ()np ⋅ 的噪声使得 FA
yP α≤ 和 y

DP  
β≥ 同时成立。 

证明  (1)当 ( )β αΓ < 时， ( ( ))G β βΓ > 。根据Γ

和G 定义可知，至少存在一个噪声 0n 使得 0 0( )F n =  
( )β αΓ < , 1 0( ) ( ( ))F n G α β= Γ > 。因此，加入概率

密度函数为 0( ) ( )np n n nδ= − 的噪声即可使得

FA
yP α≤ 和 y

DP β≥ 同时成立。同理可证(2)成立。(3)
当 ( )tΓ 关于 ( )G α 二阶连续可微且 ( ( ))'' G αΓ 0< 时，

存在 0ξ > 使得 () 0''Γ ⋅ < 在区间 ( ( ) , ( )G GΔ α ξ α= −  
)ξ+ 成立，假设加性噪声的概率密度函数为

1, 1( )n fp f  

( ) ( )1 1
1 1 1 1
2 2 2 2= ( ( ) ) + ( ( )+ )f G f Gδ α ξ δ α ξ− − − ，那 么

虚警概率 ( )1

1

FA 1 , 1 1
0

1 1
2 2( ) ( )d ( )y

n fP f p f f G α ξ= Γ = Γ −∫  

( )1 1
2 2( )G α ξ+ Γ + 。又由 ( )tΓ 的凹凸性及G 和Γ的定

义 ， 可 得 FA ( ( ))yP G α α< Γ ≤ 。 而 此 时 y
DP =  

1

1

1 , 1 1
0

( )d ( )n ff p f f G α β= ≥∫ 。同理可证条件(4)也成

立。                                     证毕 

4  贝叶斯准则下最优加性噪声 

将式(13)代入式(10)得  
( )( ) ( )

( )( )

( )( ) ( )(
( ) ( )( ) )

0 10 00 1 1

01 11 2

1 01 11 2 0

10 00 1 1 01 11 2

       1

   

       

y o
o

o

o
o

o o

C C p H C C z p H

C C z

C p H C C z p H

C C z p H C C z

η

η

η

⎡= − − +⎣
⎤⋅ − − ⎦

⎡= − − +⎢⎣
⎤⋅ − − − ⎥⎦   (21) 

因此，当 0 10 00 1 1 01 11 2( )( ) ( )( )o op H C C z p H C C z− − − >0
时， η =1 时 yC 取得最小值，反之 η =0。值得注意

的是，即使 η取(0,1)区间中的其他值，仍有 oC C< 。

当 FA
xPα = 和 x

DPβ = 时，噪声增强检测器性能总是

优于原检测器。本文将贝叶斯代价的优化直接等价

为寻求 FAP 和 DP 的最佳改善程度，与文献[16]中直

接对贝叶斯代价进行优化相比，本文直接对 FAP 和

DP 进行优化，不仅可以保证虚警和检测性能，而且

当检测器固定时，即使 ( )ip H 和 jiC 这些先验知识发

生改变，也不必重复加性噪声的求解过程，只需将

( )ip H 和 jiC 代入式(21)中并调节 η 值即可获得相应

的加性噪声概率密度函数。 
特别地，当 jiC 已知而先验概率 ( )ip H 未知时，

采用极大极小值准则来避免可能产生的极大代价，

使最大可能代价极小化。此时，贝叶斯代价的优化

等价为使 0 1max( ( ), ( ))y yC Cφ φ 最小化的问题，其中 
( )

( )
0 00 FA 10 FA

00 10 00 FA

( ) 1

       

y y y

y

C C P C P

C C C P

φ = − +

= + −       (22) 

( )

( )
1 01 11

01 01 11

( ) 1

       

y y y
D D

y
D

C C P C P

C C C P

φ = − +

= − −         (23) 

式(22)与式(23)中最小值的求解分别对应了极限情

况 ( 1 )和情况 ( 2 )的求解。在文献 [ 1 7 ]中，求
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0max( ( ),yC φ 1 ( ))yC φ 的最小化的问题是一个非线性的

过程，对应最优加性噪声设为 opt( )np n ，因为 jiC 为已 
知常量则 opt( )np n 最终是作用在 FA

yP 或者 y
DP 上的。在

FA
yP α≤ 和 y

DP β≥ 的情况下，通过对 opt
,1 ( )np n 和

opt
,2 ( )np n 的求解可知， opt

,1 ( )np n , opt
,2 ( )np n 分别为令 FA

yP , 
y
DP 取得最优值的加性噪声，则有

opt FA
( )

min
n

y

p n
P ≥  

opt
,1

FA
( )

min
n

y

p n
P ,

opt opt
,2( ) ( )

min min
n n

y y
D D

p n p n
P P≤ 。因此，在此情况下， 

本文算法优于文献[17]中的结果。 

5  实验与仿真分析 

    本节将针对不同的背景噪声分布下已知常量的

检测问题，结合仿真分析对前文的结论进行验证。

考虑如下二元假设检验例子。 

0

1

:

:

H x v

H x A v

⎫= ⎪⎪⎪⎬⎪= + ⎪⎪⎭
             (24) 

其中，x R∈ ,v 为背景噪声，A 为已知常量且 0A > 。

假设检测器判别函数为 
1,   / 3

( )
0,   / 3

y A
y

y A
φ

⎧ >⎪⎪⎪= ⎨⎪ ≤⎪⎪⎩
           (25) 

其中，y x n= + ,n 表示加性独立噪声。此例中，令

FA
xPα = 和 x

DPβ = 。 
5.1 高斯分布背景噪声 

假设v 是一个高斯混合噪声，其概率密度函数

为 

( )2

1

( ) ; ,
N

v i i i
i

p x xω γ μ σ
=

= ∑          (26) 

其 中 ， 0iω > , 1,2, , ,i N=
1

1
N

ii
ω

=
=∑ ， 及

( ) ( ) ( )22 2 2; , = 1 2 exp 2 , =1,2, ,i i i i ix x iγ μ σ σ μ σ⎡ ⎤π − −⎢ ⎥⎣ ⎦
 N 。则x 在 0H 和 1H 下的分布分别表示为 

( )2
0

1

( ) ; ,
N

i i i
i

p x xω γ μ σ
=

= ∑            (27) 

( )2
1

1

( ) ; ,
N

i i i
i

p x x Aω γ μ σ
=

= +∑         (28) 

因为 ( )xφ 和 ( )ip x 已知，由式(8)可求得 

0 0
0

1

( ) ( ) ( )d

/3
      

N
i

i
ii

F n y p y n y

A n
Q

φ

μ
ω

σ

+∞

=

= −

⎛ ⎞− − ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∫

∑         (29) 

1 1
0

1

( ) ( ) ( )d

(2 )/3
      

N
i

i
ii

F n y p y n y

A n
Q

φ

μ
ω

σ

+∞

=

= −

⎛ ⎞− − − ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∫

∑      (30) 

其中， ( ) ( )2( ) 1 2 exp /2 d
x

Q x t t
+∞

= π −∫ ，为便于计

算令 2N = , 1 1/2ω = , 1 2μ μ μ= − = − , iσ σ= 。则

0
/3 /31 1

2 2( ) ,
A n A n

F n Q Q
μ μ

σ σ
− + − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 1( )F n =  

(2 )/3 (2 )/31 1
2 2 ,

A n A n
Q Q

μ μ
σ σ

− − + − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 0( )p x =  

( ) ( )2 21 1
2 2; , + ; ,x xγ μ σ γ μ σ− , ( )2

1
1
2( )= ; + ,p x x Aγ μ σ−  

( )21
2 ; ,x Aγ μ σ+ + 。由 Q 函数的定义可知 1( )F n  

0( )F n> ，且 1( )F n 与 0( )F n 一一对应，都关于n 单调

递增。因此， 1 0 1 0( ) ( )f f f fΓ = = , 0 1 0 1( ) ( )G f f f f= = 。

0( )F n 与 1( )F n 的关系如图 1 所示。 

 

图 1 0 0( )f F n= 与 1 1( )f F n= 的关系示意图 

在图 1 中，由 0( )F n 与 1( )F n 的关系，结合对加

噪能改善性能的充分条件的分析可知，实线与虚线

之间的区域表示可以通过加噪降低虚警概率的区

域；同时，由文献[15]可知这一区域也是加入噪声可

以提高检测性能的区域。此例中 01 0( )f k , 02 0( )f k 分别

与 11 0( )f c , 12 0( )f c 一一对应，即极限情况(1)与极限情

况(2)中所求的 1n 和 2n 相同，此例中 1n 和 2n 可近似

为 1 /6n Aμ= − − , 2 /6n Aμ= + − 。接下来，本文将

通过 MATLAB 仿真，在不同背景噪声方差σ 情况

下，对极限情况(1)，情况(2)和 0.5η = 时情况(3)对
应的噪声增强检测器和原检测器获得的检测概率和

虚警概率进行分析，同时也对比分析了相同情况下

对应的贝叶斯代价。 
令 3μ = , 1A = 以及 0.5η = ，将σ 以 0.1 的间

隔从 0 增至 4。对每个σ 值，求取极限情况(1)，情

况(2)和情况(3)对应的虚警概率和检测概率，并将它

们与原检测器进行对比，结果如图 2(a) 和图 2(b)
所示。此外，还给出了 0( ) 0.4p H = , 00 11 0C C= = 和

10 01 1C C= = 时，相同仿真条件下对应的最优噪声

增强器和原检测器的贝叶斯代价，结果如图 2(c)所
示。随着背景噪声方差σ 的逐渐增大，如图 2(a)所
示，原检测器虚警概率先保持恒定值，然后逐渐下

降至 0.4747 后保持恒定；而如图 2(b)所示，原检测

器检测概率先保持恒定值 0.5，然后逐渐增大至最大 
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图 2 不同高斯背景噪声方差下的检测性能 

值 0.5538 后再逐渐缓慢下降。由图 2(a)可知，当σ
值接近于 0 时，情况(3)获得的虚警概率接近于 0.25
且比极限情况(2)和原检测器获得的虚警概率降低

了 0.25；随着σ 值的增加，情况(1)及情况(3)所对应

的虚警概率逐渐增大。由图 2(b)可见，当背景噪声

方差逐渐增强时，情况(2)及情况(3)下的检测概率逐

渐下降，即加入噪声后的检测器检测性能随之下降。

当 2.74σ ≥ 时，如式(26)所示的 ( )vp v 为单峰噪声，

在φ 一定时，加入任何噪声都无法提高检测器性能。

由式(21)知，贝叶斯代价的改善程度是与虚警概率

与检测概率的改善程度成正比的。如图 2(c)，随着σ
的增大，贝叶斯代价的改善程度逐渐下降，当

2.74σ ≥ 时，加入噪声将不能降低贝叶斯代价。对

比图 2(a)，图 2(b)和图 2(c)可见，贝叶斯代价的变

化趋势分别与图 2(a)和图 2(b)中虚警概率和检测概

率的变化趋势保持一致。因此，在先验知识已知的

情况下贝叶斯代价最小化问题可等价为情况(3)中
的虚警概率和检测概率优化问题，并依据先验概率

和条件代价对最优噪声中的参数进行调节，获得不

同先验知识下最优贝叶斯代价所需加入的噪声。 
5.2 瑞利分布背景噪声 

为进一步证明本文算法的有效性，本小节中假

设背景噪声 v 服从瑞利混合分布。 v 的概率密度函

数为 

( )
1

( )
N

v i i
i

p x m xϕ μ
=

= −∑          (31) 

其中，
2

22( ) exp
2i i

x xxϕ
σ σ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
, 0x ≥ ; 0 , 0x < 。令

4N = , 1 0.2u = , 2 0.4u = , 3 2 /2 0.2u σ= − π − , 

4 2 /2 0.4u σ= − π − , 0.25im = , 1,2, , 4i = 。则根

据式(8)可得 

( )
4

0
1

( ) /3i i
i

F n m A nΦ μ
=

= − −∑        (32) 

( )
4

1
1

( ) 2 /3i i
i

F n m A nΦ μ
=

= − − −∑      (33) 

其中，当 0x > ,  
2

2 2( ) exp d
2x

t tx tΦ
σ σ

∞ ⎛ ⎞⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫ ；当

0x ≤ 时， ( ) 0xΦ = 。令 1A = ，将σ 以 0.1 的间隔 

从 0 增至 3。对每个σ 值，搜索极限情况(1)和情况

(2)分别对应的最优加性噪声，并计算对应的虚警概

率和检测概率。此外，仍然令 0.5η = ，计算情况(3)

对应的虚警概率和检测概率，分别将它们与原检测

器进行对比，如图 3(a)和图 3(b)所示。当 0.2 σ≤ < 

0.7 时，原检测器概率接近于 1，存在有常量噪声使

得 y x
D DP P= 的同时使得虚警概率大大地降低，即图

3(a)中情况(1)所示。另一方面，如图 3(b)所示，当

0.9σ < 时，没有噪声在满足 FA FA
y xP P≤ 的同时提高

检测概率，且 3 种情况对应的检测概率与原检测器

保持一致。当 1σ > 时，由图 3(a)和图 3(b)可知，通

过加入噪声，情况(1)可使得虚警概率明显下降，情

况(2)可使得检测概率明显提高，情况(3)实现了虚警

概率和检测概率的同时改善。令 0( ) 0.4p H = , 00C  

11 0C= = , 10C =  01 1C = ，根据第 4 节的分析可计

算出图 3(a)和图 3(b)对应仿真参数设置下的最优噪

声增强检测器和原检测器的贝叶斯代价，结果如图

3(c)所示。图 3(c)表明，加入噪声可使得贝叶斯代价

降低，且其改善程度与情况(1)中虚警概率或情况(2)

中检测概率的改善程度一致。 

6  结论 

本文基于贝叶斯准则，分析了在贝叶斯准则下，

加入噪声使得贝叶斯代价最小化问题等价于使得虚

警概率和/或检测概率最优化的问题。本文在保证

FA
yP α≤ 和 y

DP β≥ 的情况下，提出了同时使得虚警

概率降低和检测概率提高的加性噪声增强检测模

型。然后给出了 3 种不同情况下对应的最优加性噪

声及模型能够成立的充分条件。再次，给出了先验

概率已知和未知时，分别对应的最小化贝叶斯代价

的加性噪声，并且在改变先验概率和条件代价时， 
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图 3 不同瑞利背景噪声方差下的检测性能 

只需调节最优噪声模型中的参数值即可获得相应的

加性噪声，在保证性能的同时简化了运算。检测实

例和仿真结果分析均证明了本文算法的有效性。 
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