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对N次观测 Pareto 分布参数有效估计范围的扩展 
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摘  要：基于 ln( )z z 方法的 N 次观测 Pareto 分布参数估计不能有效估计形状参数小于 1 的情形。该文采用

ln( )rz z 方法对基于 ln( )z z 的方法进行扩展，将 N 次观测 Pareto 分布的形状参数的有效估计范围进行扩大。文

中推导了 N 次观测 Pareto 分布参数估计的表达式，从理论上证明该方法能够估计小于 1 的形状参数。仿真结果表

明： 1r 时， ln( )rz z 方法能够在该扩大的范围内有效地估计形状参数。 
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Widening Efficacious Parameter Estimation Range of 
Multi-look Pareto Distribution 

HU Chong    LUO Feng    ZHANG Linrang    FAN Yifei    CHEN Shuailin 
(National Laboratory of Radar Signal Processing, Xidian University, Xi’an 710071, China) 

Abstract: The method for estimating the parameters of multi-look Pareto distribution based on ln( )z z  can not 

estimate the shape parameter less than 1. To overcome the drawback, it is generalized by ln( )rz z , which widens 

the efficacious range for shape parameter to be estimated. The expression of parameter estimation is deduced so as 

to demonstrate that the proposed method is able to estimate the shape parameter less than 1 theoretically. The 

simulation results validate that the method of ln( )rz z  is able to estimate the shape parameter more 

efficaciously in the range of 1r . 
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1  引言  

为了提高信杂比(Signal-to-Clutter Ratio, 
SCR)，雷达信号处理机往往会对一个相干处理间隔

(Coherent Processing Interval, CPI)内的 N 次观测

回波信号进行相参或非相参积累[1]，积累后杂波模型

的准确性会直接影响目标的检测性能。而近年来的

研究工作表明Pareto分布是一种较K分布及与其相

关修正分布(KA, KK 等)更具优势的统计杂波模 
型 [2 11]− ，因此对 N 次观测 Pareto 分布的参数进行准

确估计对提高雷达的目标检测性能具有十分重要的

意义。 
传统的 大似然估计 (Maximum-Likelihood 

Estimation, MLE)法对单次观测Pareto分布的形状

参数的估计是其尺度参数的函数，然而其尺度参数

的估计没有闭合解，参数估计需要用数值方法寻找

方程零点，计算比较低效 [12]；而传统的矩估计法
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(Method of Moments, MoM)，如一二阶矩法，由于

计算二阶矩时 Gamma 函数在形状参数小于 2 的时

候无意义，因此该方法不能有效估计真值小于 2 的

形状参数[13,14]；文献[14]在借鉴了基于 ln( )z z 方法

的 K 分布参数估计后，提出将该方法用于 Pareto
分布的参数估计，该方法较一二阶矩法形状参数的

有效估计范围扩大到了真值大于 1 的情形，然而由

于基于 ln( )z z 的方法需要计算的 Diagram 函数在

形状参数小于 1 时无意义，因此该方法不能有效估

计小于 1 的形状参数。本文借鉴文献[14]与文献[15]，
对基于 ln( )z z 的方法进行扩展，采用基于 ln( )rz z
的方法对 N 次观测 Pareto 分布参数进行估计，将形

状参数的有效估计范围进一步扩大到大于 r 的情

形。仿真实验结果表明，在 1r 的情况下，该方法

较一二阶矩法和 ln( )rz z 法能够对形状参数更加有

效估计，因此对形状参数的有效估计范围进行了扩

大。 

2  N次观测 Pareto 分布 

海杂波的复合模型是通过结构分量对散斑分量

进行调制得到的。 
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N 次观测的散斑分量模型为形状参数为 N 的

Gamma 分布，其概率密度函数(PDF)为 
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其中， ( )Γ i 为 Gamma 函数。当 1N = 即单次观测

时，式(2)为指数分布参数。当结构分量 x 服从

Gamma 分布时，式(1)为 N 次观测的 K 分布概率密

度函数。而当结构分量 x 服从如式(3)的逆 Gamma
分布时，式(1)为 N 次观测的 Pareto 分布概率密度

函数(PDF) 
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式(3)中，a 为形状参数，b 为尺度参数。将式(3)与
式(2)代入式(1)，得到 N 次观测的 Pareto 分布模型

的 PDF 为 
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当 1N = 时， 
1( ) /( )a ap z ab b z += +            (5) 

为广义 Pareto II 型或 Lomax 分布 PDF。通过变换

1/a ω= − 与 /b λ ω= − 后，单次观测的广义 Pareto II
型分布 PDF 也可以写为 

1
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3  参数估计 

3.1 一二阶矩估计 

首先根据式(4)求出 Pareto 分布的r 阶原点矩
rz 如式(7) 
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令 /( )x z b z= + ，则 2d /(1 ) dz b x x= − ，代入式(7)

得 
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那么形状参数a 可通过前二阶原点矩由式(9)估计。 
2

2 2
2
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但是在计算二阶原点矩时，当 2a ≤ 时，式(8)中的

Gamma 函数 ( 2)aΓ − 无意义，所以式(9)对 2a ≤ 的

形状参数估计无效，也就是说形状参数a 的有效估

计范围为 2a > 。 
3.2 基于 z zln( ) 方法的估计 

文献[14]采用如式(10)的基于 ln( )z z 的方法对

N次观测Pareto分布参数进行估计将形状参数的有

效估计范围扩大到了 1a > 。 
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然而，对于真值在 1a ≤ 范围内的形状参数，式(10)
中的 Digamma 函数 ( 1)aψ − 无意义，因此形状参数

的有效估计范围为 1a > 。 
3.3 本文方法 

本文对基于 ln( )z z 的方法进行扩展，采用基于

ln( )rz z 的方法对 Pareto 分布参数进行估计。首先

对 ln( )rz z 进行计算： 
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式中， ( )ψ i 为 Digamma 函数。由式(11)可知 
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其次计算 ln( )z ： 

0 0
ln( ) ( ) ln( ) ( , )d d

       ( ) ( ) ln( )

x z xz p x z p z x N z x

N a bψ ψ

∞ ∞⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
= − +

∫ ∫
 (13) 

式(12)减式(13)，得 
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式(14)表明形状参数a 的估计范围在a r> 范围内

是有效的，因此当 1r 时，式(14)对形状参数的有

效估计范围相比式(10)有很大拓展。用样本矩代替

总体矩得到 
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用数值方法解析式(14)可以得到形状参数的估

计值a ，进而由式(13)得到尺度参数的估计值b  
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当 1r = 时，式(14)成为文献[14]采用的 ln( )z z

方法，为 ln( )rz z 方法在 1r = 时的特殊情况。由于

本文重点是对参数有效估计范围的扩展，因此数值

方法不在这里赘述，下面仿真采用插值法求解形状

参数。 

4  估计精度分析 

分析参数的估计精度需要产生具体已知参数的

Pareto 分布随机数作为样本。产生形状参数为a 、

尺度参数为b 的 Pareto 分布数据 N M×D ( N M×D 为

N M× 的矩阵)的步骤为： 
(1)随机产生M 个独立同分布的参数为(a ,b )

的逆 Gamma 分布变量 [ ]1 2, , , Mx x x=X ； 
(2)对每一个 ix ( 1,2, ,i M= )值，随机产生N

个独立同分布的参数为 /2ix 的指数分布随机变量

[ ]T1 2, , , Nz z z=Z ，并存入 N M×D 的第 i 列。 
步骤(1)中的逆 Gamma 分布随机变量 x 可由

Gamma 分布随机变量 y 通过倒数变换 1/x y= 得 
到[11]。那么数据 N M×D 的每一行服从参数为(a ,b )的
单次观测 Pareto 分布，如式(5)；数据 N M×D 的每一

列之和服从参数为(a ,b )的 N 次观测 Pareto 分布，

如式(4)。图 1(a)和图 1(b)分别为仿真数据矩阵

16 8192×D 的第 1 行数据统计分布与每列之和统计分

布。 
参数估计精度可用估计量的相对偏差 ( )/a a a−  

和相对方差 2var( )/a a 来衡量。首先为了确定r 的取 

值对估计结果的影响，取几个固定值 ir ，( i =1, 2, 3, 
4, 5)，并在每一 ir 值时的每个a 值下进行 100 次独

立的 16 256×D 数据仿真。对每次仿真数据进行参数估

计，并计算所有 100 次参数估计值、参数估计相对

偏差与相对方差，并取其均值。参数估计结果如图

2 所示，由图 2 可以看出，r 值越小，估计值与真值

越接近；当a r< 时，形状参数估计值与真值偏差比

较大，这是因为在a r< 时，digamma 函数无意义，

通过数值方法解出的估计值无效。随着真值a 的增

大，估计值与真值偏差变小。参数相对估计偏差与

相对估计方差如图 3，图 4 所示，图中为相对偏差

与相对方差的对数值；图 3 与图 4 表明，r 值越小，

相对估计偏差与相对估计方差越小，且相对估计偏

差与相对估计方差随着形状参数真值 a 的增大变

小。 
为了进一步分析本文方法的参数估计性能，图

5，图 6 同时给出 0.001r = 时的 ln( )rz z 方法、

ln( )z z 方法与一二阶矩法的参数相对估计偏差与

相对估计方差。从图中可以看到，在 ( ,1]r 区间

ln( )rz z 法的相对估计偏差与相对估计方差均远远

小于 ln( )z z 法与一二阶矩法。甚至在 1a > 时的相

当一部分区域， ln( )rz z 法的估计性能也优于

ln( )z z 法与一二阶矩法。 

5  结束语 

基于一二阶矩的N次观测Pareto分布参数估计 

 

图 1 仿真数据统计分布 

 
图 2 估计值-真值曲线                   图 3 估计结果相对偏差                  图 4 估计结果相对方差 
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图 5  3 种不同估计器的相对估计偏差                          图 6  3 种不同估计器的估计方差 

方法不能有效估计小于 2 的形状参数，基于 ln( )z z

的估计方法不能有效估计小于 1 的形状参数。本文

所使用的基于 ln( )rz z 的方法扩大了形状参数的有

效估计范围，可以有效估计( ,1]r 区间上的形状参数。

仿真实验表明， ln( )rz z 法不但在 ( ,1]r 区间的参数

估计性能远胜于一二阶矩法与 ln( )z z 法，而且在

1a > 的一些区域，参数估计性能也优于一二阶矩法

与 ln( )z z 方法的估计性能，因此该方法大大拓宽了

N 次观测 Pareto 分布参数估计范围。 
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