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一种设计近似完全重构非均匀余弦调制滤波器组的新算法 
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摘  要：该文提出了一种设计近似完全重构非均匀余弦调制滤波器组的新算法。针对现有合并算法中非均匀滤波器

组性能无法直接控制优化的缺点，新算法把非均匀滤波器组的设计问题归纳为一个关于原型滤波器的无约束优化问

题，其中目标函数是非均匀滤波器组传递失真与原型滤波器阻带能量的加权和，最后利用线性迭代算法求解该优化

问题。理论分析和数值实验表明，新算法获得的非均匀余弦调制滤波器组比现有算法设计的滤波器组整体性能更佳。 
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Abstract: This paper proposes a new algorithm to design near-perfect-reconstruction nonuniform Cosine 

modulated filter banks. Due to the infeasibility of directly controlling the performance of Nonuniform Filter Banks 

(NUFBs) in the existing combined algorithms, the design problem boils down to an unconstrained optimization 

problem with respect to the Prototype Filter (PF), which minimizes a weighted sum of the transfer function 

distortion of the NUFBs and the stopband energy of the PF. The optimization problem can be efficiently solved by 

utilizing linearizing iterative approach. The theoretical analysis and numerical experiments are carried out to show 

that compared with the existing methods, the proposed method can lead to NUFBs with better overall 

performance. 
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1  引言  

多速率滤波器组在自适应滤波、语音图像编码

和图像处理等方面取得了广泛的应用 [1 15]− 。设计一

般的滤波器组需优化所有分析滤波器和综合滤波

器，而调制滤波器组只需优化设计原型滤波器，这

大大降低了设计的复杂度。调制滤波器组目前主要

有两类，分别是余弦调制滤波器组[3,16]和离散傅里叶

变换调制滤波器组[2,8,14,15,17]。两种调制滤波器组相比

较而言，余弦调制滤波器组是余弦调制而来，更适

用于处理实值信号。 
发展至今，余弦调制滤波器组的研究成果主要
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集中于设计均匀滤波器组。然而实际应用中需要具

备非均匀频率划分特性的滤波器组，即非均匀滤波

器组。比如在图像去噪中需要对图像频谱进行非均

匀的合理划分从而更有效地实现噪声去除[9]。文献

[10]首次提出 M 通道非均匀正交镜像滤波器组的概

念与构造。文献[11]创新性地提出通过合并均匀滤波

器组来实现非均匀滤波器组的理论，这是非均匀滤

波器组设计的一大进步。文献[12]利用子带合并的方

式成功构建了近似完全重构的非均匀余弦调制滤波

器组，然而他们的设计算法是先获得均匀滤波器组

后直接进行子带合并，导致非均匀滤波器组的性能

是由所给均匀滤波器组所完全决定。文献[13]在文中

利用凯瑟窗函数法获得 3 dB 截止频率为2 /Mπ 的

原型滤波器后，同样也是通过直接合并的方式获得

非均匀滤波器组。文献[18]采用树结构的方式构建非

均匀滤波器组，但这种结构存在自身的缺陷：所获

得的非均匀滤波器组系统延迟较长。文献[19]讨论了
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一种基于直接合并的方法来构建完全重构的非均匀

滤波器组的设计算法，但是该算法需要增加额外的

调制模块来消除因合并通道时产生的虚假频率响

应。 

为了解决现有合并算法中非均匀滤波器组性能

无法直接控制优化的不足，本文将非均匀滤波器组

的设计问题归纳为一个关于原型滤波器的四次无约

束优化问题，通过优化目标函数来直接控制非均匀

滤波器组性能。众所周知，直接求解一个关于原型

滤波器四次的目标函数是比较困难的，因此本文采

用线性迭代算法来求解该问题。通过先给定一个最

初原型滤波器，将目标函数转换为关于原型滤波器

的凸二次函数后，迭代求解原型滤波器。对于多载

波调制系统[17]，超高速数字传输系统[20]等应用而言，

希望滤波器组系统的重构误差尽可能的小。在系统

实现中，普遍认为重构误差应小于量化误差，这样

系统的应用就不会受到自身重构特性的影响。例如，

多载波调制系统 [17]将重构误差的上限设置为小于
410− 。通过仿真实验可得，本文算法获得的非均匀

滤波器组比现有算法设计所得的滤波器组重构误差

更小，可达 1010− 量级，能够完全满足应用要求。 

2  非均匀余弦调制滤波器组的基本理论 

图 1 给出了一个K 通道非均匀滤波器组的一般

结构。其中 ( )X ω 为输入信号， ( )X ω 为输出信号，

( )iH ω 和 ( )iF ω 分别为非均匀滤波器组的分析滤波器

和综合滤波器， in 为采样因子，且下标 0,1, ,i =  
1K − 。在这里我们只考虑采样因子为整数且满足临 

界采样条件即
1

0

1
1

K

ii n

−

=

=∑ 的情况。 

 

图 1  K 通道非均匀滤波器组的一般结构 
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为 

0

11

0 1

( ) ( ) ( )

1 2 2
          ( )

inK

i i
i i ii l

X T X

l l
F H X

n n n

ω ω ω

ω ω ω
−−

= =

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞π π⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟+ − −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑∑ (1) 

1

0
0

1
( ) ( ) ( )

K

i i
ii

T F H
n

ω ω ω
−

=

= ∑                     (2) 

其中， 0( )T ω 为传递函数， ( 2 / ), =1,2, ,iX l n lω− π  

1in − 为混叠失真项。 

根据文献[12]所提出的等价原理，非均匀余弦调

制滤波器组可以通过直接合并均匀余弦调制滤波器

组的子带获得，合并公式为 
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且M 为采样因子 , 0,1, , 1in i K= − 的最小公倍数，

即均匀余弦调制滤波器组的通道数。 ( )u
pH ω 和 ( )u

qF ω

分别为M 通道均匀余弦调制滤波器组的分析滤波

器和综合滤波器，由原型滤波器余弦调制而来，其

时域调制公式为 
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式中， 0,1, , 1n N= − , , 0,1, , 1p q M= − , ( )u
ph n 和

( )u
qf n 分别为均匀滤波器组分析、综合滤波器的单位

脉冲响应， ( )h n 为长度为N 的原型滤波器的单位脉

冲响应，D 为重构延迟。 

    下面建立非均匀余弦调制滤波器组的子带滤波

器与原型滤波器 ( )h n 的函数关系。令 [ (0),h=h  
T(1), , ( 1)]h h N − 为原型滤波器的系数，其频率响应

为 T( ) ( )H ω ω= c h，其中 j j( 1) T( ) [1, e , , e ]Nω ωω − − −=c , 

j 为虚数单位。根据式(3)-式(6)，我们可以得出非

均匀余弦调制滤波器组的分析滤波器 ( )iH ω 和综合

滤波器 ( )iF ω 与原型滤波器h的关系式为 
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结合式(2)，式(7)和式(8)，我们可以得出非均匀余

弦调制滤波器组传递函数 0( )T ω 与原型滤波器h 的

关系式，即 
T
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一个完全重构的滤波器组必须满足条件：滤波

器组的传递函数为一个纯延迟且混叠失真为零。当

上述条件近似成立时，滤波器组是近似完全重构的。

在实际应用中，近似完全重构的滤波器组比完全重

构的滤波器组拥有更佳的性能[14]，且计算的复杂度

更低，因此本文研究近似完全重构的非均匀余弦调

制滤波器组的设计。 

3  非均匀余弦调制滤波器组的设计 

在调制滤波器组的设计中通常需要关注滤波器

组的重构特性和原型滤波器的频率特性。衡量滤波

器组重构特性的指标是重构误差，由传递失真和混

叠失真联合决定；衡量原型滤波器频率特性的性能

指标有原型滤波器的通带平坦性和阻带衰减[15]。 
考虑到滤波器组的混叠失真是关于原型滤波器

的复杂非线性函数，直接控制较为困难，一般用原

型滤波器的阻带能量来间接控制，阻带能量的表达

式为 
2
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式中 sω 为原型滤波器的阻带截止频率。在式(13)中，

∀h , ( ) 0E ≥h ，等号成立当且仅当h 是零向量，因

此矩阵S 是一个正定矩阵。 
小的传递失真和低的阻带能量可以保证获得整

体性能较好的滤波器组。因此本文将非均匀滤波器

组的设计问题归纳为一个无约束的优化问题，目标

函数就是非均匀滤波器组传递失真和原型滤波器阻

带能量的加权和，表示为 
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式中， (0,1)α ∈ 为权值，参数α的选取原则是尽可

能平衡传递失真和混叠失真(间接由阻带能量控

制)，使得滤波器组的重构误差尽可能小。目标函数

的第1项控制传递失真，第2项控制阻带能量。从目

标函数的表达式可以看出，目标函数 ( )Φ h 是关于原

型滤波器h 的四次函数，直接求解较为困难。本文

采用线性迭代算法来求解该问题。首先设计一个初

始原型滤波器 0h ，然后将初始原型滤波器 0h 代入式

(14)，目标函数 ( )Φ h 转换为 
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式中，向量 0( )b h 和矩阵 0( )P h 的表达式分别为 

{ }2
j T
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其中，Re{}⋅ 表示取实操作。
0
( )Φh h 的梯度向量为 

0 0 0( ) 2 ( ) 2 ( )Φ α∇ = −h h B h h b h        (18) 

类似于矩阵S 的分析，可以证明矩阵 0( )P h 也是一

个正定矩阵。进而， (0,1)α∀ ∈ ，矩阵 0 0( ) ( )α=B h P h  

(1 )α+ − S是正定的。因此函数
0
( )Φh h 是凸二次函数，

其梯度为零的解就是该函数的最小值点。令
0
( )Φ∇ h h  

= 0 ，计算可得最小值点为 
1

min 0 0

1
0 0

[ ( )] ( )

    [ ( ) (1 ) ] ( )

α

α α α

−

−

=

= + −

h B h b h

P h S b h      (19) 

    需要注意的是， minh 并不是优化问题式(14)的最

优解。需要迭代求解 minh 直到 minh 非常接近 0h ，才

能达到最小化目标函数 ( )Φ h 的效果。总结上述分析，

得出问题式(14)的求解算法步骤如下： 

第1步  初始化原型滤波器，即设计一个长度为

N的低通滤波器 0h ； 

第2步  利用式(19)，将 0h 代入求解获得 minh ； 

第3步  判断 min 0 2
δ− <h h ( δ 是一个给定的 

小正数)是否成立。若成立，则终止迭代，输出 minh ；

否则令 0 min 0( )/2= +h h h ，返回第2步继续进行迭代

过程。 

相比于文献[12]算法采用直接合并的方法，本文

算法增加了一个优化过程，计算量有所增加。本文

中，通过迭代方法来设计一个整体性能良好的原型

滤波器，单步迭代中原型滤波器有闭式解，计算复

杂度来源于单步迭代中的计算量，包括矩阵求逆和

矩阵-向量相乘，以及向量 0( )b h 和矩阵 0( )B h 的计算

量。总体而言，所增加的计算复杂度较小。 
另外，类似于文献[15]中算法，本文采用的线性
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迭代算法是一种修正牛顿法。可以证明，本文算法

是收敛的[15]。 

4  仿真结果与分析 

在这一小节将给出本文算法与现有算法的仿真

对比，所有的仿真都在相同的运行环境下进行。 
例 1  设计一个非均匀余弦调制滤波器组：

5, [2, 4, 8,16,16]iK n= = ，分别采用文献[12]算法和

本文方法设计。在文献[12]算法，通过子带合并的方

式将一个均匀滤波器组转换成一个非均匀滤波器

组。其中，均匀滤波器组采用文献[16]中的算法设计，

通道数为16，原型滤波器长度为256。在本文设计算

法中，其相关参数为 16, 256, 1,M N D N= = = −  
75/54, 2.5 1/ 0,s M δω α −== ×π = ，采用直接优化

的方式来设计该非均匀滤波器组。为了比较的公平

性，本文算法迭代所用的初始滤波器，与文献[12]

算法用于合并的均匀滤波器组的原型滤波器相同。

图2和图3分别给出了两个非均匀余弦调制滤波器组

的原型滤波器的幅度响应和分析滤波器组的幅度响

应。从图2可以看出本文算法与文献[12]算法所得的

原型滤波器都具有较好的频率特性，具有高的阻带

衰减，小的通带波动。图3说明了非均匀余弦调制滤

波器组的每个分析滤波器都保留了原型滤波器良好 

的频率特性。图4给出了本文算法的目标函数值随迭 

代次数的变化曲线。从图4我们可以发现目标函数值

在经过几次迭代之后就趋于不变，即验证了本文优

化算法的快速收敛性。表1分别陈列了两个非均匀滤

波器组的传递失真、混叠失真、重构误差以及其原

型滤波器的阻带衰减。从表1可以看出，本文算法设

计所得的非均匀滤波组比文献[12]设计所得的滤波

器组具有更好的整体性能，其重构误差降低了一个

数量级。 

例 2  用本文算法和现有算法分别设计采样因

子为 [4, 4,2]的 3 通道非均匀滤波器组，然后进行性

能分析与比较。本文算法的相关参数为： 3, iK n= =  
[4, 4,2], 4, 1/ ,sM D NMω π === − 。当 44N = 时，

60.5, 1.0 10α δ −= = × ；当 64N = 时， 0.4,α δ= =  
71.0 10−× 。表 2 给出了本文算法与现有算法设计所

得的非均匀余弦调制滤波器组的重构误差以及其原

型滤波器的阻带衰减。通过比较本文算法与文献[12]
算法可以看出，本文所采用的直接优化非均匀滤波

器的方法比直接合并方法效果更好，所获得的非均

匀滤波器组整体性能更佳，重构误差更小。通过比

较本文算法与另外几个算法可以看出，本文算法获

得的非均匀滤波器组重构误差更小，即重构性能更

好，可以更准确地恢复原信号。 

 

图2 原型滤波器的幅度响应 

 

图 3 非均匀分析滤波器组的幅度响应                         图 4 目标函数随迭代次数的变化曲线 
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表 1 本文算法与文献[12]算法的性能对比 

设计算法 
传递失真 

(dB) 

混叠失真

(dB) 

阻带衰减 

(dB) 
重构误差 

文献[12] 

算法 
-88.92 -115.91 -81.93 

91.04 10−×

本文算法 -101.31 -114.22 -82.13 101.92 10−×

表 2 本文算法与现有算法的性能对比 

设计算法 
原型滤波器 

长度(N) 

阻带衰减 

(dB) 
重构误差 

文献[19] 63 -110 
37.80 10−×  

文献[18] 48 -80 
33.11 10−×

文献[13] 45 -80 
32.60 10−×

44 -57 83.24 10−×文献[12] 

文献[12] 64 -82 102.44 10−×

44 -56 81.28 10−×本文算法 

本文算法 64 -82 
101.42 10−×

 

5  结束语 

本文围绕非均匀余弦调制滤波器组的设计问

题，提出了基于直接优化的设计算法。在该算法中，

把非均匀滤波器组的设计问题归结为一个关于原型

滤波器的四次优化问题，其目标函数是非均匀滤波

器组传递失真与原型滤波器阻带能量的加权和，最

后利用线性迭代方法求解。仿真结果表明，相比于

现有设计算法， 本文算法能够设计得到整体性能更

好的非均匀余弦调制滤波器组。 
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