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Logistic 混沌映射性能分析与改进 
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摘  要：混沌系统是基于混沌的数据加密领域的一个重要研究对象，Logistic 混沌映射是最简单和有效的混沌系统，

被广泛应用在大多数混沌加密算法中，Logistic 映射的安全性成为研究的热点。针对 Logistic 序列存在的吸引子与

空白区问题，该文提出一种基于初始值和分形控制参数之间关系的 Logistic 映射改进方法。利用两者之间关系对映

射自变量区间进行合理分段，扩大了混沌控制参数区域，将满射范围扩大到整个控制参数区间，使产生的序列分布

更均匀，解决了“稳定窗”与空白区等问题。通过将改进 Logistic 与其它分段 Logistic 映射进行仿真对比，实验结

果表明改进后的映射产生的序列混沌特性得到显著加强，分布更均匀，具有更好的随机性能测试指标。另外，改进

Logistic 映射计算复杂度低，实现简单，在扩频通信与混沌密码等领域有广阔的应用前景。 
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Abstract: Chaotic system is an important research object in the field of data encryption based on the chaos. The 
logistic chaotic mapping is the simplest and efficient chaotic system and is usually used by many encryption 
methods based on the chaos, thus the security of Logistic mapping becomes an important research point. To deal 
with the issue of attractors and blank area of the presence of the Logistic sequence, an improved Logistic mapping 
based on the relationship between initial value and the fractal control parameters is proposed. The variables 
interval of chaotic mapping is reasonable subsection by using this relationship, so the chaos control parameter 
region can be expanded, and the onto mapping range is extended to the entire control parameter interval. The 
improved Logistic mapping makes the chaotic sequence distribution more uniform, and solves the problem of 
“stability window”and the blank area etc. Compared with the improved Logistic and piecewise chaotic Logistic, the 
experimental results show that the chaotic characteristics of sequence generated by the improved mapping is 
significantly strengthened, has more uniform distribution, and better random performance index. In addition, the 
improved Logistic mapping has low computational complexity and is prone to implement. The improved Logistic 
mapping has broad application prospects in the fields of spread spectrum communication and chaotic cipher.  
Key words: Data encryption; Logistic mapping; Chaotic sequence; Security  

1  引言  

混沌理论研究被认为继量子力学与相对论之后
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的第 3 大科学发现，混沌现象是非线性动力映射的

复杂动力学主要表现形式之一，具有良好的类随机、

非周期、对初始值敏感、历经各态并可确定等特性，

被信息安全、扩频通信及工业控制等领域的研究者

们广泛关注 [1 3]− 。 
混沌映射中 Logistic 虽然形式简单，但有非常

复杂的动力学特性。经研究发现[4,5]，Logistic 映射

存在如下问题：(1)存在无穷不动点。当 Logistic 控
制参数 μ 与初始值 0x 存在 0 1x μ = 或 0 1x μ μ= − 关
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系时，其相空间中存在无数的不动点；(2)稳定窗问

题与空白区问题。控制参数 μ 在 (0,4)取值时，

Logistic 迭代点取值分布过于集中，形成点聚集区

域，而相空间其它区域出现空白带。(3)使映射处于

满映射状态的参数区域过小，只有当参数取值为 4
时，Logistic 才处于满映射状态。而当μ在(3.570,4)
之间时，Logistic 处于混沌区间，但其均匀分布特性

较差。如将其应用于混沌加密中时将产生密钥空间

过小，存在大量弱密钥，产生的混沌序列分布不均

匀等安全隐患[6]。 

为改善 Logistic 映射产生序列的混沌特性，文

献[7,8]将 Logistic 映射从 1 维扩展到 2 维，将分岔

提前，但增加了计算复杂度，且混沌序列均匀分布

性降低。文献[9]利用分段进行扩展，但没有考虑参

数与初始值特定条件下存在的吸引子问题。文献[10]

利用 Logistic 跟其它非线性映射结合，Logistic 原有

均匀性被破坏；文献[11]给出了针对分段线性函数数

字化混沌映射进行扰动的方案，改进了序列的随机

性能，但计算量增大。文献[12]提出利用扰动间隔动

态变化的扰动方法，其扰动量依赖于被扰动映射的

李雅谱诺夫指数和当前的扰动间隔，效率比较低；

文献[13]采用可扩展精度并行方法对 Logistic 映射

分步计算，利用动态数组保存计算结果，映射空间

得到扩大。但该方法增大计算复杂度，且计算环境

不具有普适性。 

上述方法只可部分地解决 Logistic 映射中存在

的问题，本文提出的改进方法在充分考虑μ与 0x 关

系的前提下对变量区间进行分段，在不增加计算复

杂的情况下，使 Logistic 处于混沌状态下的分形参

数范围扩大到(0,6)区域，在整个参数范围内 Logistic

映射连续无间断地无限接近满映射状态。 

2  Logistic 映射性能分析 

经典 Logistic 映射数学表达形式为 

1 (1 )n n nx x xμ+ = −             (1) 

其中控制参数 (0, 4]μ ∈ , (0,1)x ∈ , Logistic 映射经

历的状态跟控制参数μ密切相关。 

定理 1 1 (1 )n n nx x xμ+ = − 的最大值为 /4μ ，最

小值为 2 3/ 4 /16μ μ− 。 

 证明  设 ( ) (1 )f x x xμ= − ，因为 ( )f x 在 (0,1)x ∈

上为连续可导函数，故 ( )f x 的最大值或最小值存在

其极值之中。当 ( ) ( /) 0f' x df x dx == ，即 2 0xμ μ− =

时可得到 ( )f x 极值，解方程可得 1/2x = ，故 ( )f x 可

能的极值点分别到 1/2x = ， 0x = 和 1x = 时。分

别将 x 的取值代入到式(1)中得 (0) (1) 0f f= = ，

(1/2) / 4f μ= 。所以 ( )f x 最大值为 /4μ 。根据抛物

线最大值与最小值性质可知：当 /4nx μ= 时，则

( )f x 取得最小值，将 /4nx μ= 代入式(1)中得最小值

为 2 3/ 4 /16μ μ− 。                        证毕 

推论 1  由定理 1 可推出： nx 的取值与控制参

数μ相关。随着参数μ的增大，序列取值范围越大，

分布越均匀。当 4μ = 时，Logistic 映射趋向满映射，

分布最均匀。 (0, 4)μ ∈ 时混沌序列分布不均匀。 
定理 2  ε 为任意小的正实数，在混沌区域中

Logistic 映射初始取值范围在 [( 1)/2 ,( 1)μ μ μ− +  
/2 ]μ 时，生成的迭代值为 /4μ ε− (往上界 /4μ 附近

压缩)。当 Logistic 映射初始值取值接近上界 /4μ
时，下一轮迭代值为 2 3/ 4 /16μ μ ε− − (无限接近下

界 2 3/ 4 /16μ μ− )。 
 证明  令 ( 1)/2nx μ μ= − ，则 2

1 ( 1)nx μ+ = −  
/ 4μ；令 ( 1)/2nx μ μ= + ，则 2

1 ( 1)/ 4nx μ μ+ = − ；

令 1/2nx = ，由定理 1 知 1 / 4nx μ+ = 。由上述 3 个

等式可推导出：当 nx 取值 [ ]( 1)/2 ,( 1)/2μ μ μ μ− +
时，则 1nx + 的值域为 2( 1)/4 , / 4μ μ μ⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦。即 Logistic
映射初始值取值范围在 [ ]( 1)/2 ,( 1)/2μ μ μ μ− + 时，

初值的区间宽度为1/2μ，下一轮迭代值接近上界

/4μ ，区间宽度压缩至1/4μ 。 
综上所述，Logistic 不断迭代将会在上界附近形

成点聚集区域。设 /4nx μ ε= − 且其取值范围为
2[( 1)/ 4 , / 4]μ μ μ− ，其中 ε 为任意小的正实数，则

2 3 2
1 ( /4 /16) [( /2 1) ]nx μ μ μ μ ε ε+ = − + − − ，由此得

知，当 Logistic 映射初始值取值接近上界 /4μ 时，

下一轮迭代无限接近下界 2 3/ 4 /16μ μ− 。 
 推论 2  从定理 2 可推出μ在某些取值范围内

时相空间形成点聚集区和空白区。Logistic 映射只有

在控制参数 4μ = 时才能达到满映射，其分布相对较

为均匀。如μ取值为 3.735 时，序列在区间(0,0.2153)
呈现空白区，在区间(0.66,0.9)形成聚集区。 

3  Logistic 映射性能改进 

由上述分析可以得知，当初值取
1 1
,

2 2
μ μ
μ μ

⎡ ⎤− +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2 3 2 3

, ,
4 4 4 16 4 16
μ μ μ μ μ μ

ε ε
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥− − − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∪ ∪ 时，映射容易陷 

入吸引子问题，改进 Logistic 映射避免μ落于该区，

当取值落在上述区段时，使用控制参数为 4。方程

式如式(2)所示。 

1

4 (1 ),
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2 4 2 4
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n n
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n n

x x

x x

x x
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其它

(2) 



第 6 期                          陈志刚等： Logistic 混沌映射性能分析与改进                                1549 

 

定理 3 式(2)的取值范围为(0,1)。 
证明 

4 (1 ),

/4 /41 1 1 1
( )  

2 4 2 4

1 (1 ),   

n n

n

x x

f x x

x x

μ μ
μ μ

μ

⎧ −⎪⎪⎪⎪⎪ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪= − − ≤ ≤ + −⎨⎪⎪⎪⎪⎪ − −⎪⎪⎩
其它

 

因为 ( )f x 在 (0,1)x ∈ 上为连续可导函数，所以

( )f x 的最值存在于其极值之中，当 ( ) ( )f' x df x=  

/ 0dx = ，即 2 0xμ μ− = 或 8 4 0x − = 时可得到 ( )f x

极值，可解得一个极值点 1/2x = 。故 ( )f x 可能的 

极值点分别到 =1/2x , =0x 和
/41 1

2 4
x

μ
μ

⎢ ⎥⎣ ⎦= − −

和
/41 1

2 4
x

μ
μ

⎢ ⎥⎣ ⎦= + − 时。分别将可能极值点按照分 

段范围代入式(1)中得 ( )f x 为 0 或 1，故得证。 

由定理 3 知，改进 Logistic 映射分布范围比原

始 Logistic 映射大，其遍历性也比原始 Logistic 映

射好。改进 Logistic 的初始值为 0.001，控制参数分

别为 0.001, 0.8, 1.0, 4.0，其相空间与时间序列分布

如图 1 所示。不同的控制参数与初始值函数每次迭

代 50000 次，选其中间连续的 10000 个(第 20001 个

至第 30000 个)。 

从图 1 中可以看出，改进 Logistic 的混沌控制

参数区域得以扩展，在所有控制参数的范围内均处

于混沌状态，满映射区域扩大。 

4  性能对比分析 

在时间性能上，改进 Logistic 映射只多了一次

取值范围的比对，通过将两种映射分别迭代 50000

次，相差时间在 0.002 s。另外，空间复杂度也没有

变化。下面重点对两种 Logistic 映射的初值敏感度

和随机性进行对比。 

4.1 初始值敏感度 
将初始值相差微小的两列混沌序列进行符号

化，统计 0 与 1 的在相应位置的变化个数，计算位 

变化率： /T n' n= 。其中，n 表示混沌序列长度。 

初始值微小变化后产生的二值序列与原二值序列进

行对比，n' 为两序列对应位置数值不同的个数。位

变化率接近 0.5，敏感度越强，敏感度对比结果如表

1 所示。根据不同初始值与控制参数，3 种不同函数

每次迭代 50000次，取连续的 10000个点(即第 30001

个至第 40000 个)。 

表 1 表明，Logistic 控制参数影响到 Logistic

映射对初始参数的敏感度，控制参数为 4 时其敏感

度比控制参数为 3.8 时更强。改进 Logistic 位变化率

更接近于 0.5，其敏感度总体上比 Logistic 与分段

Logistic 强。 

4.2 随机性能比较 

本文采用最常用的方法 NIST 测试法比较序列

的随机性能。为使分析更客观，使用常见的均值静

态法将实数转化为 0 与 1。每次迭代 20000 次，去

掉序列前面的 10000 次迭代值，消除混沌序列的暂

态效应。当伪随机序列的实际测试通过率超过最小

值Pα 时，被认为通过 NIST 测试。Pα 定义为 

(1 ) 3 (1 a)/P Mα α α= − ± −         (3) 

其中， [0.001,0.01]α ∈ 。取 0.001α = ，序列总数

100M = ，则 0.9602Pα ≈ 。用原始 Logistic 与改进

Logistic 进行迭代，各取 100 条长度为 10000 的混沌

序列用于检验，当通过率大于Pα 时，说明混沌序列

具有良好的随机性和相应的应用价值。 
实验中 Logistic 控制参数取最佳参数值 4，改进

Logistic 控制参数取(0,4)以内的任意数，因其在此

区间上的控制参数产生的序列均匀性基本一致，这

里取 0.7。3 种映射产生的序列都能通过 NIST 测试，

并且在测试项目频数、分组频数、最长游程测试、

矩阵秩、Maurer 通用统计、线性复杂度、近似熵、

前向累加和、后向累加和、随机游走和随机游走指

标上都均达到 100%，其他具有差异的 NIST 测试结

果如表 2 所示。改进 Logistic 测试通过率比原始

Logistic 及文献[9]方案更高，说明改进 Logistic 映射

产生序列随机性能更好。 

表 1 对初始值的敏感度比较 

混沌映射初始值 0.1 0.2 0.3 0.4 

变化后的初始值 0.100001 0.200001 0.300001 0.400001 

Logistic( 3.8μ = ) 0.5112 0.48887 0.5232 0.4798 

Logistic( 4μ = ) 0. 5038 0. 5013 0. 4983 0. 5012 

文献[9] Logistic( 3.9μ = ) 0.5087 0.5016 0.5021 0.5032 

改进 Logistic( 1μ = ) 0.5008 0.5003 0.5007 0.5001 
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图 1 改进 Logistic 选取 4 个不同控制参数形成的空间序列与时间序列图 

5  结束语 

改进 Logistic 映射基于初始值与控制参数之间

存在的关系对变量域进行分段处理，扩大了映射的混

沌控制参数区域；整个控制参数区域内映射无限接近

满映射；产生的混沌序列具有很好的均匀分布特性， 

解决了“稳定窗”、空白区及不动点等吸引子问题，

改进 Logistic 混沌映射具有更好的随机性和广泛的

应用前景。后续研究明确界定改进 Logistic 的控制参

数范围，简化初始值与控制参数之间的关系，平衡映

射整体与局部均匀分布，基于并行计算与浮点数等技

术提高映射序列产生效率，进一步降低计算复杂度。 
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表 2  NIST 测试结果对比 

NIST 测试项目通过率(%) 
测试项目 

原始 Logistic 文献[9]分段 Logistic 改进 Logistic 

游程测试 98 98 100 

频谱测试 98 98 99 

非重叠模式匹配测试 97 98 98 

重叠模式匹配测试 98 98 100 

串行测试 99 100 100 
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