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基于正则化的半监督等距映射数据降维方法 

王宪保    陈诗文    姚明海
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摘  要：针对等距映射(ISOMAP)算法无监督，不能生成显式映射函数等局限性，该文提出一种正则化的半监督等

距映射(Reg-SS-ISOMAP)算法。该算法首先利用训练样本的标签样本构建 K 联通图(K-CG)，得到近似样本间测地

线距离，并作为矢量特征代替原始数据点；然后通过测地线距离计算核矩阵，用半监督正则化方法代替多维尺度分

析(MDS)算法处理矢量特征；最后利用正则化回归模型构建目标函数，得到低维表示的显式映射。算法在多个数

据集上进行了比较实验，结果表明，文中提出的算法降维效果稳定，识别率高，显示了算法的有效性。 
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Data Dimensionality Reduction Method of Semi-supervised 
Isometric Mapping Based on Regularization 

WANG Xianbao    CHEN Shiwen    YAO Minghai 
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Abstract: This paper proposes Regularized Semi-Supervised ISOmetric MAPping (Reg-SS-ISOMAP) algorithm to 

solve the problem that ISOmetric MAPping (ISOMAP) algorithm is unsupervised and can not generate explicit 

mapping function. At first, this algorithm creates K-Connectivity Graph (K-CG) by labeled samples in training 

samples to get geodesic distance between approximate samples and takes it as feature vector substituting for 

original data. Then, it takes the geodesic distance as kernel and processes feature vector through semi-supervised 

regularization not MultiDimensional Scaling (MDS) algorithm. At last, it constructs objective function by 

regularization regression model which is low dimension and explicit mapping. The algorithm is simulated on 

different data sets, results show that it is stable in dimension reduction and high recognition rate. 
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1  前言  

数据降维方法可以分为线性降维和非线性降

维 ， 线 性 降 维 主 要 有 主 成 分 分 析 (Principal 
Component Analysis, PCA) ， 线 性 判 别 分 析

(Linear Discriminant Analysis, LDA)，多维尺度分

析(MultiDimensional Scaling, MDS)等。但在大多

数的应用中，数据一般分布在非线性几何结构上。 
非 线 性 降 维 主 要 有 等 距 映 射 (ISOmetric 

MAPping, ISOMAP)，局部线性嵌入(Local Linear 
Embeedding, LLE)[1] ， 拉 普 拉 斯 特 征 映 射

(Laplacian Eigenmap, LE)[2], 局部切空间排列

(Local Tangent Space Alignment, LTSA)[3]等。非
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线性降维使得数据分布更加接近它们的空间流形[4]，

但也存在局限性：(1)假定数据位于欧氏空间上，

且样本较少时降维不明显；(2)直接得到数据集的

低维结果，不能得出显示映射；(3)属于非监督式

的，不能使用类别标签信息。 
半监督学习从大量未标签样本和少量标签样本

中进行学习，利用数据集的几何结构来指导分类，

是近年来的一个研究方向。它通常基于两个假设：

(1)流形假设，即样本分布在低维流形上；(2)聚类

假设，即位于同一聚类中的样本属于同一类别。 
YANG 等人 [5]提出的半监督等距映射(Semi- 

Supervised ISOmetric MAPping, SS-ISOMAP)利
用标签样本得到的低维表示来处理其余的样本，但

降维效果没有提高。文献[6]提出的半监督主成分分

析 方 法 (Semi-Supervised Principal Component 
Analysis, SS-PCA)能够将图片进行去噪，但仍然缺

少显式映射。文献[7]提出的半监督判别正交邻域保
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持 投 影 方 法 (Semi-supervised Discriminative 
Orthogonal Neighborhood-Preserving Projection, 
SDONNP)用未标签样本的几何结构提高了算法的

分类精确度，但仍难以构建准确的显式映射。HE
等 人 [8] 提 出 的 半 监 督 最 大 边 缘 投 影 (Semi- 
Supervised Maximum Margin Projection, SS-MMP)
可发现局部流形结构，但处理多类别多流形的数据

时，降维效果下降。CAI 等人[9]提出的半监督内核

判别分析 (Semi-Supervised Kenrel Discriminant 
Analysis, SS-KDA)用未标签样本估计内在几何结

构，用标签样本最大化类间距离，但算法仍属于线

性降维方法。文献[10]提出的等距投影(Isometric 
Projection, IsoProjection)在多方面进行了改进，

但应用于高维数据时，降维效果不理想。 
本文提出一种基于正则化的半监督 ISOMAP

数 据 降 维 方 法 (Regularized Semi-Supervised 
ISOmetric MAPping, Reg-SS-ISOMAP)，算法首

先利用标签样本构建半监督邻域图，然后用测地线

距离作为矢量特征代替原始数据点，并计算核矩

阵，最后用构建的半监督正则化方法处理矢量特

征，得到显式映射。实验结果与上述已有方法进行

比较，显示了本文算法良好的降维效果。 

2  ISOMAP 概述 

ISOMAP 是一种非线性降维算法，其计算过程

可分为 3 个步骤： 

(1)构造邻域关系图G ，如果样本 i 是 j 的近邻

点，那么这两点有边连接，边长为 ( , )xd i j 。 
(2) 计 算 近 似 测 地 线 距 离 矩 阵 =D  

{ ( , )}G N Nd i j × 。如果样本点 i 和 j 有边连接，则

( , ) ( , )G xd i j d i j= ，否则 ( , )Gd i j = ∞ 。在G 中利用

Floyd 算法或 Dijkstra 算法寻找最短路径。 
(3)在D 上运行MDS算法，获得数据点的低维

表示。假设 pλ 是矩阵 ( )τ D 的第 p 个特征值，

( ) (1/2) Sτ = −D H H ,H 是中心化矩阵， 2 ( ,GS d i=  

)j , i
pV 是第 p个特征向量的第 i 个分量，那么低维空

间输出变量 iz 的第 p个分量即为 i
p pVλ 。 

MDS 算法使得 ISOMAP 只能获得数据的低维

表示，不能得到显示映射关系。且要求测地线距离

是欧式的，数据采样均匀、充足。其局限性可归结

为以下几点： 
(1)只能应用于嵌入流形可展曲面； 
(2)只能在一个流形下产生较好的降维结果； 
(3)当新样本出现时，需要重新计算新增样本和

原有样本集组成的更大规模的数据集； 
(4)是无监督算法，无法利用类别信息。 

3  Reg-SS-ISOMAP 算法 

3.1 半监督邻域图构建和矢量特征求取 

传统的构建方法不能保证多流形数据邻域图的

连通性。本文提出 K 连通图(K-Connectivity Graph, 

- CGK )方法，步骤如下： 

步骤 1  给定邻域值，连接同类最近邻域点，

并引入缩小因子减小同类间的距离，引入扩大因子

增大异类间的距离；而未标签样本直接连接最近邻

域点。假定可得到 P 个小流形，则可定义为

1 2{ , ,i i iG x x=  , }, 1,2, , ,i
nx i P n= 为样本个数； 

步骤 2  如果计算步骤 1 中使用 - NNε 方法，

则计算邻域中的平均样本个数 K。设 ik 是 ix 的邻域 

值，那么
1

/
N

ii
K k N

=
= ∑ , N 是全部样本个数； 

步骤 3  每个小流形分别连接 K 个同类数据点

到邻近流形，从而构建整个流形。定义 iG 和 jG 间的

K 个最短数据点对为 ( ) ( ){( , ), 1,2, , }i j
j a i ax x a K= 。 

可以看出， - CGK 图构建方法具有以下优点： 
(1)不需要增大 K 值来防止不连通的发生； 

(2)测地线距离可以更好地近似； 

(3)得到的测地线距离比 - NNK 或 - NNε 更短。 

设 ( , )G i jd x x 是点 ix 和 jx 的测地线距离，那么矢

量特征为 1[ ( , ),i G id x x=c  T
2( , ), , ( , )]G i G i Nd x x d x x 。 

3.2 半监督正则化方法 
为了提高降维的鲁棒性，防止目标函数的过度

拟合，利用正则化回归模型[11,12]： 

1

2 2

1
argmin ( , , )

     

l

i i
i

K IK I

'
l

Φ ϕ Φ

γ Φ γ Φ

=

⎧⎪⎪= ⎨⎪⎪⎩
⎫⎪⎪+ + ⎬⎪⎪⎭

∑ c y

     (1) 

'Φ 为能量函数，其中 l 是标签样本个数， ,d
iy R i∈ =  

1,2, ,l 是样本标签，
2( , , ) ( )i i i ic y c yϕ Φ Φ= − 是平均

损失函数， Kγ 和 Iγ 是两个正则化参数。 2
KΦ 是映

射能力的度量， 2
IΦ 是保持数据结构能力的度量。 

正则项 2
KΦ 通常定义为再生核希伯特空间函数

的范数。给定半正定核 ( , )k u v ，就有关联范数 KH 。 

任何 s KHφ ∈ 都可以表示为 () ( , )s
s i ii

kφ η⋅ = ⋅∑ u 。对

于 T
1 2[ , , , ]dΦ φ φ φ= , 2

KΦ 可以被定义为 

22

1 1 ,

( , )
d d

s s
s i j i jK K

s s i j

kΦ φ η η
= =

= =∑ ∑∑ u u     (2) 

正则项 2
IΦ 通常使用数据的几何结构和标签信

息[13,14]寻找保持结构能力的合理准则，所以定义为 

22
2

1
( ) ( )

N N

ij i jI
i jN

Φ Φ Φ= −∑∑W c c     (3) 
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其中N 是样本个数。通过最小化 2
IΦ ，就能最大化

不同类间的距离和最小化同类间的距离。 
所以，式(1)又可以表示为 

2 2

1

2

2

1
argmin ( )

       ( ) ( )

l

i i K K
i

N N
I

ij i j
i j

'
l

N

Φ Φ γ Φ

γ
Φ Φ

=

⎧⎪⎪= − +⎨⎪⎪⎩
⎫⎪⎪+ − ⎬⎪⎪⎭

∑

∑∑

c y

W c c    (4) 

其中 Kγ 是目标空间函数的系数，默认为 0.005/l , Iγ
是内在几何函数的系数，默认为 20.05 /N l 。 

最小化优化问题的显式映射表示为 

1

( ) ( , )
N

i i
i

kΦ
=

= ∑c b c c          (5) 

其中 T
1 2[ , , , ] d

i i i di R= ∈b b b b ,c 是由测地线距离构

成的矢量特征， (, )k ⋅ ⋅ 是核函数[15]。 
对式(4)进行矩阵运算，得到目标函数 

{
}

T

T T
2

1
argmin tr( )( )

       tr( ) tr( )I
K

B'
l

N

γ
γ

= − −

+ +

BKJ Y BKJ Y

BKB BKLKB
 

其中 d NR ×∈B 是Φ的系数矩阵， d NR ×∈Y 是标签矩

阵， N NR ×∈K 是内核矩阵， = − ∈L S W N NR × 表

示拉普拉斯矩阵， S 是对角线矩阵且对角值 

1

N
ii ijj

S W
=

= ∑ , N NR ×∈J 是对角选择矩阵，前 l 个值

为 1，其余 N l− 个值为 0。对 B 求导，可得 

T
2

1
( )( ) + 0I

Kl N

γ
γ− + =Y BKJ KJ BK BKLK  (6) 

则式(6)的最小二乘解为 
1

2
I

K
l

' l
N
γ

γ
−⎛ ⎞⎟⎜= + + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

B Y KJ I KL  

低维表示通过显式映射得到，即 ( )'Φ= =Z c  

1
( , )

N '
i ii
k

=∑ b c c ，其中 '
ib 是 'B 的第 i 列。 

3.3 Reg-SS-ISOMAP 算法 
Reg-SS-ISOMAP 的计算过程可分为三个步骤： 
步骤 1  通过 - CGK 方法构建邻域关系图。 
步骤 2  在图G 中寻找最短路径，然后用矢量

特征来代替原始数据。 
步骤 3  通过半监督正则化方法处理矢量特征，

得到显式映射，并得到数据的低维表示。 
可以看出，Reg-SS-ISOMAP 的时间复杂度由 3

部分组成， - CGK 构建为 2( )O kN ，Dijkstra 为

( log )O kN N ，矩阵求逆为 3( )O N ，因此，整个算法

的时间复杂度为 2 3( log )O kN kN N N+ + 。 

4  实验及结果分析 

4.1 手写数字降维与识别 
使用 MNIST 数据库检测算法的降维效果。共

10 类、每类 100 个样本进行实验。先对数据做 PCA
降维，保留 98%的主成分。取每类 70 个作为训练样

本，其中 50%已知标签，其余用于测试。结合 KNN
分类器分别观察 7 种算法的识别率，目标维数d 依

次取 1~30 维，邻域K 取 7。实验在 i5 处理器，4G
内存的电脑上用 MATLAB 仿真。图 1 和图 2 显示

了 7 种方法在不同维数下已学习未标签样本和测试

样本的识别率，表 1 和表 2 显示了识别率趋于稳定

后未标签样本的平均识别率和测试样本的识别率。 

从图 1、图 2 及表 1、表 2 可以看出： 

表 1 未标签样本 9~30 维平均识别率 

算法 正确识别率(%) 

Reg-SS-ISOMAP 83.50 

SS-ISOMAP 78.24 

SS-PCA 81.96 

SDONNP 80.04 

SS-MMP 78.10 

SS-KDA 61.87 

IsoProjection 62.78 

表 2 测试样本 9~30 维平均识别率 

算法 正确识别率(%) 

Reg-SS-ISOMAP 82.49 

SS-ISOMAP 78.06 

SS-PCA 81.93 

SDONNP 79.85 

SS-MMP 73.81 

SS-KDA 61.80 

IsoProjection 63.14 

 

(1) Reg-SS-ISOMAP 算法识别率最高，不仅弥

补了 SS-PCA 不能处理新样本的缺点，平均识别率

也比 SS-PCA 分别提高了 1.54%和 0.56%。 

(2)Reg-SS-ISOMAP 算法在 1~10 目标维数时，

识别率远远高于其他算法，反映了算法在低维空间

下更好地构建了显式映射。 

(3)SS-KDA算法和 IsoProjection算法虽然能够

构建显式映射，但算法不适用于手写数字，降维后

所得到识别率远远低于其他算法。 
图 3 显示了各算法的运行消耗时间， Reg-SS- 

ISOMAP 的时间复杂度小于 IsoProjection，仅次于

SS-MMP，在 7 种算法中排在第 3 的位置。 
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图 1 未标签样本识别结果比较         图 2 测试样本识别结果比较          图 3 不同算法时间在 MNIST 上的比较 

4.2 ORL 人脸数据库验证 
首先利用 PCA 降维，保留 99%的主成分。取

每类 6 个作为训练样本， 50%已知标签，其余用于

测试。结合 KNN 分类器观察七种算法的识别率，

目标维数d 分别取 10, 20, 30, 40, 50。表 3 和表 4 显

示了实验结果，分析可知： 
(1)SS-KDA 算法得到最高的识别率，但其在手

写数字实验中却最低，说明此算法具有很大的不稳

定性。而 Reg-SS-ISOMAP 算法在 ORL 数据库上虽

能取到较好的降维效果，但识别率还有待提高。 

表 3 未标签样本不同目标维数的识别率(%) 

目标维数 
算法 

10 20 30 40 50 

Reg-SS-ISOMAP 82.50 86.67 89.17 88.33 90.83 

SS-ISOMAP 72.33 76.00 80.17 78.00 75.83 

SS-PCA 83.67 84.50 88.33 91.00 90.50 

SDONNP 86.33 87.00 88.17 90.83 88.33 

SS-MMP 69.17 76.17 80.67 82.50 82.83 

SS-KDA 89.50 90.83 88.67 92.00 91.50 

IsoProjection 68.50 70.67 75.50 76.83 77.71 

表 4 测试样本不同目标维数的识别率(%) 

目标维数 
算法 

10 20 30 40 50 

Reg-SS-ISOMAP 81.87 83.12 85.12 87.50 87.50

SS-ISOMAP 71.87 78.62 77.50 78.38 75.87

SS-PCA 82.37 86.75 89.50 87.62 89.00

SDONNP 86.37 88.25 89.12 89.37 87.50

SS-MMP 40.92 56.50 67.00 70.75 71.50

SS-KDA 89.62 87.87 90.12 90.63 88.65

IsoProjection 68.50 74.00 75.12 77.37 80.23

(2)SS-MMP 算法未标签样本识别率和测试样

本识别率相差 10%以上，说明在 ORL 数据集上构

建的显示映射不能像 Reg-SS-ISOMAP 那样既能准

确得到未标签样本的低维表示，又能准确得到测试

样本的低维表示。 
4.3 UCI 数据库验证 

将 7 种算法分别在表 5 中的 4 个数据集上进行

降维，并用 KNN 分类器进行比较，取各算法的最

佳识别率。50%训练样本为标签数据。 

表 5 实验所用数据集 

数据集 类别数 降维前/后维数 训练/测试样本数

dia 2 8/5 336/200 

son 2 60/5 100/90 

iri 3 4/3 90/60 

ukm 4 5/2 120/80 

 
从表 6、表 7 可以看出： 
(1)Reg-SS-ISOMAP 算法对所有测试样本，在

4 个数据集上的平均识别率是最高的。在 dia, son,  
iri 数据集上识别率高于 IsoProjection 算法，但在

ukm 上低于 IsoProjection 算法。 
(2)IsoProjection算法虽然在手写数字实验中的

效果不理想，但在 UCI 数据库上效果还比较好。 
(3)Reg-SS-ISOMAP 算法弥补了 SS-ISOMAP

邻域值大的缺点，未标签样本和测试样本的平均识

别率也比 SS-ISOMAP 提高了 8.28%和 8.31%。 

5  结束语 

本文提出了一种基于正则化的半监督 ISOMAP
数据降维方法。算法首先利用标签样本构建半监督

邻域图，然后用求得的测地线距离作为矢量特征代

替原始数据点，并通过测地线距离计算核矩阵，最

后用构建的半监督正则化方法处理矢量特征，得到 
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表 6 不同算法对未标签样本降维后的正确识别率 

数据集 Reg-SS-ISOMAP SS-ISOMAP SS-PCA SDONNP SS-MMP SS-KDA IsoProjection

dia 0.7167 0.6630 0.6630 0.6559 0.6702 0.6714 0.6488 

son 0.7360 0.6320 0.7000 0.6950 0.6840 0.7000 0.6360 

Iri 0.9733 0.9600 0.9378 0.9645 0.9689 0.9689 0.9600 

ukm 0.8467 0.6867 0.6367 0.8333 0.7600 0.8000 0.8833 

平均 0.8182 0.7354 0.7344 0.7872 0.7708 0.7851 0.7820 

表 7 不同算法对测试样本降维后的正确识别率 

数据库 Reg-SS-ISOMAP SS-ISOMAP SS-PCA SDONNP SS-MMP SS-KDA IsoProjection

dia 0.7120 0.6710 0.6460 0.6650 0.6560 0.7110 0.6650 

son 0.7356 0.6733 0.7111 0.7244 0.6244 0.7000 0.6467 

Iri 0.9833 0.9533 0.9567 0.9567 0.9600 0.9556 0.9533 

ukm 0.8895 0.6905 0.6400 0.8255 0.7650 0.8350 0.9195 

平均 0.8301 0.7470 0.7385 0.7929 0.7514 0.8004 0.7961 

 
显式映射。算法依次在手写数字，ORL 人脸数据库

和 UCI 数据库上进行验证，结果显示算法比其他半

监督降维方法更加稳定，可靠，具有更大的适用性。 
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