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一类推广的二元 Legendre-Sidelnikov 序列的自相关分布 
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摘  要：推广的 Legendre-Sidelnikov 序列较之原序列有更好的平衡性质，但是关于该序列的周期自相关函数，迄

今仅知道一些特殊移位的情形。该文利用有限域上特征和的相关性质，给出了推广的二元 Legendre-Sidelnikov 序

列的自相关函数的完整分布。结果表明当 p≡3(mod 4)且q p 时，推广的 Legendre-Sidelnikov 序列较之原序列

有更好的周期自相关函数的分布。 
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Abstract: Compared with the original Legendre-Sidelnikov sequence, the generalized Legendre-Sidelnikov sequence 

has a better balanced property. For its autocorrelation distribution, however, only some special cases are known. In 

this paper, using the character sums, the autocorrelation distribution of the generalized binary Legendre-Sidelnikov 

sequence is determined completely. The result shows that the generalized Legendre-Sidelnikov sequence possesses a 

better autocorrelation distribution if p≡3 (mod 4) and q p .  
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1  引言  

具有良好自相关特性的序列在通信系统、雷达

和密码学等应用中起着重要的作用 [1 4]− 。 许多具有

这些特性的序列是利用有限域的乘法特征来构造

的。一个著名的例子是 Legendre 序列，该序列的构

造是基于有限域 pF 上的二次特征，其中 p为素数。

特别地， 2F 上的 Legendre 序列已被证明具有较高的

线性复杂度和很好的伪随机特性，具体可参看文献

[5,6]。 另一个例子就是 Sidelnikov 序列，该序列也

已被证明有良好的周期自相关特性 [7 10]− 。最近，结
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合以上两个概念，文献[11,12]构造了一种新的序列
  

Legendre-Sidelnikov 序列。文献 [11]给出了

Legendre-Sidelnikov 序列的一些伪随机性质，例如

在 p q= 时该序列是平衡的，以及该序列的周期自相

关分布和非周期自相关分布。进一步地，文献[12,13]
分析了该序列的线性复杂度，并在某些特殊情况下

给出了该序列线性复杂度的一个下界。 
注意到 Legendre-Sidelnikov 序列仅在 gcd( ,p  

1) 1q − = 且 p q= 时是平衡的。为了改进该序列的

平衡性，即使得序列在更多的情形下都保持平衡性， 
人们对已有的 Legendre-Sidelnikov 序列进行了改

进。一方面, 利用有限域的乘法特征，文献[14]把
Legendre-Sidelnikov 序列推广到d 元的情形，其中d

是 1p − 与 1q − 的公因子。此时， d 元 Legendre- 
Sidelnikov 序列对任意的奇素数 p  和奇素数幂 q  
gcd( , 1) 1( )p q − = 都 是 平 衡 的 ， 即 d  元 广 义

Legendre-Sidelnikov 序列具有更好的平衡性。当

2d = 时，与文献[11]定义的序列比较易知，两条序

列在 i R∈ 时取值相同，但是在 i P∈ 和 *i Q∈ 不同，
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前者取值为常数，而后者取值更随机。 文献[14]分
析了该序列的一些重要的伪随机性质包括非周期自

相关、 k 阶相关性测度和线性复杂性等。另外，最

近文献[15]也通过改变P 和Q 对应下标集的序列元

素的赋值，构造了一类新的二元 Legendre- 
Sidelnikov 序列。与文献[14]中的定义的序列比较易

知，对下标集Q 对应的序列值仅相差一个常数。 但
是，对下标集P 对应的序列元素，两个构造得到的

序列是不相同的。同时，文献[15]给出了该序列的自

相关函数的分布，并指出该序列在一些情形具有较

低的自相关性质。 
关于文献[14]中的定义的 d 元广义 Legendre- 

Sidelnikov 序列的周期自相关分布，迄今仅知道一个

特殊情形，即序列移位是 p 的倍数的情形(文献[14]
引理 5)。 一般地，该序列自相关函数分布的完全确

定较为困难。本文研究了文献 [14]中推广的二元

Legendre-Sidelnikov 序列，即 2d = 的情形， 给出

了该序列完整的周期自相关分布。具体地，本文安

排如下：第 2 节给出了本文需要的一些定义和引理；

第 3 节计算了推广的二元 Legendre-Sidelnikov 序列

的周期自相关分布；最后，对 Legendre-Sidelnikov
序列及其推广的相关性进行比较， 并提供了相应的

实例。 

2  预备知识 

令 ( 1)n p q= − ，其中 p 为奇素数，q 为奇素数

幂且 gcd( , 1)=1p q − ，以及 ={0, ,2 , , ( 2)}P p p p q⋅ − ， 

{ }1 1 1
= ,3 , ,(2 1)

2 2 2
q q q

Q p
− − −

⋅ − ⋅ 。注意到P Q∩  

{ }=
2
n

 令 { }* \
2
n

Q Q= , *\ ( )nR Z P Q= ∪ 。 定义 

2F 上的 Legendre-Sidelnikov 序列 { }iS s= 如式(1)： 

*

1,

0,

1
1 ( 1) ,

2

i

i

i P

s i Q

i
g i R

p
η

⎧⎪⎪⎪⎪ ∈⎪⎪⎪⎪⎪= ∈⎨⎪⎪⎪ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟⋅ − ⎟ + ∈⎜⎪ ⎜ ⎟⎟⎜⎪ ⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪⎪⎩

      (1) 

其中 
p

⎛ ⎞⋅ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 为 Legendre 符号， g 是 qF 的本原元， η  

是 qF 上的二次特征。关于 Legendre 符号和二次特征

的定义及更多的性质， 可参阅文献[16]。 

文献[14]对上述概念进行了推广，给出了d 元广

义Legendre-Sidelnikov序列的定义。令 p为奇素数q

为奇素数的幂次且 ( )1 modq d≡ , g 是有限域 qF 的

本原元。定义 qF 上的d 阶乘法特征 ()qχ ⋅ : ( )=i i
q g wχ , 

(0) 0qχ = ，其中w 是复数域上的d 阶单位根。则d 元

广义 Legendre-Sidelnikov 序列 { }iS s= 定义为 

( ) { }
( )

( )( )

*

0, /2

log ( 1) , \
2

log ( ) ,

log ( ) 1 ,

i
w q

i

w p

i
w p q

i n

n
g i P

s
i i Q

i g i R

χ

χ

χ χ

⎧ =⎪⎪⎪⎪⎪⎪ + ∈⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪ ∈⎪⎪⎪⎪⎪ ⋅ + ∈⎪⎪⎩

   (2) 

其中 log ()w ⋅ 是定义在 d 上以w 为底数的离散对数

函数。 

通过改变P 和Q 对应下标集的序列元素的值， 文

献[15]构造了一类新的二元Legendre-Sidelnikov序列。 
令 0={ : =0,2, , 3},P mp m q −  1={ : =1,3,P mp m  

{ }0
1

, 2}; = ( 1)+ : , (2 +1)=1 ,
2 p p

q
q Q n q n nχ

−
− − ∈

{ }1
1

( 1) : ,  (2 1) 1
2 p p

q
Q n q n nχ

−
= − + ∈ + = − 。则 

一类周期为 ( 1)p q − 的二元 Legendre-Sidelnikov 序

列 { }iS s= 定义为 

( )

0 1

1 0

0,                             

1,                             

1
1 1 ,    

2

i

i

i P Q

s i P Q

i
g i R

p
η

⎧⎪⎪⎪⎪ ∈⎪⎪⎪⎪⎪= ∈⎨⎪⎪⎪ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟⋅ − ⎟ + ∈⎜⎪ ⎜ ⎟⎟⎜⎪ ⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪⎪⎩

∪

∪     (3) 

令 ( )iS s= 是周期为N 的二元序列。则该序列的

周期自相关函数定义为 
1

0

( ) ( 1) , 0i i l
N

s s
s

i

R l l N+
−

+

=

= − ≤ <∑  

下面我们给出一些引理， 这些引理将在正文的

证明中被多次用到。 

引理 1 令 p 为奇素数， q 为奇素数的幂次且

gcd( , 1) 1p q − = , g 是 qF 的本原元, η是 qF  上的二

次特征。 P 和 *Q 的定义同上, 则 

(1)对任意的l ， ( )0 modl p≡/ ，有 

*

+
1

i Q

i i l
p p∈

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟⋅ ⎟ = −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑  

(2)对任意的 l , ( )0 mod 1l q≡/ − ，有 

( ) ( ) ( )1 1 1i i l l

i P

g g gη η η+

∈

+ + = − −∑  

(3) ( ) ( ) ( )1 1 1i i l

i P

g g gη η η −

∈

− + + = − −∑ 。 

证明  对于任意的 *
qa∈F ，易知： ( )

qx F
xη

∈∑  

( + )= 1x aη⋅ − 。该结果可参看文献[17]。通过 *Q 的定义
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以及限制条件 gcd( , 1)=1p q − ，不难发现 ( )* modQ p  

*
p= F 。由于 

0
0

p

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
， 我们有 

* *

1
pi Q i

i i l i i l
p p p p∈ ∈

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞+ +⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ = ⎟ ⎟ = −⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠∑ ∑
F

 

 因此，引理中的第 1 个等式成立。 
对于第 2 个等式，我们有 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1

1 1

     1 1 1

     ( ) 1

     1

q

q

i i l

i P

l i i l

i

l l l

x

l

g g

g g g g

g x x g g

g

η η

η η η

η η η η

η

−

+

∈

−

∈

− −

∈

+ +

= + + − +

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= + − − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

= − −

∑

∑

∑
F

 

其中，第 1 个等式成立是因为 ( ) 1mod 1 = qP q −− 。 
同时，由于{ 1 : 0 2} \ {1}i

qg i q+ ≤ ≤ − = F ，所以第

2 个等式成立。由于 ( )0 mod 1l q≡/ − ， 1 0lg− − ≠ 。

最后，第 3 个等式由证明开始时提到的结论可得到。 
                                        证毕 

3  推广的二元 Legendre-Sidelnikov 序列的

周期自相关分布 

利用上文已给定的符号，文献[14]推广的二元

Legendre-Sidelnikov 序列 ( )iS s= 可以等价地定义

为 

( )( )
( )( )

( ) ( )( )

*

0, /2

(1/2) 1 1 , { /2}

(1/2) 1 / ,

(1/2) 1 / 1 ,

i

i

i

i n

g i P n
s

i p i Q

i p g i R

η

η

⎧ =⎪⎪⎪⎪⎪ ⋅ − + ∈⎪⎪⎪= ⎨⎪ ⋅ − ∈⎪⎪⎪⎪⎪ ⋅ − + ∈⎪⎪⎩

\
  (4) 

平衡性是 Golomb 3 条随机性假设之一，即对

于一个周期为偶数的二元序列， 序列中 0 与 1 的个

数是相同的[1]。注意到，在文献[14]亦指出了广义

Legendre-Sidelnikov 序列是平衡性的，但没有给出

证明。为完整起见，下面给出一个简要的证明。 
定理 1  式(4)定义的推广的二元 Legendre- 

Sidelnikov 序列是平衡的。 
证明  对于周期为n 的二元序列( )is ，易知( )is 是 

平衡的当且仅当
1

0
( 1) 0i

n s
i

−

=
− =∑ 。 由序列的定义知 

( )

( )

*

                    

        

1, /2

1 , { /2}
( 1)

( / ),                

( / ) 1 ,   

 

 

i

i

s

i

i n

g i P n

i p i Q

i p g i R

η

η

⎧ =⎪⎪⎪⎪⎪ + ∈⎪⎪⎪− = ⎨⎪ ∈⎪⎪⎪⎪⎪ + ∈⎪⎪⎩

\
 

那么， 

( )

( )
*

1

0
2

( 1) 1 1

              1

i

n
s i

ni i P

i

i Ri Q

g

i i
g

p p

η

η

−

= ∈

∈∈

− = + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ ⎟+ ⎟ +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑
 

注意到， ( ) 1mod qP q −= 与 ( )* *mod pQ p = F 。 由于
/2 1ng = − 和 (0) 0η = ，我们有 

( ) ( )
2

0
2

1 1 (1) 1
q

i j

n ji P

g gη η η
−

=∈

+ = + = − = −∑ ∑  

*

1

1

0
p

ji Q

i j
p p

−

=∈

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ = ⎟ =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑  

进一步地，由中国剩余定理可知 

( ) ( )
1 2

0 0

1 1 0
p q

i i

i R i i

i i
g g

p p
η η

− −

∈ = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ + = ⎟ + =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑ ∑  

综上可得
1

0
( 1) 0i

n s
i

−

=
− =∑ 。             证毕 

定理 2  式(4)定义的推广的二元 Legendre- 
Sidelnikov 序列的周期自相关函数分布为 

( ) ( )( )

2 1
8

*

1 1 ( 1) 1 ,

1 2( 1) ( 1) 1 ,

( )       

( 1) 1 , ( 1)

l l l

q
l

s

p g g

l P

l l
p p

R l l Q

l l
q q l

p p

l l
p p

η η −

−

− + + − + − − −

∈

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟⎜⎟⎜ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟⎟+ − ⎟− − − − − ⎟⎜⎜ ⎜ ⎜⎟⎟ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎜⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠

= ∈

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟− ⎟+ − ⎟− −⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟+ − ⎟⎜ ⎜⎟⎜ ⎜⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∣

( )(

( ) )

1 1

     1 ( 1) 1 , 

l

l l

g

g

η

η −

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎛ ⎞⎪ ⎟⎜⎪ ⎟− − +⎜⎪ ⎟⎟⎜ ⎟⎪ ⎟⎜⎝ ⎠⎪⎪⎪⎪ + − + − − −⎪⎪⎩
其它

 

证明 根据 l , 0 ( 1)l p q< < − 属于 \ {0}P , *Q

或R ，证明可分为如下 3 部分。 
(1)若 {0}l P∈ ， 则 

( )
( )
( ) ( )

( )
( )
( ) ( )

*

*

1 ,               /2

1 ,               /2

1 1 ,   { /2},

( 1) =                              + { /2}

1 ,               

1 ,               ,

1 1

i i l

l

l

i i l

s s

l

l

i i l

g i n

g i l n

g g i P n

i l P n

g i Q

g i R i l Q

g g

η

η

η η

η

η

η η

+

+

+

+

− + =

− + + =

+ + ∈

− ∈

− + ∈

− + ∈ + ∈

+ +

\

\

,   ,i R i l R

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ∈ + ∈⎪⎪⎩
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进一步地，由引理 1 可知 

{ } { }
( ) ( )

( ) ( ) ( )
,

2 2

1 1

      1 1 1

i i l

n n
i P i l P

i i l l

i P

g g

g g g

η η

η η η

+

∈ + ∈

+

∈

+ +

= + + = − −

∑

∑
 

同理， 我们有 

( ) ( )

( )
* *,

1 1

                         ( 1) 1

l l

i R i l Q i l Q

l

g g

p g

η η

η

− −

∈ + ∈ + ∈

−

− + = − +

= − − +

∑ ∑
 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( )

,

1

0

2

0

1 1

   1 1 1 1

    ( 1) 1 1

    ( 1) 1

i i l

i R i l R

n
i i l i i l

i i P

q
j j l

j

l

g g

g g g g

p g g

p g

η η

η η η η

η η

η

+

∈ + ∈

−
+ +

= ∈
−

+

=

+ +

= + + + +

= − + +

= − − +

∑

∑ ∑

∑
 

所以 ( ) ( ( 1) ( 1) ( ) 1)l l l
sR l p g g gη η η−= − + + − + − − 。 

(2)若 *l Q∈ ， 则 

{ }

(2),                                  0

(2),                                  
2

( 1) ( 1),               \ 0,
2

(2),

( 1

         

) =i i l
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s s

l
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i

p

l n
g g i P

p
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p

η

η

η η

η
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⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ − + + ∈⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜− ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

−

{ }
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*

*

\
2

(2),                          

         

,  

(2),                             

       

  ,  
2

1 1

     ,  

 

,         i i

n
i Q i l P

i i l
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p p

l n
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p

l
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p

η

η

η η

∈ + ∈
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⎛ ⎞⎟⎜− ⎟ − + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ { }

( ) ( )

*                         

  ,  \
2

(2), ,  

1 1 ,     ,  i i l

n
i R i l P

i i l
i R i l Q

p p

i i l
g g i R i l R

p p

η

η η +

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ∈ + ∈⎪⎪⎪⎪⎪⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ +⎟ ⎟⎪⎜ ⎜⎟ ⎟ ∈ + ∈⎜ ⎜⎪ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎪ ⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎪⎪
⎛ ⎞⎛ ⎞+⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ + + ∈ + ∈⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎩

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
 

 
对于 {0, /2}i P n∈ \ 这种情形，由引理 1 可知： 

{ }
( ) ( )

( )

( )

\ 0,
2

2

1 1

    1 1

    1 ( 1)

i i

n
i P

n
ii

i P

l
g g

p

l
g g

p

l
p

η η

η η

η

∈

+

∈

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ − + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟= ⎟ + +⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜= − ⎟ + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

∑

∑  

同理，由引理 1 得 

*,

(2) (2),
i Q i l R

i i l
p p

η η
∈ + ∈

⎛ ⎞⎛ ⎞+⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ = −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠∑  

{ }, \
2

( 1) ( 1)

     (1 ( 1))

i i

n
i R i l P

l
g g

p

l
p

η η

η

∈ + ∈

⎛ ⎞⎟⎜− ⎟ − + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜= − − ⎟ + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

∑
 

*,

(2) (2)
i R i l Q

i i l
p p

η η
∈ + ∈

⎛ ⎞⎛ ⎞+⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ = −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠∑  

最后， 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

,

1

0

1 2

0 0

1 1

    1 1

   1 1

    1 1 ( 1)

i i l
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n
i i l

i
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i i l
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l

i i l
g g

p p

i i l
g g

p p

i i l
g g

p p

g

η η

η η

η η

η η

+

∈ + ∈

−
+

=
− −

+

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞+⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ + +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞+⎟ ⎟⎜ ⎜= ⎟ ⎟ + +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞+⎟ ⎟⎜ ⎜= ⎟ ⎟ + +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

= + = + −

∑

∑

∑ ∑

 

综上可得， ( )= + 1 (2 (2) ( 1) 1)s
l l

R l
p p

η η
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎟ − ⎟− − − −⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

。 

由于 
2 1
8(2) ( 1)

q

η
−

= −  (参看文献[16])，故结论成立。 

(3)若 l R∈ ，则 
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−
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由于 gcd( , 1)=1p q − ，由中国剩余定理可知，存在唯

一的 , 0i i n≤ < 同时满足 i P∈ 且 *+i l Q∈ 。同理， 

存在唯一的 i 使得 *i Q∈ 且 +i l P∈ 。 *= , +
2
n

i i l Q∈ , 

*i Q∈ 且 *i l Q+ ∈ 与 *i Q∈ 且
2
n

i l+ = 这 3类情形 

只在 ( )0 mod 1l q≡ − 时出现。 当 ( )0 mod 1l q≡ −

时，还有 { /2}i P n∈ \ 且 i l R+ ∈ ， { /2}i R n∈ \ 且

i l P+ ∈ 和 { /2}i R n∈ \ 且 i l R+ ∈ 这 3 类情形。 

通过上述分析及引理 1，我们有 
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同理可得其余情形的结果，因此，如果 0(modl q≡  

1)− ，那么 ( )=( 1) 1s
l l

R l q
p p

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟− ⎟+ − ⎟−⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
，否则 ( )=sR l  

+ 1 ( ( +1) ( +1) ( ) 1)l l ll l
g g g

p p
η η η−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎟ − ⎟− − + − − −⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
。

综上可知结论成立。                      证毕 

推论 1 式 (4)定义的推广的二元 Legendre- 
Sidelnikov 序列的自相关函数的一个上界为

max{4 ,3( 1),12}p q − 。 
证明 由定理 2 我们不难发现，当 l P∈ 或 l ≡  

( )0 mod 1q − 时，序列的周期相关分别是 p , 1q − 的

倍数，且分别不超过 4p , 3( 1)q − 。 而在其余的情
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形下，周期自相关都不超过 12。            证毕 
注 1 通过比较式(1)，式(3)和式(4)定义的序列

的周期自相关函数的分布，不难发现在移位 *
nl ∈

时，三者的周期自相关差别都不大。当选取不同的

p ,q 时，在移位 l P∈ 或 ( )0 mod 1l q≡ − 时产生了较

大的区别。具体地， 在 ( )3 mod4q ≡ 且移位 l P∈ 时，

式(1)，式(3)和式(4)定义的序列的自相关函数的分

布分别为 
1,

2 1,

l

l

q

q p

⎧ −⎪⎪⎪⎨⎪ − +⎪⎪⎩

为奇数

为偶数
 

( )
1
( 1)

21 2( 1) 1 ,

2 1,

l
q

p

q p

lq

l

p gη

⎧ ⎛ ⎞⎪ ⎟⎪ ⎜ − ⎟⎪ ⎜ ⎟⎜⎪ ⎟⎜⎪ − + − − +⎟⎜⎪ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎨ ⎟⎜ ⎟⎜⎪ ⎝ ⎠⎪⎪⎪⎪ − +⎪⎪⎩

为奇数

为偶数

 

( )2 1 ,

2 ,

lp g

p

l

l

η⎧⎪ − +⎪⎪⎨⎪−⎪⎪⎩

为奇数

为偶数
 

在 ( )1 mod4q ≡ 且移位 l P∈ 时，式(1)，式(3)
和式(4)定义的序列的自相关函数的分布分别为 

1,

2 1,

l

l

q

q p

⎧ −⎪⎪⎪⎨⎪ − +⎪⎪⎩

为奇数

为偶数
 

1 ,

1
22 1 2( 1) ( 1),l

q

q

q p p g
p

l

lη

⎧ −⎪⎪⎪⎪⎪ ⎛ − ⎞⎪ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎜⎨ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎜− + + − − +⎟⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎟⎜⎪ ⎟⎜⎝ ⎠⎪⎪⎩

为奇数

为偶数
 

0,

2 ( ( 1) 1),lp g

l

lη

⎧⎪⎪⎪⎨⎪ − + −⎪⎪⎩

为奇数

为偶数
 

在 ( )3 mod4p ≡ 且移位 ( )0 mod 1l q≡ − 时， 式 

(1)，式(3)和式(4)定义的序列的自相关函数的分布

分别为 2p q− − , 1 q− 与1 q− 。 

在 ( )1 mod4p ≡ 且移位 ( )0 mod 1l q≡ − 时，式

(1)，式(3)和式(4)定义的序列的自相关函数的分布

分别为 2+2( / )p q l p− − , 1 q− 与( 1)(2( / ) 1)q l p− − 。 

因此， 在 ( )3 mod4p ≡ , q p>> 时, 式(4)对应

的序列的自相关性质比较好。 而 p和q 相差不大时， 

式(1)对应的序列的自相关性质比较好。 

例 1 令 3p = , 23q = , 式(1), 式(3)和式(4)
定义的序列分别如下： 
[1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 
1, 0, 1, 1, 1,0, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 
1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1,1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 
1, 0, 0]; 
[1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 

0, 0, 1, 1, 1,0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 
1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1,1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 
0, 0, 0 ]; 
 [0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 
1, 1, 0, 1, 0, 1,0, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 
1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1,1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0]。 

对应地，它们的周期自相关分布如下： 
[-2, -2, 22, 2, -2, 18, -2, 2, 22, 2, -2, 18, -2, -2, 22, 
2, -2, 18, -2, 2, 22, -22, -2, 18, -2, -2, 22, -2, -2, 18, 
-2, -2, 22, -2, -2, 18, -2, -2, 22, -2, -2,18, -2, -22, 
22, 2, -2, 18, -2, 2, 22, -2, -2, 18, -2, 2, 22, 2, -2, 18, 
-2, 2,22, -2, -2 ]; 
[-2, 2, -18, 2, 2, 18, -2, 2, -26, 2, 2, 18, 2, 2, -18, 2, 
2, 18, -2, 2, -18, -22, -2, 18, -2, 2, -26, 2, -2, 18, 2, 
2, -26, 2, 2, 18, -2, 2, -26, 2, -2, 18, -2, -22, -18, 2, 
-2, 18, 2, 2, -18, 2, 2, 18, 2, 2, -26, 2, -2, 18, 2, 2, 
-18,2, -2 ]; 
[ 2, 2, -6, 2, -2, -6, 2, 2, 6, 2, -2, -6, -2, 2, -6, 2, -2, 
-6, 2, 2, -6, -22,2, -6, 2, 2, 6, 2, 2, -6, -2, 2, 6, 2, -2, 
-6, 2, 2, 6, 2, 2, -6, 2, -22, -6, 2,2, -6, -2, 2, -6, 2, 
-2, -6, -2, 2, 6, 2, 2, -6, -2, 2, -6, 2, 2]。 

4  结束语 

对于任意的奇素数 p 和奇素数的幂次 q 且

gcd( , 1) 1p q − = ，由于 Ledendre-Sidelnikov 序列在

支撑集为P 与 *Q 时取值总是固定的，所以它仅在

p q= 时是平衡的。而推广的 Ledendre-Sidelnikov
序列在该部分是利用二次剩余来赋值。因此, 推广

的 Ledendre-Sidelnikov 序列总是平衡的，同时具有

更好的的伪随机性质。本文给出了推广的二元

Legendre-Sidelnikov 序列自相关函数的分布。由结

果可以看出，当 ( )3 mod4p ≡ ,  q p>> 时，推广后

的序列与原来的相比有更优的周期自相关函数的分

布。 
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