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双原型离散傅里叶变换调制滤波器组的快速设计方法 

蒋俊正
*    程小磊    欧阳缮 

(桂林电子科技大学信息与通信学院  桂林  541004) 

摘  要：针对大规模的离散傅里叶变换(DFT)调制滤波器组设计算法复杂度高的问题，该文提出一种基于无约束优

化的快速设计算法。该算法将两个原型滤波器的设计问题归结为一个无约束优化问题,将滤波器组的传递失真，混

叠失真以及原型滤波器阻带能量的加权和作为目标函数。进而，采用双迭代机制来求解该优化问题。在单步迭代中，

运用矩阵求逆的等效条件和 Toeplitz 矩阵求逆的快速算法，显著地降低了迭代的计算代价。仿真对比表明,与已有

的设计算法相比,新算法计算代价低 ,可以得到整体性能更好的滤波器组,并且可以快速设计大规模的滤波器组。 
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Fast Design of Double-prototype Discrete Fourier 
Transform Modulated Filter Banks 

 Jiang Jun-zheng    Cheng Xiao-lei    Ouyang Shan 
(School of Information and Communication, Guilin University of Electronic Technology, Guilin 541004, China) 

Abstract: This paper presents an efficient algorithm to design high-complexity Discrete Fourier Transform (DFT) 

modulated filter bank with double-prototype. The algorithm is based on unconstrained optimization, where the 

design problem is formulated into an unconstrained optimization problem, whose objective function is the weighted 

sum of the transfer distortion, the aliasing distortion of the filter bank, and the stopband energy of the Prototype 

Filters (PFs). The optimization problem can be efficiently solved by utilizing the bi-iterative scheme. The matrix 

inverse identity and the fast algorithm for Toeplitz matrix inversion are employed to dramatically reduce the 

computational cost of the iterative procedure. Numerical examples and compared tests to show that compared with 

the existing methods, the proposed method possesses much lower computational cost and can be used to design 

large-scale filter bank with better overall performance. 
Key words: Modulated filter bank; Discrete Fourier Transform (DFT); Prototype Filters (PFs); Unconstrained 
optimization; Bi-iterative scheme 

1  引言  

滤波器组作为多速率信号处理中的核心内容一

直备受关注，其在语音、图像以及通信信号处理等

方面都有着十分重要的应用 [1 15]− 。相比于一般的滤

波器组，调制滤波器组的优点体现在其拥有简单的

结构，并且实现起来相对容易。调制滤波器组包括

余弦调制滤波器组[5,6]和离散傅里叶变换(DFT)调制

滤波器组 [7 9]− 。其中，DFT 调制滤波器组在处理复

值信号方面更具优势[16]。在一些应用当中，期望滤

波器组具备很大的通道数和长支撑的子带滤波器

(即大规模滤波器组)[10,11]。在文献[7]中，通过求解一
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个带约束的非线性优化问题，可以得到性能较好的

滤波器组，但是求解过程过于复杂，无法实现大规

模滤波器组的设计。在文献[8]中，采用了双原型滤

波器的设计，并且运用双迭代的算法可以快速得到

令人满意的滤波器组。然而当滤波器组的通道数和

原型滤波器支撑都很大时，单步迭代需要对和原型

滤波器长度相等的维数的矩阵求逆，求解需要耗费

大量的时间，不利于实际运用。而在文献[9]中，将

设计问题归结为无约束的优化问题，运用修正的牛

顿迭代法，可以快速设计得到大规模的滤波器组，

但是由于采用的是单原型的滤波器组的设计，制约

了其设计的自由度，无法用于设计双原型的滤波器

组。 
本文所考虑的滤波器组是基于双原型的滤波器

而设计的。根据滤波器组的性能指标，将原型滤波

器的设计问题归结为一个无约束的优化问题，目标

函数是由滤波器组的混叠失真、传递失真和原型滤

波器的阻带能量所导出，运用双迭代算法[8]求解。进
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而，在单步迭代中，运用矩阵求逆的等价条件以及

Toeplitz 矩阵求逆的快速算法，显著地降低了矩阵

求逆的计算量。与传统的设计算法进行仿真对比发

现，本算法具有更低的计算代价，得到的滤波器组

有着更小的重构误差，从而可以快速而有效地设计

大规模的滤波器组。 

2  DFT 调制滤波器组的基本结构 

图 1给出了一个M 通道的DFT调制滤波器组，

其采样因子为K 。其中 MH H H0 1 1, , ,ω ω ω−( ) ( ) ( )构成

了分析滤波器组， MG G G0 1 1( ), ( ), , ( )ω ω ω− 构成了综

合滤波器组，X ω( )为输入信号，X ω( )为输出信号。

设h和g分别为分析和综合原型滤波器，表达式为 

 

图 1  M 通道的 DFT 调制滤波器组的基本结构 
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式中 exp j2MW M= (− π/ )。 
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系统输入与输出的关系由式(5)给出[1]：  
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式中，T0 ω( )是传递函数， ( ), 1,2, , 1kT k Kω = − 是

混叠传递函数。     
当传递函数和混叠传递函数满足式(7)： 
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相应的滤波器组是无传递失真和混叠失真的，此时
滤波器组是完全重构的。 

3  DFT 调制滤波器组的设计 

3.1 滤波器组的性能指标 
    在滤波器组的设计过程当中，主要考虑的是如

何减小或消除各类失真现象，主要包括滤波器组的

传递失真与混叠失真，这两项决定了滤波器组的重

构误差。另外，期望设计得到的原型滤波器具有高

的阻带衰减，高的阻带衰减可以通过控制原型滤波

器的阻带能量来获得。所以本文考虑的滤波器组的

性能指标有：(1)滤波器组的传递失真与混叠失真；

(2)原型滤波器的阻带衰减。下面我们将逐一进行分

析。 
首先如果直接根据式(7)中滤波器组无传递失

真和无混叠失真的频域条件来控制滤波器组的传递

失真和混叠失真，那将会十分复杂。为此，考虑将

无传递失真和无混叠失真的频域条件转化为时域条

件来分析。 
这里设 nk

k Kf n h n W k K, 0,1, , 1−( ) = ( ) = − ，那么

k k k k hf f f L T0 , (1), , 1= [ ( ) ( − )]f ，可以得到 k k=f hΛ ，

其中 hL kk
k K KW W 1diag 1, , , −( − )−= { }Λ ，引入辅助变量

k k= ∗r f g ,“ ∗”代表卷积，将其写成矩阵相乘的

形式： 

k k k= =r H g G hΛ             (8) 

其中卷积矩阵 kH 和G分别由 kf 和g得到： 
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式中，当n D− 为M 的整数倍时，
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函数 j
0 e DT ωω −( ) = ，则有式(12)条件成立： 
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其中 ⎣ ⎦⋅ 代表下取整运算，式(12)可以写成一个矩阵
等式： 
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那么可以得到双原型 DFT 调制滤波器组无传递失

真的条件为 0 1− =BH g b 0 或者 1− =BGh b 0。 
    同样地，要使得混叠传递函数 kT k0, 1,ω( ) = =  

K2, , 1− ，相应地有式(15)条件成立： 
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将式(15)写成矩阵相乘的形式： 

k 2=Br b               (16) 

式中， 2b 是一个维数为S 的列向量， 2b 中的所有元
素都为零。那么可以得到双原型 DFT 调制滤波器组
的无混叠失真的条件为 k 2− =BH g b 0 或 kBG hΛ  

2− =b 0 。 
基于上面的分析，在设计滤波器组中，传递失

真可以由式(17)来控制。 
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原型滤波器高的阻带衰减可以通过控制原型滤

波器的阻带能量来获得，分析和综合原型滤波器的

阻带能量分别表示为 
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另外，原型滤波器的通带平坦性也是滤波器组

的重要性能指标，本文中通过最小化滤波器组的传

递失真来近似控制原型滤波器的通带平坦性，分析

如下： 

对于近似完全重构的滤波器组，当 p0ω ω∈ [ , ]  
( pω 一般设为较小的数)，传递函数满足[17]： 
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当滤波器组近似无传递失真时，可以得到 
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初始原型滤波器的设计问题为[9] 
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经过优化设计的初始滤波器H ω( )具有良好的通带

平坦性，即 
H Kω( ) ≈               (22) 

结合式(21)和式(22)，当滤波器组近似无传递失真

时，可以得出 G Kω( ) ≈ ，即滤波器G ω( )也有良

好的通带平坦性。因此，可以通过最小化滤波器组

的传递失真来近似控制原型滤波器的通带平坦性。 
3.2 原型滤波器的设计 

基于前一小节的分析，可以将原型滤波器的设

计问题归结为式(23)： 

{ }T A Edist dist
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h g h g h g  (23) 

式中Tdist ,( )h g 代表滤波器组传递失真控制项，

Adist ,( )h g 代表滤波器组混叠失真控制项，E( )h 和

Ε( )g 分别为分析和综合原型滤波器的阻带能量，α
和 β 是权值，该优化问题可以用双迭代的方法进行

求解，当h已知时，目标函数是关于综合原型滤波

器g的凸二次函数： 
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同理，当g已知时，需要求解一个关于h 的凸
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它的最优解为 
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( ) ( )h

1T
2 2 2+ β

−
=h C C P C b        (27) 

式中 T T
2 1= , α⎡ ⎤( ) ( )⎢ ⎥⎣ ⎦C BG BGΛ 。 

当设计的滤波器组具有很大的通道数和长支撑

的子带滤波器时，式(25)和式(27)涉及大型矩阵求

逆，运算量巨大。在这里我们可以运用式(28)的矩

阵求逆的等效条件 [18]来有效减小矩阵求逆的运算

量： 
T 1 1 T 1 1− − − −( + ) = ( + )BB A B A B I B A B    (28) 

式中I 代表单位矩阵。这样式(25)和式(27)可通过式

(28)变为 

( ) ( )( )g g

11 1T
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−− −
=g P C I C P C b     (29) 

( ) ( )( ) 11 1T
2 2 2h hβ β
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其中，I 是一个 S S2 2× 的单位矩阵，另外， hβP 和

gβP 都是正定的 Toeplitz 矩阵，它们的逆可以通过

Trench 的算法[19]快速求解，计算复杂度为O L2( ) , 

h gL L L,= 。可以看出，式(29)与式(30)只需求解一

个 S S2 2× 矩阵的逆，而式(25)和式(27)则需要分别

求解 g gL L× 和 h hL L× 矩阵的逆。 
综上所述，运用如下的迭代算法来设计原型滤

波器： 
第 1 步  设计一个长度为 hL 的低通原型滤波

器，记作 0h ； 

第 2 步  利用得到的 0h ，运用式(29)求解得到

综合原型滤波器，记作g； 

第 3 步  利用得到的g，运用式(30)求解得到

分析原型滤波器，记作h； 
第 4 步  判断 0 2

δ− ≤h h ( δ 是给定的很小的 

正数)此条件是否满足，如果满足，此次迭代过程将 
停止，h和g就是最优的解，如果不满足，令 0 =h h
同时返回到第 2 步继续迭代过程。 
3.3 计算复杂度分析 

本文算法计算复杂度主要来自求解分析与综合

原型滤波器，即式(30)和式(29)。根据矩阵求逆和矩

阵相乘的计算代价，可以得出本文算法的计算复杂

度为O S SL S L SL3 2 28 4 8 2( + + + ) , h gL L L,= 。而在

相同条件下，文献 [8]算法的计算复杂度为O L3(  

SL2+ L SL2+ + ) , h gL L L,= 。可以看出当滤波器组

具备很大的通道数以及长支撑的子带滤波器时(即
M , hL 和 gL 都很大时)，本文方法求解原型滤波器的

计算量要远小于文献[8]的方法，适用于设计大规模

的滤波器组。 

4  仿真结果与分析 

在这一节中，我们将本文的算法与现有的算法

进行仿真对比，所有的仿真和对比都是在相同的环

境下运行。 
例 1  设计一个滤波器组：M K D16, 8,= = =  

。h gL L64, 65= = 在本文设计方法中： 10,α β= =   
50.2, 10δ −= ，得到的原型滤波器的幅度响应如图2

所示。同时利用文献[8]的方法进行设计，相关的参

数设为 51, 0.01, 10α β δ −= 0. = = ，得到的原型滤波

器的幅度响应如图3所示。在相同的运行环境下，两

种算法均进行了5次迭代，表1给出了两种方法所得

到的滤波器组的性能与时间对比。从表中可以看出

本文方法设计的滤波器组的混叠失真减小了约3.5 
dB，重构误差减小了约0.85 dB。为了尽可能无失真

地恢复原信号，期望得到的滤波器组应具有更小的 

 

图 2 例1中本文设计方法得到的原型滤波器的幅度响应 

 

图 3 例1中文献[8]设计方法得到的原型滤波器的幅度响应 
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表1 例1中本文算法与文献[8]算法的性能与时间对比 

设计算法 传递失真(dB) 混叠失真(dB) 通带波纹(dB) 阻带水平(dB) 重构误差(dB) 
运行所耗 CPU 

时间(s) 

文献[8]算法 -86.01 -64.16 　0 15 0 17: . : .h g 　50 72 50 35: − . : − .h g -64.58 0.02 

本文算法 -73.49 -67.61 　0 15 0 16: . : .h g 　50 52 50 65: − . : − .h g -65.43 0.01 

 
重构误差，所以本文设计算法有着更好的重构性能，

并且算法更加高效。 

例 2  设计一个大规模的滤波器组，其中M =  

h gK L L D1024, 512, 6144, 4199= = = = ，在本文设

计方法中： 510, 0.02, 10α β δ −= = = ，得到原型滤

波器的幅度响应如图 4 所示，同时利用文献[8]的算

法进行设计，相关参数为 50.1, 0.01, 10α β δ −= = = ，

得到的原型滤波器的幅度响应如图 5 所示。两种方

法均进行了 20 次迭代，表 2 给出了两种设计算法 

的性能与时间比较，从表中可以看出本文算法设计 

的滤波器组的性能明显优于文献[8]设计的滤波器

组。另外本文的算法更加高效，在文献[8]中，单步

迭代需要求解的矩阵逆的维数是 6144×6144 ，这无

疑是非常庞大的，相比之下，本文算法中单步迭代

需要求解矩阵逆的维数是24 24× ，显著地降低了计

算的复杂度。可以看出本文设计算法在设计大规模

的滤波器组上有着显著的优势。 

 

图 4 例2中本文设计方法得到的原型滤波器的幅度响应 

 

图 5 例2中文献[8]设计方法得到的原型滤波器的幅度响应 
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表 2 例2中本文算法与文献[8]算法的性能与时间对比 

设计算法 传递失真(dB) 混叠失真(dB) 通带波纹(dB) 阻带水平(dB) 重构误差(dB) 
单步迭 CPU 

时间(s) 

文献[8]算法 -71.84 -73.80 　0 11 0 11: . : .h g 　71 26 71 18: − . : − .h g -71.28 106.95 

本文算法 -72.48 -75.63 　0.03 0 05: : .h g 　71 36 80 19: − . : − .h g -72.60   1.41 

 

5  结束语 

本文围绕如何快速有效地设计 DFT 调制滤波

器组的问题，提出了一种基于无约束优化的快速设

计算法。理论分析和仿真结果联合表明，本文方法

设计得到的滤波器组相比于现有方法有着更好的整

体性能。并且，更为重要的一点，当滤波器组具备

大的通道数和长支撑的子带滤波器时，新算法的计

算效率相比于现有算法有着显著的提高，因此本文

算法非常适合大规模滤波器组的快速设计。后续工

作将考虑大规模滤波器组的实际应用问题。 
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