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一类非线性信号去噪的奇异值分解有效迭代方法 
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(空军工程大学航空航天工程学院  西安  710038) 

摘  要：对于一类非线性信号的去噪问题，该文提出一种基于奇异值分解(Singular Value Decomposition, SVD)的

有效迭代方法。对现有奇异值差分谱方法在两类不同非线性信号上的去噪效果进行了对比，指出在信号不具有明显

特征频率、非周期性变化时这一方法并不适用，并分析了现象产生的原因；然后针对该类信号的特点重新定义了

Hankel 矩阵结构，给出有效奇异值的确定方式，并通过 SVD 多次迭代过程实现对该类信号的有效去噪。对实际飞

行数据去噪的实验结果表明，该方法对提出的一类信号对象不仅去噪效果良好，而且可提高运算效率。 
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Effective Iteration Method of a Class of Nonlinear Signal  
Denoising Based on Singular Value Decomposition 
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Abstract: To solve a class of nonlinear signal denoising, an effective iteration method based on the Singular Value 

Decomposition (SVD) is proposed. When the signals have no obvious characteristic frequency and non-periodic 

change, the current difference spectrum method is not applicable by comparing the results on the two class of 

nonlinear signal, and then the corresponding reason is analyzed. According to the signal feature, the structure of 

the Hankel matrix is defined again and the valid singular values are determined. The effective denoising is realized 

by the repeated iteration which is based on the SVD. The results of the flight data demonstrate that the proposed 

method can effectively reduce the noise and improve the computing efficiency as well. 
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1  引言  

在工程测试中受系统本身和环境干扰的影响，

现场采集的机械设备状态信号往往含有各种噪声，

若能及时有效地将噪声从有用信号中消除，还原设

备运行的真实状态，对于进一步的信号分析处理以

及设备状态监控、故障诊断等具有重要意义。 
当前业界流行的去噪方法主要涉及非线性滤 

波 [1]、小波阈值法 [2 4]− 以及奇异值分解(Singular 
Value Decomposition, SVD)[5]等。非线性滤波去噪

效果的优劣取决于滤波器结构是否设计合理，而且

过程存在一定的时间延迟。小波阈值法过度依赖小

波阈值以及分解层数的选择，不同选择方式下的去

噪效果存在较大差异。SVD 去噪的实质是线性加权

式的正交化分解，得到的去噪信号不存在相位偏移
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和时间延迟，在 1 维振动信号[6]以及 2 维图像去噪[7]、

时间序列预测[8]中得到广泛应用。 
基于 SVD 的去噪方法主要解决两个方面的问

题：Hankel矩阵结构的确定以及有效奇异值的选择。

对 Hankel 矩阵结构的确定问题常被忽略，由于无有

效理论依据，对其奇异值分解前的结构一般凭经验

事先确定[9]。另一个关键问题是有效奇异值的选择，

SVD 的基本思想就是通过有效奇异值对矩阵重构，

从而实现信号去噪的目的，通常用信噪比经验值的

估计选择有效奇异值的阈值[10,11]，但在工程中难以

实现。文献[12]提出一种非常有代表性的方法：基于

奇异值差分谱理论的 SVD 去噪，根据差分谱的最大

峰值确定有效奇异值的个数，从而实现有效奇异值

的自适应选择。然而，对于一类无明显特征频率，

不具有明显周期性特点的信号而言，采用以上矩阵

结构方式以及有效奇异值的选择方法均不能有效实

现信号去噪。主要表现在去噪后的信号只能描述出
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原始信号的大尺度变化趋势，细节信息丢失过多，

以致引起波形失真。文献[13]所针对的具有明显变化

趋势的信号对象亦可划为这一类信号的范畴。 
本文提出一种针对一类非线性信号去噪的奇异

值分解有效迭代方法，处理后的信号与原始目标波

形非常接近，细节特征基本被完好保留，能够实现

信号的有效去噪。 

2  基于 SVD 的去噪原理 

设 1 维离散信号 x={x(i)}, i=1,2, ,N。为利用

SVD 对该信号进行去噪处理，首先要对其进行相空

间重构，采用滑动窗口依次截取的方式获得多个行

向量，从而构造出 Hankel 矩阵：
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其中 n 为滑动窗口的宽度，且 1＜n＜N。若令m =  
1N n− + ，则 m n×∈A R 。对 A作奇异值分解，即

必存在正交矩阵 m m×∈U R 和正交矩阵 n n×∈V R ，

使得  
T=A U VΣ                (2) 

其中对角阵 m n×∈RΣ , Σ中的各对角线元素 1σ , 

2, , qσ σ 称为A的奇异值， min( , ) 2q m n= ≥ ，并满

足 1 2 0qσ σ σ≥ ≥ ≥ > ，实际中常取m n≥ 。x 对

应的 Hankel 矩阵中任意两行完全不相关，为满秩矩

阵，并且奇异值序列具有的特点为 

1 2 1k k qσ σ σ σ σ+≥ ≥ ≥ ≥ ≥      (3) 

式(3)中的“ ”表示前 k 个奇异值远大于之后的

q k− 个奇异值，在第 k 个与第 1k + 个奇异值之间

存在较明显的跳变。由于每个奇异值对应着一个分

量信号，前 k 个奇异值代表着有用信号，而后q k−
个奇异值则对应着噪声。因此，可以选择前 k 个奇

异值作为有效奇异值，而将其它剩余奇异值置 0，
就可以依据 Frobenius 范数意义下的矩阵最佳逼近

定理实现逆过程运算，以得到重构后的去噪信号。 
信号去噪效果的优劣与有效奇异值的选取有

关。现有基于奇异值差分谱的选取方法可较好描述

奇异值序列的突变规律[12]，差分谱的定义为 

        1k k kc σ σ += −              (4) 

其中 1,2, , 1k q= − ，则序列 1 2 1( , , , )qc c c −=c 构成

了奇异值差分谱，若相邻两奇异值差值较大，则必

会在差分谱序列中产生一个最大峰值，其对应式(3)
中的突变位置 k，从而实现有效奇异值的自适应选

择。 

Hankel 矩阵的不同结构直接影响到 q 的取值以

及去噪效果。文献[14]指出 Hankel 矩阵在最为接近

方阵即 q 值最大时，滤波效果最好，具体结构为 

   

/2,              /2 1

/2,       rem( ,2) 0

( 1)/2,       ( 1)/2

( 1)/2,   rem( ,2) 1

n N m N

q N N

n N m N

q N N

⎫= = + ⎪⎪⎪⎪⎪⇒ = = ⎪⎪⎬⎪= + = + ⎪⎪⎪⎪⇒ = + = ⎪⎪⎭

若

若
    

(5) 

其中 rem(·,·)表示取余运算，这也是基于奇异值差分

谱的 SVD 方法常采用的形式。 

3  基于 SVD 的一类非线性信号去噪特点描

述 

以式(5)所示的 Hankel 矩阵结构为前提，基于

奇异值差分谱的 SVD 去噪方法对于一类具有特殊

属性的非线性信号而言并不适用。为更好地说明问

题，首先设计一个仿真信号 x(t)=sin(4t)+sin(8t)，
在 [0,2 ]t ∈ π 区间内共采样 512 个点，同时加入信噪

比约为 2.24 的白噪声，将奇异值序列以及奇异值差

分谱同时置于图 1(a)中(为能清楚显示只绘出了前

50 个点)。可以看到，奇异值序列的前 4 个值相对较

大，在第 5 个位置处序列出现陡降；奇异值差分谱

的最大峰值位于第 4 个坐标，k 应取为 4。按照差分

谱选择奇异值的原则，取前 4 个奇异值重构后的信

号如图 1(b)所示。对比去噪前后的信号，奇异值差

分谱方法有效去除了噪声，波形足够平滑，并且能

反映出 ( )tx 的构造特点，即由两个不同特征频率的

周期正弦信号叠加组成，且仍为周期信号。图 2 给

出了 ( )tx 经快速傅里叶变换得到的幅值谱，虽然存

在噪声频率的干扰，但仍可发现大约在 0.79 Hzf =
以及 1.57 Hzf = 处存在明显的两个尖峰，这反映了

信号的两个主特征频率，也是信号能量的主要分布

频率。 

然而，实际中的信号并不一定具有特征频率或

周期特性，此时奇异值差分谱方法的去噪效果可能

很差。以典型的 Block 信号为例(如图 3(a)所示)，

按式(5)对其构造 Hankel 矩阵并进行奇异值分解，

得到奇异值与奇异值差分谱序列，取前 50 个位置点

的结果如图 3(b)所示。可以看到，奇异值差分谱的

最大峰值位于第 1 个位置，说明原始信号包含较强

的直流成分，此时应以第 2 大峰值位置确定 k，易

知 3k = 。选择前 3 个奇异值进行重构，恢复出的信

号如图 3(c)所示。不难看出，按奇异值差分谱方法

得到的去噪信号丢失了大部分的波形细节，信号被

过度平滑且出现波形失真，仅反映出大时间尺度上

的整体趋势。 



1332                                        电 子 与 信 息 学 报                                     第 37 卷 

 

图 1 仿真信号波形及 SVD 处理结果                              图 2 仿真信号的幅值谱 

 

图 3  Block 信号波形及 SVD 处理结果 

观察仿真信号与 Block 信号的时域波形，虽然

混有一定程度的噪声，但仍能看出仿真信号带有明

显的周期性，而 Block 信号却不具有这一特征，主

体变化不存在明显规律，带有较强的随意性。为使

结论更可靠，从频域角度分析两种信号的频率分布

情况，给出 Block 信号的幅值谱如图 4 所示。根据

噪声能量的分布特点，Block 信号中的噪声在整个

频域内分布较为均匀，而有用成分主要集中在低频

段，说明 Block 信号除噪声外主要为低频的直流成

分，但与文献[14]讨论的直流成分有明显区别。后者

研究对象为直流、交流和噪声 3 种成分叠加在一起

的的混合信号，其所指的直流成分是相对于交流而

言的，实际为带有偏置特征的常数。从这个意义上

来说，之前所设计的仿真信号可看作是由交流和噪

声成分组成的混合信号。为与文献[14]中常数直流对

象以示区别，本文将 Block 信号中这种低频直流成

分称为广义直流成分，其显著特点是变化相对平缓，

带有一定的随机性，并且无明显周期规律。 

4  针对一类非线性信号的 SVD 有效迭代去

噪 

4.1 方法引入 

通过对比两类信号的去噪效果可知，实际中一

类无代表性特征频率的含噪信号主要包含了广义直

流成分与噪声，对于这类信号，基于奇异值差分谱

的 SVD 方法无法实现有效去噪。具体原因可从以下

两个方面分析： 

(1)Hankel 矩阵结构的合理性   一般认为，奇

异值数量 q 越大，奇异值序列的分布规律会更加明

显，如此才会在保留基本波形的前提下拥有最大的

噪声去除量，这一结论在信号仅含有交流和噪声成

分，或同时含有直流、交流和噪声 3 种成分时的去

噪效果是十分显著的，而对仅含有广义直流和噪声

成分的信号则不然。可以推断，不论原始信号中是

否含有直流成分，交流成分与噪声成分之间的分布

差异需要较多的奇异值来体现，以实现两种成分的

分离；而对于仅含有广义直流和噪声成分的无代表

性特征频率的信号而言，这种对奇异值较多数量的

要求未必适用。 
文献[12]推导出直流分量的能量仅由第 1 个奇

异值所代表；若信号中同时存在交流分量，其能量

则由第 2 个奇异值起的有限个奇异值所代表。虽然

本文定义的广义直流分量不一定为常数，但与噪声

能量的分布特性相比，能量仍然较为集中。由于本

文的研究对象不存在明显的交流成分，可以推断，

过大的 q 将导致广义直流分量能量的分散，即有一

部分能量可能散失至噪声对应的奇异值中，在进行

有效奇异值筛选的同时也将这部分能量进行了去

除，从而丢失了部分细节。为使这种能量损失降到

最低，并能同时完成去噪的目标， q 应尽可能取小，

同时考虑到 Hankel 矩阵本身的定义要求，n 只能设

置为 2，且由 m 与 n 之间的约束关系，m 应取为

1N − 。 
(2)有效奇异值数量 k 的选择   奇异值差分谱

方法虽然在有效奇异值与其它奇异值之间进行了隔

断，但不能保证有用分量与噪声之间的精确分离，

有效奇异值的过多或过少均会影响去噪效果。根据

图 1(a)，第 1 大峰值与第 2 大峰值之间的差距很大，

使得噪声能被有效去除。作为对比，Block 信号奇

异值差分谱的两最大峰值分别位于第 3 和第 5 个坐

标(见图 3(b))，两峰值之间的差距远不如仿真信号

的明显，并且之后还连续有一些差距不大的峰值出

现，而这些峰值携带了有用信号的某些细节信息。

通过一系列实验可以发现，若以其它峰值的位置为
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基准对 Block 信号继续增加奇异值，发现去噪后的

波形细节虽有一定程度的增加，但同时也会引入部

分噪声。根据这一分析，基于奇异值差分谱的 SVD
方法在面对一类无代表性特征频率的含噪信号时，

难以取得理想的去噪效果。 
考虑到矩阵结构被重新定义，k 也需重新选择，

但必须受 q 的约束，即k q< 。根据对 Hankel 矩阵

结构合理性的讨论以及 min( , )q m n= 可知，k 仅能

取 1。 
以上分析过程完成了对 SVD 去噪方法中相关

参数的重新定义，仍以 Block 信号为例，观察进行

1 次 SVD 去噪的效果(见图 5(a))。可以判定，相对

于图 3(a)中的原始信号，进行 1 次去噪处理后的信

号去除了部分噪声，同时保留了大部分有用细节，

说明重新定义的相关参数对提升 Block 信号的去噪

效果具有一定作用。还需注意到，仅进行此处理过

程还无法达到去噪所要求的理想波形，但不可否认

的是，这一处理方式是有效的，关键在于如何进一

步处理，以去除剩余噪声。为此，自然联想到继续

迭代处理的方式，即对前一次处理得到的信号再次

按照重新定义的相关参数进行处理。为验证这一思

路的合理性，图 5(b)给出了重复迭代 3 次处理后的

信号波形，与图 5(a)的波形相比，显然更多的噪声

被去除，波形曲线也更为平滑，同时也保证了细节

信息的保留。 
4.2 方法的流程描述 

基于以上分析，本文提出一种 SVD 迭代处理的

去噪方法，具体步骤为： 
步骤 1  对长度为N的目标信号 x构造Hankel

矩阵，其中设置矩阵列数 n=2，则行数 1m N= − ； 
步骤 2  确定迭代次数 T，并令当前迭代次数

1i = ；  
步骤 3  对 Hankel 矩阵进行奇异值分解，选择

第 1 个奇异值为有效奇异值(因为 1k = )，同时将其

它奇异值置 0，然后按平均法进行信号重构[15]，得

到初次处理的去噪信号 'x ； 
步骤 4  若 i T< ，说明当前结果信号未达到结

束条件， 1i i= + ，并将 'x 作为下次处理的目标信

号， ' →x x，返回步骤 3，否则输出 'x 作为最终的

去噪信号。 
一个需要解决的问题是如何确定迭代次数 T，

对不同信号进行迭代处理的结果表明，只需较少的

迭代次数就会达到令人满意的效果，此时噪声去除

量已趋近饱和，若继续迭代，信号波形的变化将十

分微小。从这一意义上来说，迭代次数的选择具有

较强的灵活性，可根据实际去噪效果进行合理选取。 

4.3 时间复杂度分析 
步骤 1 需要对信号序列以滑动窗口的方式依次

截取 m 次，时间复杂度为 O(m)；对于步骤 2~步骤

3，若矩阵维数为 m×n，则分解与重构过程的时间

复杂度分别为 O(4m2n+8mn2+9n3), O(mn)；对于步

骤 4，每次迭代时信号长度均为 N, Hankel 矩阵维数

也一致，故每次迭代所用时间复杂度相同。假若共

进行 T 次迭代，则整个过程所用时间复杂度为(O(m) 
+O(4m2n+8mn2+9n3)+O(mn))×T≈O(Tm2n)。按

本文方法 n被设置为 2, m=n或仅相差 1。一般而言，

信号长度N通常会很大，考虑到m+n=N+1为常数，

根据数学常识，当 m 与 n 差距很小时两者之积要远

大于差距很大时的两者之积，并且由于 T 非常小，

本文方法的复杂度要远小奇异值差分谱方法。 

5  实例验证与分析 

反映军用飞机发动机状态的飞行数据是一种典

型的非平稳、非线性信号，受各种内外部因素的影

响，飞行数据中将不可避免地会混入各种噪声。图

6(a)给出了某型飞机在处于飞行状态时采集到的一

段真实振动值 Vib 信号，从波形上看不具有明显的

周期性。求解它的幅值谱观察整个频带区间内的频

率分布(见图 6(b))，发现能量主要集中在低频段，

不存在明显尖峰，故符合本文研究对象的特点。 
Vib 原始采样信号的长度 1200N = ，按照本文

所提出的方法，首先构造 Hankel 矩阵，其列数

2n = ，行数 1199m = ；取不同的试验迭代次数

5T = 和 50T = 。对构造好的 Hankel 矩阵作奇异值

分解，并选择第 1 个奇异值为有效奇异值，同时将

其它奇异值置 0，然后重构信号，不同迭代次数下

的去噪结果如图 7。 

从图 7 可以看出，本文方法对于不规律变化的

Vib 信号去噪效果较好，在经过 5 次迭代后的去噪

波形已十分理想，信号较为纯净，不带有明显的噪

声；同时波形细节也非常丰富，在整个时间范围内

可明显分辨信号的变化趋势，能够满足振动值状态

监控的实际需求。另外，当迭代 50 次后，相对于图

7(a), Vib 信号的波形改变量极其微小，只表现在某

些细节处，因而继续迭代已无必要。在实际应用中，

迭代次数的选择不宜过多，应该根据实际信号的变

化特点合理选择迭代次数，提高处理效率。 

为体现本文方法在去噪上的优势，对 Vib 信号

采用基于奇异值差分谱的 SVD 方法进行去噪实验，

得到奇异值序列以及奇异值差分谱如图 8(a)所示。

由于第 1 个奇异值较大，为清晰显示其它较小的奇

异值，图中并未将第 1 个奇异值绘出。可以看到， 
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图 4  Block 信号的幅值谱                                 图 5 不同 SVD 处理次数的结果对比 

 

图 6  Vib 原始采样信号及幅值谱             图 7 不同迭代次数下 Vib            图 8 基于奇异值差分谱方法的 Vib 

信号的去噪效果对比                 序列处理结果及去噪波形 

差分谱序列的第 1 大峰值位于第 1 个坐标处，按照

差分谱方法的选择原理，应以第 2 大峰值位置为准

选择有效奇异值，即 13k = 。选择前 13 个奇异值作

为有效奇异值进行信号重构，得到的结果如图 8(b)
所示，与图 7 相比，虽然奇异值差分谱方法绘出了

Vib 信号大致的变化趋势，但仍存在有用细节丢失

的现象。例如在 150~230 以及 950~1050 采样点区

间内，信号被过度平滑，从而引起波形失真。 
计算时间方面的结果如表 1 所示。可以看出，

本文方法在取得较好去噪效果的同时(即 5T = )，所
耗费时间要远小于基于奇异值差分谱方法，而且当

50T = 时，所耗费时间才与基于奇异值差分谱方法

相近，这一结论也印证了 4.3 节对时间复杂度分析

的正确性。这同时也从另一个侧面说明，过多的迭

代次数并不能保证去噪质量的大幅度提升，反而会

降低本文方法在时间效率上的优势。通过以上实验

结果表明，无论从去噪效果还是计算效率来看，本

文方法均要优于基于奇异值差分谱的方法。 

6  结束语 

对于一类非线性含噪信号，本文提出了一种迭

代处理的有效去噪方法。首先为 Hankel 矩阵设置有 

表 1 不同方法的运行时间比较 

本文方法 
 

基于奇异值 

差分谱方法 T=1 T=5 T=50 

时间(s) 2.504 0.071 0.271 2.595 

效维数，对其进行奇异值分解后确定有效奇异值数

目，然后完成信号的重构。若未达到迭代次数，对

获得的新信号重复上述过程，最终获得理想的去噪

信号。在真实飞行数据上的实验结果显示出本文方

法只需较少的迭代次数即可达到理想去噪效果，运

算时间也得到有效缩减，能够满足应用需求。 
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