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齐次 F5 算法的简单终止性证明 
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摘  要：自从F5算法提出以来，出现了一批基于标签的Gröbner基算法，它们使用了不同的选择策略且减少冗余多

项式的准则也各不相同。为了满足正确终止性，这些算法的策略和准则必须满足一些一般的规律。根据这些规律，

该文提出了一个框架，使大多数算法成为该框架的实例。随后，利用重写基的性质，得到了框架的简单正确终止证

明。为了得到F5算法的简单证明，该文对F5算法的约化操作进行合理的化简。特别地，对于齐次F5算法，证明了

其复杂的选择策略等价于按模序选择。这样，齐次F5算法就能看成框架的一个特例，从而得到了F5算法的简单证

明。 
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Simpler Termination Proof on Homogeneous F5 Algorithm 

Pan Sen-shan    Hu Yu-pu    Wang Bao-cang 
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Abstract: Since the F5 algorithm is proposed, a bunch of signature-based Gröbner basis algorithms appear. They 

use different selection strategies to get the basis gradually and use different criteria to discard redundant 

polynomials as many as possible. The strategies and criteria should satisfy some general rules for correct 

termination. Based on these rules, a framework which include many algorithms as instances is proposed. Using the 

property of rewrite basis, a simple proof of the correct termination of the framework is obtained. For the simple 

proof of the F5 algorithm, the reduction process is simplified. In particular, for homogeneous F5 algorithm, its 

complicated selection strategy is proved equivalent to selecting polynomials with respect to module order. In this 

way, the F5 algorithm can be seen as an instance of the framework and has a rather short proof. 
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1  引言  

Gröbner基与求解多元多项式系统密切相关。这

一工具已应用于很多场景，例如编码理论、密码学

乃至物理、生物等自然科学领域。Buchberger于1965
年提出了第1个Gröbner基求解算法[1]。Faugère提出

了基于线性代数的F4算法[2]和基于标签的F5算法[3]。

尽管在文献[3]中，F5算法的正确终止证明是错误

的，但F5算法仍是当今最高效的Gröbner基求解算

法之一。其巧妙地利用标签去消除冗余的计算。运

用这个想法，最近几年学者们提出了其它基于标签

的算法：Arri-Perry(AP)[4],Gao-Guan-Volny(G2V)[5], 
Gao-Volny-Wang(GVW)[6] 和 Gao-Volny-Wang- 
Huang-Stroomer(GVWHS)[7] 。 它 们 都 使 用 了
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Buchberger风格，但它们似乎又与F5算法截然不同。

2011年，文献[8]给出了F5算法的正确性证明，并把

其终止性证明留作一个公开问题。这一公开问题在

文献[9]中也被认为是困难的。本文作者在文献[10]
中给出了齐次F5的终止性证明，但其设计的框架只

适用于增量型算法，不具有一般性。通过把算法的

准则改写成二元序关系，文献[11]给出了一个一般算

法的简单证明。然而，它没有解决F5的终止性问题。

为了满足正确终止性，这些算法的策略和准则必须

满足一些一般的规律。根据这些规律，本文给出了

基于标签算法的一般框架，使得这些算法都被包含

入框架之中。严格地说，这一框架不是一个算法，

因其部分操作没有具体确定。本文研究这一框架的

正确性和终止性，从理论上给出了一个简单证明。

这就意味着，上述F5类算法的正确性和终止性都同

时得到了证明。也就是说，对于任意的多项式组，

这一类算法都能在有限的时间内算出正确的
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Gröbner基。只要遵循框架的基本要求，设计出来的

算法都正确。这一结论对于指导设计更高效Gröbner
基求解算法来说是非常重要的。与文献[10]的证明相

比，本文利用重写基的性质，极大化简了证明过程。

为了得到F5算法的简单证明，本文对F5算法的约化

操作进行合理的化简。特别地，对于齐次F5算法，

本文证明了其复杂的选择策略等价于按模序选择。

这样，齐次F5算法就能看成框架的一个特例，从而

得到了F5算法的简单证明。 

2  预备知识 

令 1 2[ , ],, nx x x= "R K 为域 K 上的 n 变量多项 

式环，M为单项式{ }1
|ia

i i i
n

x a
=

∈∏ ` 。≤记为M  

上的可允许单项式序，那么R 上的任意非零多项式 
p就能唯一地表示成有序单项式组合：= a

aa A
p c x

∈∑ ， 

其中 {0}ac ∈ K 5 , ax ∈ M , A 为 n` 上的一个有限

集。HM( )p (相应地，HT( )p , HC( )p )叫做 p关于≤的

首单项式(相应地，首项，首项系数)。若两个多项

式 p和q 使得H HM( )M( )p q≤ ，则 p q≤ 。 p的次数 

记为 deg( )p ，若 0p ≠ 其次数为 { }1
max |

n
ii

a a A
=

∈∑ ， 

否则为-1。 
令 I 为集合 1 2,{ , , }dF f f f= ∈" R 生成的理想，

即 1 1 2 2 1 2|{ , , }+ ,d d du f u u f u u uf= + + ∈" "I R 。考 

虑映射 : dφ →R I 使得
1 1

d d
i i i ii i

u u f
= =∑ ∑e 6 ，其 

中 ie 是 dR 的第 i 个单位向量使得自由R -模 dR  由
集合 1 2,{ , , }dE = e e e" 生成。本文在 {d im= eM  

, [1, ]}| m i d∈ ∈M 上定义一个模序 s≤ 与≤适配}(见
文献[10]和文献[12])： i s im t m t≤ ⇒ ≤e e 。如果不

产生歧义， s≤ 简记为≤。 {(max{HM( ) , },i iL u= ≤e  

) | ( ) }p u pφ = ∈ I 被叫作 A -多项式(即，标签-多项式)
的集合，其中max{HM( ) , }i iu ≤e 表示选取关于序≤  

最大的
1

, HM( ) =
d d

i i i ii
u u

=
∈∑e u e R 。令 *=( , )p Lα ∈s ， 

其中 * (= ,0)L L 05 ，第 1 部分 =max{HM( ) ,i ius e }≤ 叫

做α的标签，记为S( )α ，第 2 部分 poly( )p α= 是其

多项式部分。不失一般性，本文假定 poly( )α 总是首

一的。同样，定义α的首单项式为HM( ) HM( )pα = ，

次数为 deg( ) deg( )pα = 。如果 S( ) jtα = e ，就把

idx( ) jα = 记为其索引， deg(S( )=de )) g(tα 。s-次数

( 见 文 献 [13]) 定 义 为 deg ( ) deg(S( ))s α α=  

idx( )deg( )f α+ 。子集 *Syz {( , 0) }L= ∈s 叫做L  的合

冲子模，NS SyzL= 5  被叫作非合冲多项式集。令

1 1( , )ps 和 2 2( , )ps 为NS 中的两个非合冲 A -多项式。

由形如 2 1 1 2( , 0)p p−s s 的合冲生成的模叫做主合冲子

模PS。 

一个 A -多项式 Lα ∈ 是可预测的，如果一个

Gröbner 基算法已经找到一个合冲 Syzδ ∈ 使得

S( ) | S( )δ α 。算法应当避免计算这样的α，因此其被

称为冗余的。 
NSα ∈ 被称为是关于 *B L⊂ 首可约的，若存在

一个 A -多项式 Bβ ∈ 满足下列条件之一， 
(1)HM( ) HM( )tβ α= 且S( ) S( )tβ α< ； 
(2) S( ) S( )tβ α= 且HM( ) HM( )tβ α< ； 
(3)HM( ) HM( )tβ α= 且S( ) S( )tβ α= , t ∈ M。 
否则，α关于B 首不可约。 

tα β− 这一操作叫做 S-约化 (对应地，M-约化，

超首约化)，若满足条件(1) (对应地，条件(2)，条件

(3))。条件(1)中，β 和 tβ分别被称为 S-约化子和乘

性 S-约化子。有时 tβ也简称为 S-约化子。令 γ 为用

α 去 S -约化 tβ 的结果，这一过程可表示成 

B
α γ⎯⎯⎯→ 。 *

B
⎯⎯⎯→是

B
⎯⎯⎯→  的自反传递闭包， 

即反复执行约化操作直到得到一个 S-不可约的 A -多
项式。若不考虑标签的大小关系，这样的约化叫做

c-约化。 
由文献[4]和文献[10]的结论可得到如下的性质。 
引理 1  令α为NS 中的非合冲元。α是可以被

*L 来M -约化的，当且仅当它是可以被 *L 来 S-约化

的。 
推论 1[11]  令 *, Lα β ∈ 使 S( ) S( )α β= 且它们非

合冲。若α和β 都 S-不可约，则HM( ) HM( )α β= 。 
由文献 [13]可知，若 NSα ∈ 是齐次的，则

deg( ) deg ( )sα α= ，否则 deg( ) deg ( )sα α≤ 。 
若α是 S-不可约的且 deg( ) deg ( )sα α< ，则称其

为一个突变 (原始定义见文献[14])。如果输入多项

式是齐次的，那么NS 中是不存在突变的。 
一个集合G L⊂ 叫做模L 的 S-Gröbner 基，如

果任意的非合冲 NSα ∈ 能够被G 首约化。 
由引理 1 可知， I 中的每个非零多项式可以被

I 的 Gröbner 基{poly( ) | , poly( ) 0}Gα α α∈ ≠ 约化。

因此 S-Gröbner 基实际上是文献[4]的一个术语，它

是文献[8]中“强 Gröbner 基”的精简版。由上述定

义可知，合冲 A -多项式不是 S-Gröbner 基的必要组

成部分。本文说两个 A -多项式 α 和 β 等价，如果

S( ) S( )α β= 且HM( ) HM( )α β= 。显然，所有的非合

冲首不可约 A - 多项式组成具有最少个数的

S-Gröbner 基。文献[4]，文献[9]和文献[10]指出，非

合冲不可约 A -多项式只有有限多个(不计等价)。 
本文引入文献[11]中定义在G 上的关于重写准

则的概念。一个 A -多项式 Gα ∈ 是标签s的重写子，

如果α是G 中使得 S( )tα = s的U -最大元素，其中

t ∈ M , U为G 上一个线性序(称为重写序)。与文献
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[11]相比，这里对U没有过多的限制：它只要是G 上

的线性序即可。有时本文也把 tα 叫做s的重写子。

m Gβ ∈ ×M 是可重写的，如果 S( )mβ 的重写子是

α β≠ 。 
令 , NSα β ∈ 且 定 义 Cαβ 为 最 小 公 倍 数

lcm(HM( ),HM( ))α β 。令 = (H ( ))/ Mm Cα αβ α 且mβ =  
(HM/ ( ))Cαβ β 。令 r( ) r( )α β> ，其中操作 r( )α =  

S( )/HM( )α α 在文献[11]中被叫做 α 的(标签-首项)
比，且模序 ≤ 的定义延拓到Laurent多项式环

1
1 2

1
1

1
2, ,[ ,, ,,, ]n nxx x xx x− −−" "K 上。mαα 在文献[6]中

被称为α和 β 的J-对。 ( , )α β 叫做c-对， deg( )Cαβ 叫

做c-对( , )α β 的(全)次数。r( ) r( )α β> 时， (eg )d s mαα
叫做c-对的s-次数。 

3  框架伪代码 

不失一般性，假设 1 2 d< <<e e e" ，且输入多

项式 1 2{ , , }, df f f" 之间互相约化不会产生零多项式。 

框架的伪代码示于表 1，其中，sort( , )F ≤ (相应

地，min( ),F ≤ )表示按序“≤”排列 (相应地，按序

“≤”选取)集合F 中的元素，J- pair( , )γ β 表示生成

γ 和β 的 J-对。 
注意到，该框架有意不给出代码第 7 行两个准

则的具体操作，目的是使框架能包含不同版本的合

冲准则和重写准则。有些算法的准则不能完全去掉

可重写或可预测的 J-对。假设在某轮循环中，选出

的 tα 可重写或可预测，即使它通过了这两个准则，

本文后续的正确终止证明是不受影响的。 
本文的算法 1 框架比文献[9]的算法更简单且更 

表 1 框架伪代码 

(1)输入：一组多项式 1 2,{ , , }dF f f f= ∈" R  

(2)输出：理想 1, , df f=< >"I 的 Gröbner 基 

(3)初始化： 1sort({ , , }, ), ,=( ), [1, ]d i i iF f f f i dλ← ≤ ∈e" 其中 1 2<e e  

d< < e"  

G ← ∅  

∣{ [1, ]}iP i dλ← ∈  

(4) while P ≠ ∅  do 

(5)    min( , )st Pα ← ≤  

(6)    \ { }P P tα←  

(7)    if tα 通过合冲准则和重写准则 then 

(8)     *
G

tα β⎯⎯⎯→   

(9)     G G β← ∪  

(10)      if poly( ) 0β ≠  then 

(11)        ∣{J- pair( , ) \ Syz, }P GP γ β γ γ β← ∀ ∈ ≠∪  

(12)      end if 

(13)    end if 

(14) end while 

(15) return ( )∣ }poly{ Gγ γ ∈  

有一般性，主要体现在以下两方面。 
(1)该框架是非递增的，但它可以涵盖递增算

法，只要把模序设置为索引兼容的(即这个模序最先

比较两个标签的索引)。 
(2)尽管选择策略在代码第 5 行已经给定，但它

仍可以模拟文献[9]中先选次数最低 J-对的策略，只

要把单项式序设置成次数兼容的(即这个序最先比

较两个元素的次数)。详细的模拟见第 4 节。 

4  正确终止性证明 

首先，本文引入文献[11]中关于重写基的一些术

语。G 是标签 s的重写基，如果 s的重写子 tα ∈ 

G×M 不是 S-可约化的。对于所有小于s的标签 's ，

如果G 是标签 's 的重写基，那么G 被称为直到s的
重写基(记为 reG<s )。 A -多项式集L<s的 S-Gröbner 基
也可以记为 sigG<s 。记号 reG<s和

sigG<s 有类似的定义。 
引理 2  令G 为 sigG<s ，如果α是首不可约 A -多项

式且S( ) sα < ，则G 中有另一 A -多项式与α等价。 
证明   令 tβ 为标签 S( )α 的重写子。我们有 

S( ) S( )tβ α= 是首不可约标签，且 tβ不是 S-可约化

的。由推论 1 可知，HM( ) HM( )tβ α= 。 tβ一定是

超首不可约的，即 1t = ，否则就与α是首不可约的

事实矛盾。所以 Gβ ∈  是等价于α的。      证毕 
推论 2  如果G 是 reG<s，则G 也是 sigG<s 。 
证明  反证假设G 不是 sigG<s 。因为模序≤为一

良序，令 Lα ∈ 为具有极小标签的 S-不可约 A -多项

式使得G 中没有与 α 等价的 A -多项式。当然，

S( )α < s成立。令 tβ为标签S( )α 的重写子。根据重

写基的定义，S( ) S( )tβ α= 是一个 S-不可约标签且 tβ
不是 S-可约的。甚至， 1t = ，否则与标签 S( )tβ 不

可约矛盾。根据推论 1, β 与α等价且 Gβ ∈ ，这与

假设矛盾。 
由于非合冲不可约 A -多项式只有有限多个(不

计等价)，β 与α等价，导致矛盾。          证毕 
引理 3  令 NSα ∈ 为首不可约的。在执行有限

步后，假设框架已正确算出直到首不可约标签S( )α
的重写基(即， re

S( )G G α<= )。在继续执行有限步后，

G 将变为 )
e
S(

rG α≤ 。 
证明  下面考虑S( )α 的两种情况。 
若 S( ) iα = e ，框架初始化后，P 中就有一个标

签为S( )α 的 J-对，并且它能通过两个准则。 

若S( ) iα ≠ e ，对于所有的 [1, ]i d∈ ，那么就存在

重写子 tβ，其标签为S( )α 。因为 tβ可以被α来 M-

约化，由引理 1 可知，tβ是 S-可约的。由于 tβ既不

可重写又不可预测，它将通过两个准则。 

如果有 J-对其标签为 )S(α<s ，那么这个 J-对
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的标签是首不可约的。由选择策略和下面引理可知，

标签为S( )α 的 J-对将在有限步后被选出，并且被 S-
约化成等价于α的首不可约 A -多项式。       证毕 

与文献[10]的证明方法相似，下面将用 Huang
的思想来构造向量 w

PN ，从而证明终止问题。 
 引理 4  在有限步循环之后，假设框架已经算

出 S-Gröbner 基，那么该框架将会在继续执行有限

步后终止。 
 证明  当然，此时P 中的 J-对和G 中的 A -多项

式是有限的。由于合冲 A -多项式不能生成新的 J-对，

证明着眼于非合冲 A -多项式。G 中所有非合冲 A -多
项式记为 1 2{ ( ), ( ) , (, )}wGG k kG k " 。定义 NS 上的序

pU为 pα βU 当且仅当 )( ) (r rβ α≤ ，则有一个作用在

集合 {1,2, , }w" 上的置换 ζ ，使得 (1) (2)( ) ( )G k G kζ ζV  

( ))( wG kζ"V V ，因为 pU是一良序。P 中所有的 J-
对可以被记入一个向量 1 2=( , , , )w w

P wn n n ∈N " ` : jn
表示 pU -等价于某个 ( )( )jG kζ , [1, ]j w∈ 的 J-对个数。 

执行完伪代码第 6 行后，令 γ 为P 中选出的 J-
对，其必 pU -等价于某个 ( )( )jG kζ 。这轮循环过后，

出现以下两种情况。 
框架将不生成新的 J-对。那么，向量 w

PN 将变

成 1 2 1 1 2( , , , , 1, , , , )j j j j wn n n n n n n− + +−" " 。 

框架将生成新的 J-对。这意味着 γ 将通过两个

准则，并被约为非合冲 A -多项式，记为 β 。由于我

们已经得到了 S-Gröbner 基，β 必 pU -等价于某个

( )( )j iG kζ + ，其中 [1, ]i w j∈ − 。由 β 和G 中另一 A -多

项式生成的 J-对将不会 pU 大于 β , w
PN 将变成 1( ,n  

2 1 1 2, , , 1, , , , )+j j j j wn n n n n n− + +− a" " 。 
其中 a 为 w 维向量使得 0, [1, ), 0,v vv j ia a= ∈ + ≥  

[ , ]v j i w∈ + 。 

    因此， w
PN 将关于字典序减小，框架将在有限

步内终止，因为字典序在 w` 上是良基的。   证毕 

下面将用归纳法证明，框架能在有限步后正确

终止。这里不考虑合冲 A -多项式是因为这类多项式

不能生成新的 J-对。框架的正确性取决于是否能够

计算出所有的首不可约 A -多项式。 
 定理  1  对于 R 上任意的有限集 1{ ,F f=  

2 ,, }df f" ，框架能够正确终止。 
证明  对L 上的首不可约 A -多项式进行归纳。

因为 1 2 d< < <e e e" 为首不可约标签，起始步G =  

1

reG<e 。归纳步由引理 3 和推论 2 保证，因为首不可

约 A -多项式是有限的，在有限步循环后，框架就计

算出 S-Gröbner 基。再由引理 4 可知，框架能有限

步终止。                                 证毕 

5  化简 

在 F5 算法的约化过程中，需要检查每一个 S-

约化子是否能通过两个准则，而不是像本文代码第

7 行那样，只检查被约化的 A -多项式。本文把 F5 算

法的约化操作叫做 F5-约化。文献[10]证明了“S-约
化”与“F5-约化”是等价的，利用文献[11]的方法，

本文给出一个极其简单的等价性证明。 
引理 5  令 *Lα ∈ 且G 为 re

S( )G α< 。若α是 S-可约

的，那么α也是 F5-可约的。 
证明  令 tβ为α的一个S-约化子且其有最小的

标签，其中 Gβ ∈ 。显然， tβ既不 S-可约也不可预

测。由于G 已经是标签S( )tβ 的重写基，标签S( )tβ 的

重写子不可约，其记为令sγ 。更进一步，由推论 1
可知， S( ) S( )s tγ β= 且 HM( ) HM( )s tγ β= 。也就是

说，α能被 Gγ ∈ 来重写。                 证毕 

6  选择策略 

注意到，本文给出的伪代码在每轮循环时，总

是选择具有最小标签的 J-对来做约化，即按模序≤  
选取。这与 GVW 算法的选取策略显然是相同的。

更重要的是，下面的研究表明这种策略与文献[3]和
文献[10]所用的策略是有相似性的。利用这一点，

F5 算法就能被看成前文框架的一个特例，进而被证

明正确终止。 

回忆 F5算法所用的模序为 POT≤ (位置先于项)：

POTi jm t≤e e ，如果 i j< ，或者 i j= , m t≤ ，其

中 ,m t ∈ M。而 F5 算法的选取策略较复杂，因其

每轮选出一个次数最小的 c-对的集合 dP 。但是，在

F5 算法的约化子函数中，每次约化所用的 A -多项式

都是确定的：在 dP 中选择关于模序 POT≤ 最小的一个

J-对。令 ( , )im pα = e 和 ( , )jt qβ = e 为两个 J-对，如

果用二元序 F5≤ 来表示 F5 算法的约化策略，那么

F5α β< 可以写成 
(1) i j< ； 
(2) i j= 且 d ) deg( )eg(p q< ； 
(3) i j= , )=dedeg( g( )p q 且m t< 。 

因为 F5 算法的输入是齐次多项式，由文献[13]可知，

)de d g( )g ( es α α= , )de d g( )g ( es β β= 。于是， F 5≤ 可

以表示成 
(1) i j< ； 

(2) i j= 且 deg( ) deg( )m t< ； 

(3) i j= , deg( )=deg( )m t 且m t< 。 
因此，选择 J-对来约化时用的 F 5≤ 序可以记为 PDT≤  
(位置先于次数先于项)，而 F5 算法使用模序为

POT≤ 。当单项式序≤不是次数兼容的时候(例如，

LEX≤ )，模序 POT≤ 与 PDT≤ 是不相同的。这里，读者

可能会认为，本文的框架不能模拟 F5 算法的流程。

事实上，对于齐次 F5 算法，下面的结果表明模序
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POT≤ 与 PDT≤ 的效果是相同的。 
 首先，关于单项式序≤ ，定义一次数兼容序

d≤ : dm t< 若下面二者之一成立 
(1) deg( ) deg( )m t< ； 
(2) deg( ) deg( )m t= 且m t< 。 

可以看到，上文中的序 PDT≤ 与 d≤ 是适配的。记

HM' (相应地，S' )为关于 d≤ (相应地， PDT≤ )的首单

项式(相应地，标签)。本文得到关于这些序的一个

有趣的结果。 
 命题   若 Lα ∈  是一个齐次 A -多项式，则

)HM ( HM( )' α α= 且 ) S( ( )S' α α= 。并且，若 , Lα β ∈  
是齐次的，则有 

(1) )S ( S( )' ttα α=  且 )HM H( M( )t' tα α= ； 
(2)若 ))d deg( eg(HM( )HM(α β= ，则 S )(' α β+  

S( )α β= + 且 ) HM( )HM (' α β α β+ = + 。 
由于 F5 算法生成新的 A -多项式的方法无非就

是 tα  和α β+  这两种，所以当算法的输入为齐次

多项式时，≤和 POT≤ 就是 d≤ 和 TPD≤ 。也就是说，

可以把齐次 F5 算法看成是使用了多项式序 d≤  和
模序 PDT≤ 。从上文已知，F5 算法在每次约化时都

按 PDT≤ 从小到大的顺序选取 J-对。因此，F5 算法

的选择策略与本文的框架一致。对于合冲准则和重

写准则，仿照文献[10]的方法，该框架也能准确地模

拟 F5 的操作。由此可见，F5 算法是框架的一个特

例。 

7  非齐次输入多项式 

从前文的伪代码描述里可以看出，框架可以处

理非齐多项式，但根据上一节讨论，框架不能模拟

非齐 F5 算法的选择策略。因为此时， deg( )α ≤  

deg ( )s α ，选择次数为d 的 J-对不一定等同于选择 s-
次数为d 的 J-对。 

所幸的是，可以把框架的选择策略替换成 F5≤ ，

改变后框架的证明与原始证明类似。这是因为，只

有引理 3 的证明与选取策略相关。 
引理 6  NSα ∈ 为首不可约的。有限步之后，

假设框架已算出直到首不可约标签 S( )α 的重写基

(即， re
S( )G G α<= )。在有限轮循环之后，框架将从P

中选出标签为S( )α 的 J-对，且其能通过合冲与重写

准则。 
证明  证明 J-对的存在与引理 3 相同。与齐次

输入的情况比，框架将处理一些由突变生成的额外

的 J-对。由于次数不超过 deg( )α 的 A -多项式的个数

是有限的，在有限步循环后，满足条件的 J-对将被

选出，从而被约化成α。                   证毕 
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