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摘  要：为了避免图像数据向量化后的维数灾难问题，以及增强对野值(outliers)及噪声的鲁棒性，该文提出一种基

于 L1-范数的 2 维线性判别分析(L1-norm-based Two-Dimensional Linear Discriminant Analysis, 2DLDA-L1)降维

方法。它充分利用 L1-范数对野值及噪声的强鲁棒性，并且直接在图像矩阵上进行投影降维。该文还提出一种快速

迭代优化算法，并给出了其单调收敛到局部最优的证明。在多个图像数据库上的实验验证了该方法的鲁棒性与高效

性。 
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Abstract: To overcome the curse of dimensionality caused by vectorization of image matrices, and to increase 

robustness to outliers, L1-norm based Two-Dimensional Linear Discriminant Analysis (2DLDA-L1) is proposed for 

dimensionality reduction. It makes full use of strong robustness of L1-norm to outliers and noises. Furthermore, it 

performs dimensionality reduction directly on image matrices. A rapid iterative optimization algorithm, with its 

proof of monotonic convergence to local optimum, is given. Experiments on several public image databases verify 

the robustness and the effectiveness of the proposed method. 
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1  引言  

在模式识别和图像处理领域，由于所处理的图

像维数特别高，而训练样本数量又非常有限，经常

导致“维数灾难”问题[1]。此外，在高维空间中存在

着测度的“集中现象”，为了克服这些问题并且使得

后续的数据表示或分类更加稳健，对高维数据进行

降维就成了一个非常重要的步骤。 
众所周知，最为经典的线性投影降维方法通常

将高维训练数据用向量形式进行表示，再进行线性

投影降维和特征提取，其中基于向量的 1 维线性投

影 降 维 方 法 主 要 有 主 成 分 分 析 (Principal 
Component Analysis, PCA)[2,3]，线性判别分析

(Fisher Linear Discriminant Analysis, Fisher 
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LDA)[1,2], PCA+LDA[4]等。然而，1 维方法通常将

图像数据拉直成向量形式，其维数通常非常高，但

训练数据又非常有限，这通常导致矩阵计算的不稳

定，出现矩阵奇异问题。针对 1 维方法所遇到的问

题，许多学者又提出了直接基于图像矩阵的线性投

影降维方法，即 2 维线性投影降维方法。经典的 2
维方法有 2 维主成分分析(Two-Dimensional PCA, 
2DPCA)[5,6]和 2 维线性判别分析(Two-Dimensional 
LDA, 2DLDA) [7 9]− 。然而，这些 1 维的和 2 维的线

性投影降维方法都基于 L2-范数来计算相应的目标

函数。当训练数据中存在野值或噪声时，计算所得

到的投影方向会严重受到这些野值或噪声的影响。 
最近，一些文献中出现了基于 L1-范数 [10 16]− 的

线性投影降维方法，诸如：基于 L1-范数的 PCA 
(L1-norm based PCA, PCA-L1)[12]、基于旋转不变

L1- 范数 的 LDA(Rotational invariant L1-norm 
based LDA, LDA-R1)[13]、基于 L1-范数的 LDA 
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(L1-norm based LDA, LDA-L1)[14,15] 及基于 L1-范
数的 2DPCA(L1-norm based 2DPCA, 2DPCA- 
L1)[16]。这些基于 L1-范数的线性投影降维方法均对

野值及噪声表现出了很强的鲁棒性。但是，PCA-L1, 
LDA-R1 和 LDA-L1 都把图像数据进行了向量化预

处理，并没有充分利用图像数据固有的矩阵形式，

破坏了图像数据原有的空间结构关系。2DPCA-L1
着重利用图像数据矩阵来提取低维特征，但它没有

充分利用训练数据中的类别信息以提高投影方向的

判别性能。 

本文提出的 2DLDA-L1线性投影降维方法不仅

充分利用 L1-范数对野值及噪声的强鲁棒性，而且

直接对图像数据矩阵进行线性投影，减少了图像数

据空间的信息丢失，并且避免了图像向量化后的高

维矩阵的庞杂计算及解的不稳定性。相比于以前的

方法对野值及噪声具有更强的鲁棒性，并且在分类

识别的性能上取得了显著提升。 

本文其余部分的结构安排如下：第 2 节先提出

2DLDA-L1 最优投影方向的目标优化函数，然后给

出一种优化迭代方法，最后给出多重投影方向的完

整 2DLDA-L1 算法并分析算法的复杂度；第 3 节在

多个图像数据库上实验验证所提出的 2DLDA-L1算

法的判别性能及鲁棒性能，并给出相应的实验结果

及分析；第 4 节为结束语。 

2  基于 L1-范数的 2 维线性判别分析

(2DLDA-L1) 

2.1 2DLDA-L1 最优投影方向  

设有n 个训练数据，分别来自于c 个类别，令
i p
j R∈x 表示第 i 类的第 j 个训练向量，其中， 1,j =  

2, , in ,  1,2, ,i c= ，并满足
1

c
ii

n n
=

=∑ 。令 

i m s
j R ×∈A 表示第 i 类的第 j 个训练图像数据矩阵，

作线性投影 i i
j j=x AW ，我们希望投影后的特征向量

能最大化如式(1)目标函数： 
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其中，A是所有图像矩阵 i
jA 样本的平均值，即 =A  

1 1

1 inc
i
j

i jn = =
∑∑A , iA 是第 i 类的图像矩阵的平均值，即

1

1 in
i

i j
i jn =

= ∑A A 。记 (1) (2) ( ) T[ ]m=A a a a , ( )ka 表示A  

的第 k 行的列向量形式，即A的第 k 行为 ( )ka 的转

置。我们采用一种梯度法来迭代计算 2DLDA-L1 最

优投影向量w。在迭代的第 t ( 0,1,2,t = )步时，由

于目标函数 ( ( ))J tw 中存在绝对值符号，然而绝对值

操作是非凸的，故为了消除绝对值符号，分别定义

符号函数： 
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采用 ( 1) ( ) ( ( ))t t tγ+ = +w w g w 来更新 2DLDA- 
L1 最优投影向量 ( )tw ，其中 
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0γ > 为学习步长， ( ( ))tg w 的获得见文献[14]。循环

交替计算式(2)的符号函数及式(3)的梯度公式来求

解 2DLDA-L1 最优投影向量w。在迭代过程中，若

目标函数 ( ( 1))J t +w 停止增长，则终止循环。否则，

更新式(2)并继续循环，直到找到满足条件的投影向

量w。 
可以证明：在每次循环计算式(2)与式(3)后，式

(1)中的目标函数 ( ( 1))J t +w 都保持非降。另外，J 函

数存在上界(当目标函数J  在分母约束恒为 1 时，

根据文献[17，18]中的定理，可知其上界为图像类间 

离散度矩阵 ( ) ( )T

1

1 c

i iB i
i

n
n =

= − −∑S A A A A 的最大 

特征值)，因此，循环计算式(2)与式(3)的迭代过程

逐渐收敛。然而，通过迭代算法所求的投影向量w可

使目标函数J 达到局部最优，但并不能保证J 达到

全局最优。由于篇幅有限，此处略去详细证明，具

体证明方法可以参考文献[14]。 

2.2 2DLDA-L1 多个投影方向扩展 
前面所述的迭代优化求解方法仅计算 2DLDA- 

L1 的一个最优投影方向，这不利于实际应用，故需

要扩展到求取多个投影方向。设已得到第 1 个最优

投影轴为 1w ，我们在 1w 的正交补空间中寻求第 2
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个最优投影轴 2w ，即在 1w 的正交补空间中最大化式

(1)。 1w 的正交补空间为 T
1 1s −I w w ，其中 sI 表示一

个 s 维的单位矩阵。故存在一个向量 1
sR∈b ，使

T
2 1 1 1( )s= −w I w w b 。代入 2w 到式(1)中，得 
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令 (2) T
1 1( )i i

j j s= −A A I w w ，则 (2)i
jA 为 i

jA 在 1w 的正交

补空间中的表示。计算 (2)i
jA 的类平均值
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同样，由 2.1 节的迭代算法可解出 1b 。再根据公式

2 =w T
1 1 1( )s −I w w b ，便可得到第 2 个投影轴 2w ，

并归一化 2w 为 2 2/w w 。  
设已获得 l 个最优投影轴 1 2 lw w w ，则第 + 1l

个最优投影轴 1l+w 可在正交向量 1 2 lw w w 的正交

补空间中寻求，其中 1 2 lw w w 的正交补空间为
T

s l l−I WW ，投影矩阵 [ ]1 2l l=W w w w 。同样存在

一个向量 s
l R∈b ，使 T

1 ( )l s l l l+ = −w I WW b ，则 lb 可

迭代优化由新数据矩阵 ( 1) T( )i l i
j j s l l

+ = −A A I WW 计

算的式(1)来求出。注意到 

( )( )T T T
1 1s l l s l l s l l− −− = − −I WW I W W I ww    (6) 

故 ( 1) ( ) T( )i l i l
j j s l l

+ = −A A I ww ，即为了减少计算量，新

数据矩阵 ( 1)i l
j

+A 可以由前一步的数据矩阵 ( )i l
jA 计算

得到。在循环迭代计算得到第 1l + 个最优投影轴

1l+w 后，对其进行归一化为 1 1l l+ +w w 。投影矩阵

1 1[ , ]l l l+ +=W W w 。根据上述的方法，可提取任意q 个

投影轴组成一个投影矩阵。完整的多个投影方向的

2DLDA-L1 算法步骤如表 1 所示。 
2.3 2DLDA-L1 计算复杂度分析  

对于含有c 个类别共n 个(m s× )大小的图片训

练数据集，所提出的 2DLDA-L1 最耗时的是两重循

环内部的步骤 2(3)计算符号函数与(4)计算梯度方 

表 1 基于 L1-范数的 2 维线性判别分析(2DLDA-L1) 

输入   图像数据矩阵为 , 1, 2, , ,i m s
j iR j n i×∈ = =A

1
1, 2, , ,

c

ii
c n n

=
=∑ 。需提取的投影轴个数

q( q s< )，学习步长参数 0γ > 。 

输出  投影矩阵 1 2[ ] s q
q R ×= ∈W w w w 。 

步骤 1  记 0, ll = W 为空； 

步骤 2  计算投影向量 1l+w : 

(1)类平均值：
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(2)初始化：设迭代次数 0t = ，并生成一个任意s 维的非零
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(4)更新为 ( 1) ( ) ( )t t tγ+ = +b b g ，其中 
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(5)判断是否收敛：若 ( ( 1))J t +b 停止增长，则终止内循环并

令 
T

1 ( ) ( 1)l s l l t+ = − +w I WW b  

   否则，令 1t t= + ，并返回(3)； 

步骤 3  更新
i
jA : T

1 1( ), =1, 2, , ,i
i i
j j s l l j n+ += −A A I w w  

1, 2, ,i c= ； 

步骤 4  合并 1 1 1, : [ , ]l l l l l+ + +=W w W W w ，其中 1l+ =w  

1 1/l l+ +w w ； 

步骤 5  如果 1l q+ < ，令 1l l= + 并返回步骤(2)，否则

停止循环，并输出投影矩阵 1l+W 。 

 

向，它们的计算复杂度分别为 (( ) )O cm nm s+ 和

(2( ) )O cm nm s+ 。因此，若欲每次内循环迭代 t 次，

共提取q 个投影方向轴，则整个 2DLDA-L1 的计算

复杂度为 (( ) )O cm nm stq+ 。在相同的数据集上，与

之相对应的 2DLDA 的计算复杂度为 2(( )O n c ms+  
3)s+ 。LDA-L1 的计算复杂度为 (( ) )O c n mstq+ ，最

耗时的是两重循环内部的计算符号函数与计算梯度

方向。LDA-R1 的计算复杂度为 2 2 2(( ) )O n c m s tq+ ，

最耗时的是其中的特征值分解。LDA 的计算复杂度
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为 2 2 3 3(( ) )O n c m s m s+ + ，最耗时的是求解广义特征

向量。 

3  实验结果及分析 

为了验证本文所提出的 2DLDA-L1方法的鲁棒

性及最终识别性能，本文选择在 3 个常用的人脸图

像数据库(PIE[19], AR[20]及 ORL[21])上进行先降维后

分类识别的对比实验。在实验中，我们选择 4 种对

比方法，分别是LDA, LDA-R1, LDA-L1和2DLDA。

为了保证实验结果的公平与合理性，同类实验中的

参数设置均一致。为简化实验，我们仅采用最近邻

分类器进行分类识别。 

3.1 PIE 人脸数据库 

PIE 人脸数据库提供了不同姿态、光照、表情

条件下 68 位志愿者的 40000 多幅不同的图像，每一

幅图像都是在严格控制的条件下采集的。本文在其 

中一个子集共17000幅图像上进行测试，即随机提取 
出 68 人每人24 幅图像作为 PIE 子库。所有的人脸

图像都被缩放到 32 32× 大小，量化到256级灰度。 

3.1.1 目标函数的迭代收敛性  2.1 节中提到了目标

函数 ( ( ))J tw 是非降的并逐渐收敛到局部最优。在这

一部分，我们验证 2DLDA-L1 的目标函数 ( ( ))J tw 的

局部最优化，并与迭代次数 t 之间的关系。实验结果

如图 1 所示。 

图 1 表明，在提取投影向量的过程中，随着迭

代次数的逐渐增加，目标函数 ( ( ))J tw 逐渐递增并达

到局部最大。 

3.1.2 步长参数 γ的影响 
为了验证梯度法 ( 1) ( ) ( ( ))t t tγ+ = +w w g w 中更

新步长参数 γ 的影响，我们从集合{0.01,0.05,0.1,0.5,  
1,5,10,50,100,500,1000} 中选择不同的 γ 值测试其对

收敛性及识别率的影响。实验结果如图 2 所示。 

 

图 1 ( ( ))J tw 随着迭代次数 t 的变化趋势                              图 2 步长参数 γ 的影响 

图 2(a)和 2(b)充分说明 γ 不仅影响算法的收敛

速度而且还影响算法的识别性能。由于 2DLDA-L1

中的目标函数并不是全局严格凸的，一个固定的 γ

值易使迭代算法中的目标函数局部最优化，因此在

运行实验时，我们随机选择不同的 γ 值来优化目标

函数，并选取使得目标函数达到最大的参数。 

3.2 AR 人脸数据库 

AR 人脸数据库由西班牙巴塞罗那计算机视觉

中心建立，包括 3120 幅图像，共120个人，每人26

幅图像，采集环境中的摄像机参数、光照环境、摄

像机距离等都受到严格控制。所有人脸图像都被缩

放到 32 32× 大小，量化到256级灰度。 

3.2.1 投影轴数 q 对识别率的影响  线性投影降维

是处理高维数据的一个重要步骤。为了验证不同的

投影轴数对识别率的影响，本节依次选择1,2, ,20

个投影轴数进行测试。实验结果如图 3 所示。 

 

图 3 识别率随着不同投影轴数 q 的变化趋势 

图 3 表明，随着投影轴数的逐渐增加，各种方

法的识别率都会达到一个饱和值。但是，当投影轴

数相同时，2DLDA-L1 方法的识别率比其它方法的

识别率高。 
3.2.2 噪声的影响  为了验证 2DLDA-L1 对噪声的

鲁棒性，本节在加有高斯噪声或椒盐噪声的人脸图

像上进行对比分类识别实验。图 4(a)和图 4(b)分别 
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为加入高斯噪声和椒盐噪声后的图像示例，图像加

入高斯噪声的方差或椒盐噪声的密度从小到大依次

为 0.0001, 0.0005, 0.001, 0.005 , 0.01, 0.05, 0.1。实

验结果如图 5 所示。 

 

图 4 加入噪声示例 

图 5 表明，随着噪声方差或密度的逐渐增加，

各种方法的识别率逐渐降低。但是 2DLDA-L1 的识

别率一直最高，这说明 2DLDA-L1 具有更好的鲁棒

性。 

3.3 ORL 人脸数据库 

ORL 数据库是一个最为常用的人脸数据库，它

由 40 个人，每个人10幅 92 112× 的灰度人脸正面图

像组成，每张人脸图像都有姿态、表情和面部饰物

的变化。所有的人脸图像都被缩放到 32 32× 大小，

量化到256级灰度。 

3.3.1不同训练集大小对识别率的影响  为了验证不 

同的训练集大小对识别率的影响，每类中前 ( 2,k k =  
3, , 7)幅图像作为训练集，余下的作为测试集。实

验效果如图 6 所示。 
图 6 表明，同等条件下，随着训练样本数目的

增多，各种方法的识别率逐渐增高，而 2DLDA-L1
的识别率一直最高，这充分说明 2DLDA-L1 方法的

高效性。 
3.3.2部分缺失遮挡的影响  本节对人脸图像设置不

同比例的缺失或遮挡，以验证所提出的 2DLDA-L1
的鲁棒性。设置图像缺失或遮挡的百分比分别为 5%, 
10%,15%,20%,25%,30%,35%,40%,45%,50%。图 7(a)
为不同比例块随机缺失示例，图 7(b)为不同比例块

随机遮挡示例。实验结果如图 8 所示。 
图 8 表明，随着图像随机缺失或遮挡的百分比

逐渐增加，2DLDA 算法的识别率有很大的波动而其

它算法的识别率整体趋势都在逐渐下降。然而，当

有相同比例的缺失或遮挡时，2DLDA-L1 方法的识

别率比其它算法的识别率高，这说明 2DLDA-L1 具

有更强的鲁棒性。 

4  结束语 

本文在 LDA, LDA-L1 和 2DLDA 方法的基础

上，提出基于 L1-范数的 2 维线性判别分析(2DLDA- 
L1)。该方法充分利用 L1-范数对野值及噪声的强鲁

棒性，并且直接在图像数据矩阵上进行线性投影降

维，减少了图像数据空间的信息丢失以及避免了向 

 

图 5 噪声对识别率的影响                           图 6 识别率随着不同训练集大小的变化趋势 

 

图 7 图像随机子块缺失遮挡示例 
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图 8 不同比例缺失遮挡对识别率的影响 

量化图像数据出现的维数灾难。提出了一个单调优

化迭代算法来求解其最优投影矩阵，并给出了其单

调收敛到局部最优的证明。在多个图像数据库上的

实验结果表明，本文提出的 2DLDA-L1 对野值及噪

声具有强鲁棒性，并且比其它方法具有更好的判别

性能。注意到，本文方法仅仅是收敛到局部最优。

在后续的工作中，我们将继续深入研究如何找到全

局最优。 
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