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一种通过结构边界进行贝叶斯网络学习的算法 
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摘  要：贝叶斯网络是智能算法领域重要的理论工具，其结构学习问题被认为是 NP-hard 问题。该文通过混合学

习算法的方式，从分析低阶条件独立性测试提供的信息入手，给出了构造目标网络结构空间边界的方法，并给出了

完整的证明。在此基础上执行打分搜索算法获得最终的网络结构。仿真结果表明该算法与同类算法相比具有更高的

精度和更好的执行效率。 
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Abstract: Bayesian network is an important theoretical tool in the artificial algorithm field, and learning structure 

from data is considered as NP-hard. In this article, a hybrid learning method is proposed by starting from analysis 

of information provided by low-order conditional independence testing. The methods of constructing boundaries of 

the structure space of the target network are given, as well as the complete theoretical proof. A search & 

scoring algorithm is operated to find the final structure of the network. Simulation results show that the hybrid 

learning method proposed in this article has higher learning precision and is more efficient than similar algorithms. 
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1  引言  

作为人工智能领域表示不确定性知识和推理的

一种重要方法，近些年来，贝叶斯网络(Bayesian 
Network, BN)一直是众多国内外学者研究的热点，

目前在诸如故障检测、医疗诊断、交通管理等方面

已经取得了成功的运用 [1 3]− 。从贝叶斯网络发展的

过程看，一开始人们关注的是寻求一种数据结构以

对联合概率密度进行压缩表示，并针对该数据结构

开发快速的概率推理算法，因此诞生了贝叶斯网络。

在取得成功之后，人们开始转而关注针对数据的网

络结构自学习算法研究。本质上看，贝叶斯网络的

结构学习问题属于组合优化问题，并已经被证明为

NP-hard[4]，尽管如此，一些启发式算法还是得到了

成功的应用 [5 7]− 。 
目前，BN 结构学习算法大致可分为基于独立

性测试的方法和基于打分-搜索机制的方法。近来，

一些研究者结合上述两种方法提出一类混合算法，

该类算法首先利用条件独立测试 (Conditional 
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Independence testing, CI-testing)降低搜索空间的

复杂度，然后执行评分搜索找到最佳网络。这类算

法由于有选择性地压缩了搜索空间，因此可以提高

结构学习算法整体收敛速度，具有较强的实用性。 
对于目前大多数针对贝叶斯网络结构的混合学

习算法而言，都是先通过 CI 测试获得目标网络的局

部结构。文献[8]中通过 CI 测试分析目标网络中可能

存在的 V 结构，但是这种方法需要事先获得网络的

框架，这一条件在实际的贝叶斯网络学习中往往不

容易获得。文献[9]中提出了一种 MMHC(Max-Min 
Hill Climbing)算法，该算法分为 2 部分，第 1 部分

称为 MMPC(Max-Min Parents and Children)，它

通过 CI 测试获得每个节点的父节点和子节点集，从

而给出待学习目标网络的一个局部框架，进而在算

法的第 2 部分执行打分搜索确定网络中存在的边及

方向。由于算法的第 1 部分使用了高阶 CI 测试，而

这种测试的准确性无法保证[10]，因此在搜索阶段并

没有严格依据 MMPC 给出的先验结构，而是进行

了相当程度的开放搜索，这样就导致了计算资源的

浪费。文献[11]提出了 BNEA 算法，它是一种基于

MMHC 和 最 大 主 子 图 分 解 (Maximal Prime 
Decomposition, MPD)的方法，通过 MMHC 给出的
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节点 Markov 边界[12]进行 MPD，从而在较低的维度

上尝试获得网络的 Markov 等价结构。在一定程度

上，BNEA 算法获得的 Markov 等价结构比直接使

用 MMPC 得到的局部结构要精确，但由于调用

MMPC 算法无法避免高阶 CI 测试，因此 BNEA 算

法在计算量和精度的平衡上还有待进一步提高。 
本文提出基于混合方式的一种上下界候选学习

(Upper-lower Bounds Candidate sets Searching, 
UBCS)算法，该方法首先通过低阶 CI 测试确定待

学习网络结构空间的上下界，从而提供一种更有指

导意义的候选网络集，在此基础上使用贪婪搜索算

法确定最终的网络结构，仿真结果表明该方法能够

在保证精度的同时有效降低学习算法的时间复杂

度。 

2  相关知识 

2.1 相关定义 
定义 1  贝叶斯网络定义  给定随机变量 1,x  

2, , nx x 的联合分布 P，和有向无圈图 ( , )G V E= ，

若 1 2{ , , , }nV v v v= 与随机变量 1 2, , , nx x x 一一对

应，且 ( , )G P 满足 Markov 条件 [13]，则称二元组

BN ( , )G P= 为一个贝叶斯网络。 
由于贝叶斯网络中节点和随机变量一一对应，

因此本文中对两者不加区分，除特殊说明外一律统

称节点。此外，对于图结构中的有向边 i jv v→ 用 ije
表示，无向边 i jv v− 用 ije 表示，下文不再赘述。 

定义 2  V 结构  贝叶斯网络BN ( , )G P= 中，

, ,i j kv v v V∀ ∈ ，若 ik E∈e , jk E∈e , ij E∉e 且 ji ∉e  
E ，则称 , ,i j kv v v 构成 V 结构。 

定义 3  条件互信息MI( , | )X Y Z   随机变量集

( , , )X Y Z 的条件互信息MI( , | )X Y Z 定义为 

,
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由于MI( , | )=0X Y Z 意味着，随机变量集 ,X Y

在给定 Z 时条件独立，即 Ind( , | )X Y Z ，因此一般

用MI( , | )X Y Z 进行随机变量的条件独立测试(CI 测

试)，并将 || ||Z 称为 CI 测试的阶数，若Z Φ= ，称

为 0 阶 CI 测试。 
定义 4  Markov等价  两个具有相同节点集的

有向无圈图 1G 和 2G 图等价，当且仅当：(1) 1G 和 2G

具有相同骨架；(2) 1G 和 2G 具有相同的 V 结构。 
称两个贝叶斯网 1 1 1BN ( , )G P= 和 2 2BN ( ,G=  

2)P Markov 等价，若图 1G 和 2G 图等价。 
按上述关系可以将同一个结点集上的所有有向

无环图分成多个等价类，称作 Markov 等价类，每

一个等价类唯一决定一个统计模型，且每一个等价

类可以用一个部分有向无环图来表示，称之为完备

PDAG。文献[14]给出了 Markov 等价的特征[14]，文

献[15]将此特征扩展到有向无环图，并证明两个有向

无环图是Markov等价当且仅当它们有同样的构架，

并且有同样的“V”结构。 

3  算法描述 

贝叶斯网络结构学习算法是在给定数据集 D 的

情况下寻找贝叶斯网BN ( , )G P= 的最佳网络结。文

献[16]证明了包含 n 个节点可能的 BN 结构数为 
+1 ( )

1

( ) ( 1) 2 ( 1)
n

i i i n i
n

i

f n C f n−

=

= − −∑      (4) 

从式(4)可以看出，随着节点的增加，可能的网

络结构空间呈指数级增长，因此，寻找好的候选网

络结构集是有效降维的办法。基于此，本文给出一

种 UBCS 算法，该算法通过构造目标网络 PDAG 的

上下界给出候选网络集合，并通过打分搜索得到最

终网络模型。下文中首先给出 UBCS 的第 1 部分

SGLA 算法，并证明其输出结果G+是目标网络道德

图的上界，之后引入 0 阶互信息量不增原理，从而

给出 UBCS 的第 2 部分 LGLA 算法，即目标网络

PDAG 下界的学习算法，在这之后讨论搜索算法。 
3.1 候选网络学习算法 

首先给出 SGLA 描述(表 1)。 
由 SGLA 算法过程可以知道G+是弦化图，对

于弦化图有定理 1 成立： 
定理 1  对于任意无向图G，若它是完备PDAG

当且仅当 G 是弦化的。 
定理证明参见文献[17]。由定理知G+ 是完备

PDAG，即在最好的情况下，由 SGLA 算法得到的

G+就是目标网络的完备 PDAG，但此条件太强，下

面给出一个更为一般性的定理。 
定理 2  给定数据集 D，设待求贝叶斯网BN =  

( ),G P 在数据集 D 下可能的结构为 DG ，其对应的道

德图为 _D mG ，则由 SGLA 算法生成的无向图G+是

由 _D mG 构成的偏序集 _GM ( , )D mG= ⊆ 的上界。 
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表 1  SGLA 算法 

算法 1  SGLA 

步骤 1  输入：数据集 D；变量集 1 2{ , , , }nV v v v= ； 

步骤 2  初始化：无向图 ( , )G V E+ = ，其中 E Φ= ； 

步骤 3  0 阶 CI 测试： 

for 每一对变量 , , 1, 2, ,i jv v V i n∈ =  

if Ind( , )i jv v 成立，则 { }ijE E e= ∪ ，其中 ije =

( , )i jv v 为无向边 

end for； 

步骤 4  1 阶 CI 测试 

For 每一个有序三元组 , ,i j kv v v V∈   

            If ije E∈ , ike E∈ , jke E∉ , and Ind( ,jv¬  

| )k iv v 成立，则 { }jkE E e= ∪  

End for； 

步骤 5  三角化无向图G+
，得到 TG+

； 

步骤 6  调用 Junction tree 算法对 TG+
进行最大主子图分

解得到
1 2
sub sub sub, , , kG G G ； 

步骤 7  输出G+ and 1 2
sub sub sub, , , kG G G 。 

 
证明   只需证明 _ GMi

D mG∀ ∈ ，有 _
i
D mG ⊆  

G+ ，其中 _ _( , )i i
D m D mG V E= , ( , )G V E+ += 。由定

理 1 知，当 DG 的完备 PDAG 为弦化图时， _
i
D mG =  

G+。接下来要证明 _
i
D mG G+⊂ ，由于所涉及的所有

图中都具有相同的节点，因此只需要证明对任意无

向边 _
i

jk D me E∈ ，有 jke E+∈ 。由于 _
i
D mE 中所有的

无向边一共可以分为两类，一类是由 DG 中的有向边

无向化得到的，设为 _
i
D mE ，另一类是 DG 中具有相

同子节点的节点间添加的道德边，设为 _
i
D mE 。对

于 _
i
D mjke E∀ ∈ ,0阶CI测试保证了一定有 jke E+∈ ；

对于 _
i
D mjke E∀ ∈ ，虽然 0 阶 CI 测试不能保证一定

有 jke E+∈ ，但 SGLA 算法第 4 步保证了此时一定

有 jke E+∈ 。                             证毕 
定理 3  存在于 ( )BN ,G P= 中的任意 V 结构，

一定存在于G+的 MPD 分解[18]的某一子图中。 
定理 3 的证明参见文献 [11]，该定理保证了

SGLA 输出结果中 1 2
sub sub sub, , , kG G G 覆盖原图所有的

V 结构，为下文将要给出的 LGLA 算法提供初始值。 
上文讨论了 _GM ( , )D mG= ⊆ 的上界，从而为搜

索提供了可能的备选，下面讨论待学习网络结构空

间的下界，从而为搜索算法给出一个较为精确的初

始值。 
首先引入一个引理： 
引理 1  对于任意两个离散随机变量 ,i jv v V∈

和V 的子集 /{ , }i jS V v v⊆ ，有 ( | , ) (i j iH v v S H v≤  

| )jv 成立，等号成立的条件为当且仅当： Ind( ,iv  

| )jv S 。 
证明从略。 
定理 4  给定贝叶斯网 ( , )B G P= ，其中G =  

( , )V E ， 对 于 任意 , ,i j kv v v V∈ ， 有 MI( , )i kv v =  

, ,

min MI( , )
l n l n

l n
v v V v v

v v
′∈ ≠

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∪ ，其中 { , , }i j kV v v v V′ = ⊆  

成立，如果存在 ij E∈e , kj E∈e , ik E∉e , ki E∉e 。 
证明  由于存在 ij E∈e , kj E∈e ，不失一般性，

不妨设 MI( , ) min{MI( , ),MI( , )}i j i j k jv v v v v v= ，只需

要证明MI( , ) MI( , )i k i jv v v v> ，由互信息定义：MI( ,iv  

) ( ) ( | ), MI( , ) ( ) ( | ),k i i k i j i i jv H v H v v v v H v H v v= − = −  
则有 

MI( , ) MI( , ) ( ) ( | )

                             ( ) ( | )

  ( | ) ( | )

i k i j i i k

i i j

i k i j

v v v v H v H v v

H v H v v

H v v H v v

− = −

− +

= −   (5) 

由 , ,i j kv v v 关系可知节点 jv S∈ ，其中 S 满足

Ind( , | )i kv v S ，因此式(5)可以写为： 
MI( , ) MI( , )

   ( | ,{ } / ) ( | )

i k i j

i j k j i j

v v v v

H v v v S v H v v

−

= −∪
 

由引理 1 可得MI( , ) MI( , )i k i jv v v v≤ ，其中等号

成立的条件是 / jS v Φ= 。                  证毕 
定理 4 称为 0 阶互信息量不增性原理。从定理

的条件可知，对于存在 V 结构的情况该定理是不适

用的。即对于如图 1 所示的结构而言，定理 4 无法

判断MI( , )a d 和MI( , )a b 的大小关系。如果首先在网

络中排除所有的 V 结构，再来考虑节点a 和节点cbe

的可能连接关系，若MI( , )a c 最大，则一定有MI( , )a c  

MI( , ) MI( , )a b a e= > ，此时由 1 阶 CI 测试可以直接

排除掉ac 连接的可能性，因此就能直接确定ab 是相

连的。通过以上分析可以看出，0 阶互信息量不增

性原理实际上提供了一种除 V 结构外的确定网络中

无向边存在性的思路。 
基于以上分析给出G−学习算法(LGLA)示于表

2。 
LGLA 算法中涉及的 V 结构测试算法 VSTA 

(V-Structure Test Algorithm)描述如表 3 所示。 
VSTA 是一种“尽力而为”的检测算法，由于

仅使用了 0 阶和 1 阶 CI 测试，其低阶检测的准确性

保证了检测出的 V 结构的存在性，而对于构成 V 结

构的两个父节点间通路多于一条时，将不予检测。

这种检测方式避免了高计算量和干扰边的引入。 

 
图 1  BN 中存在 V 结构的情况 
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表 2  LGLA 算法 

算法 2  LGLA 

步骤 1  输入：数据集 D；变量集 1 2{ , , , }nV v v v= ；
1 2
sub sub sub, , , kG G G ； 

步骤 2  初始化: ( , )G V E− −= ，其中 E Φ− = ； 

步骤 3  For 每一个 sub
iG 若其中存在圈，调用 VSTA； 

步骤 4  For 每一个 iv V∈ , if jv V∈ 使得 MI( , )i jv v  最

大，则 { }ijE E e− −= ∪ ； 

步骤 5  If 存在另一个 kv V∈ 使得 MI( , ) MI( ,i j iv v v=

)kv 最大 

           If Ind( , | )i k jv v v  is hold, then 

{ }/{ }ik ijE E e e− −= ∪  

         End if； 

步骤 6  输出 ( , )G V E− −= 做为最终结果。 

表 3  VSTA 算法 

算法 3  VSTA 

步骤 1  输入：数据集  D；变量集 1 2{ , , ,V v v=

}nv ; ( , )G V E− −= ; sub
iG ，其中 sub [ ]iG V =  

{ , , }i j kv v v ; 

步骤 2    If Ind( , )i jv v  and Ind( , | )i j kv v v¬  

           在G−
中增加 i k jv v v→ ← 并删除 i jv v−   

Else if Ind( , | )i j kv v v¬  and Ind( , | ),i j lv v v

lv ∈ /{ , , }i j kV v v v , 则 

             在 G−
中 增 加 i k jv v v→ ←  并 删 除

i jv v−  in G− , 

         End if; 

步骤 3   输出G−
。 

 

对于 LGLA 的输出结果G−，有定理 5 成立。 

定理 5  设待求贝叶斯网 ( )BN ,G P= 中 G 的

所有可能的完备PDAG结构和包含关系构成偏序集

PDAGPG ( , )G= ⊆ ，则由 LGLA 算法生成的G− 是

PDAG。 

证明  G−包含有向边和无向边，对于无向边，

上文给出的 0 阶互信息量不增原理保证了对任意无

向边 [ ]ije G E− −∈ 一定有 [ ]ije G E∈ 成立。G− 中的有

向边由 VSTA 给出。由定理 3 知 ( )BN ,G P= 中的任

意 V 结构，一定存在于某个 sub
iG 中，由 VSTA 算法

的性质可知任意存在于G−中的 V 结构一定存在于

G 中，反之则不一定成立。对于无圈图而言，删除

任意有向边得到的仍是无圈图。因此G−是 PDAG。 

证毕 
定理 6  当 VSTA 返回结果完全准确时，G−是

PG的下界。 
证明略。 
定理 6 的条件较强。事实上，在很多情况下，

可以近似认为G−是PG的下界。以 Asia 网络为例。

通过图 2 可以看到，G−中的任意边都存在于原始网

络的 PDAG 中。 

 

图 2  Asia 网络结构及其对应的 PDAG 和G−  

3.2 打分搜索学习算法 
爬山法是关于贝叶斯网络结构学习中基于打分

搜索的一种常用贪婪搜索算法，其搜索算子共有 3
种：加边、减边和反转边。在 UDCS 算法中，同样

使用爬山搜索算法，只是搜索过程受到 SGLA 和

LGLA 算法给出的上下界的限制，即搜索算子产生

的新的网络结构如果超出 SGLA和LGLA给定的边

界，则丢弃该结构。为了避免搜索过快的陷入局部

最优结构，引入次优竞争机制，每一轮搜索保留前

N 个得分最高的结构进入下一轮迭代。原则上 N 的

大小由网络结构的规模决定，网络规模越大，N 越

大，但过大的次优候选集将导致算法时间复杂度的

增加。对于规模如 Alarm 网络的待学习网络而言，

推荐经验值 N=10。为了便于与文献[11]中的 BENA
算法进行比较，采用 BDeu 评分函数作为搜索的目

标函数。 

4  实验结果与分析 

使用标准的 Alarm 网络对本算法进行测试，并

与 BNEA 和 MMHC 算法进行比较。首先比较的是

在不同样本数 3 种算法得到的网络结构的评分，如

表 4 所示，其中，为了便于对比观察，将评分结果

进行了归一化处理，仿真结果示于表 4。 
表 4 的结果是重复实验 10 次的平均结果。从表 

4 中可以看出，UBCS 算法得到的网络结构评分在

小样本数量下优于 BENA 和 MMHC，随着样本数

的增加，3 种算法学习出的网络结构评分趋于一致，

在样本数达到 5000 时已经和真实网络的评分非 

表 4  UBCS, BENA, MMHC 在 Alarm 网络数据集上的评分对比 

样本数 SS 
算法 

500 1000 2000 5000 

UBCS 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

BENA 1.0801 1.0309 1.0286 0.9991 

MMHC 1.2000 1.0981 1.0848 1.0029 
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常接近。UBCS 算法中包含 SGLA 和 LGLA 两个主

要算法，其中 LGLA 中由于 VSTA 算法并不能充分

保证检测结果的真实性，但是从仿真结果来看，对

最终学习性能几乎没有影响，这一方面由于 SGLA
提供的上界具有很高的稳定性，另一方面在受约束

的打分搜索学习过程中这种影响被进一步减弱所

致。应当指出的是算法在样本数较大时(样本数大于

5000 以上)容易出现过学习的现象，一般认为过学习

现象出现在小样本阶段，但对于如贝叶斯网络结构

学习而言的高维组合优化问题，由于组合空间的指

数级增长，一般情况下很难使用充分的样本进行学

习，且目前的算法在巨大样本数面前所付出的时间

性能的代价也是不容忽视的问题，因此，对于维数

较高的贝叶斯网络结构学习问题，应当探索在适当

样本数下精度和泛化能力平衡的学习算法。UBCS
算法中由于 SGLA和LGLA的使用对泛化能力起到

了一定的保证，因此在学习过程中没有发现过学习

现象的发生。 
3 种算法所消耗的时间如图 3 算法所示。仿真

使用的计算机是主频为 2.50 GHz 的 Intel 4 核处理

器，内存 4G。从图 3 算法中可以看出，UBCS 相比

于其他两种算法在时间复杂度上具有明显的优势，

与 MMHC 相比，BNEA 和 UBCS 都使用了 MDP
分解降低了搜索空间维度，从而压缩了学习时间，

而 BNEA 由于调用了 MMHC 中的 MMPC 算法，

在最坏情况下 BNEA 可能与 MMHC 具有相同的复

杂度，BNEA 的空间分解从头至尾仅依赖分解空间

中的 0 阶和 1 阶 CI 测试，因而具有更好的时间复杂

度性能。 

5  结束语 

本文提出了一种混合方式的贝叶斯网络结构学

习算法(UBCS)。该算法利用低阶的 CI 测试获得待

学习网络结构空间的上下界，从而提供一种较好的

约束结构，进而通过打分搜索的方式确定网络的最

终结构。理论证明和仿真结果都表明了该算法的有 

 

图 3 算法时间复杂度比较 

效性。与同类混合结构学习算法相比，UBCS 算法

具有时间复杂度上的明显优势，并可以达到令人较

为满意的学习精度。下一步的研究目标为进一步完

善 UBCS 算法中的上下界学习算法 (SGLA 和

LGLA)，并尝试应用到诸如增量学习和不完备数据

下的学习等贝叶斯网络结构学习的其他问题中。 
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