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评估交换超立方体网络可靠性的一种新方法 
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摘  要：交换超立方体互连网络 (EH( , ))s t 作为大规模处理器系统网络模型的重要候选之一，其可靠性问题一直为

人们所关注。该文利用额外连通度作为评价可靠性的重要度量，对交换超立方体互连网络的可靠性进行分析，得到

了交换超立方体网络的 2-额外点连通度 2( (EH( , )))k s t 和 2-额外边连通度 2( (EH( , )))s tλ ，证明了当 2t s≥ ≥ 时，

2(EH( , )) 3 2k s t s= − ；当 3t s≥ ≥ 时， 2(EH( , )) 3 1s t sλ = − 。分析说明了对交换超立方体互连网络的可靠性评价

时，2-额外连通度较之传统连通度更具有优势性。 
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A New Method Used for Evaluating Reliability 
 of the Exchanged Hypercube Network 
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Abstract: Reliability problems on Exchanged Hypercube interconnection network (EH( , ))s t  regard as one of 

important candidates of network models in large-scale processor systems are concerned by people. The extra 

connectivity, which is an important measure in evaluating the reliability, is utilized to analyze the reliability of 

exchanged hypercube interconnection network. Then the 2-extra vertex connectivity 2( (EH( , )))k s t and 2-extra edge 

connectivity 2( (EH( , )))s tλ of exchanged hypercube interconnection network are obtained. The conclusions are 

that 2(EH( , )) 3 2k s t s= −  for 2t s≥ ≥ ; and 2(EH( , )) 3 1s t sλ = −  for 3.t s≥ ≥  The analysis shows that the 

2-extra connectivity is much superior to the traditional connectivity in evaluating the reliability of exchanged 

hypercube interconnection network. 
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1  引言  

互连网络的可靠性主要是指在网络的部分节

点、部分链路出现故障时，剩余子网是否仍能保持

正常通信的能力。随着网络规模的不断扩大，网络

中出现故障节点、故障链路的情况不可避免，因此

网络的可靠性问题就成为不可回避的研究课题。其

中，点连通度和边连通度是衡量网络可靠性的两个

重要参数，它们表明了一个网络能容忍同时故障的

最大节点数和最大链路数。但点连通度和边连通度

在衡量网络可靠性方面也存在不足的地方：它们都

默认一个节点或一条链路的所有邻居节点(或邻居

                                                        
2014-04-28 收到，2014-07-14 改回 

国家自然科学基金(61363002)资助课题 

*通信作者：梁家荣  gxuliangjr@163.com 

链路)可能同时出现故障，而这种情况在实际的网络

中几乎不可能存在，例如在一个具有2n 个节点的正

则度为n 的规则互连网络中，一个节点的所有邻居

点同时故障的概率是 6
22 / 10n

n nC −< (当 6n ≥ 时)，

这种概率的事件几乎不可能发生，因此用点连通度

和边连通度研究互连网络的可靠性不切实际。 

为了解决这一问题，Haray 在传统连通度的基

础上加入一些限制条件，提出了条件连通度[1]的概

念。后来，Fabrega 和 Fiol 将这一限制条件进一步

细化提出了额外连通度的概念[2,3]。额外连通度一经

提出便引起众多学者的高度关注，并获得众多研究

成果 [4 10]− 。文献[4]研究了超立方体[11]的 2-额外连通

度；文献[5]将超立方体的额外连通度精确到了h 阶，

这极大提升了超立方体网络的可靠性精度；文献[6]
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从网络中不存在孤立节点、孤立链路的角度分别研

究了折叠超立方体网络[12]的 2-额外点连通度和 2-额

外边连通度；文献[9]研究了一类特殊正则网络的 2-

额外连通度；文献[10]则将该类特殊正则网络的可靠

性精度提升到h 阶，证明了当 0 4h n≤ ≤ − 时，n 维

一一对应连接(Bijection Connected, BC )网络[13]的

h-额外连通度是 ( 1) ( ( 3))/2n h h h+ − + ，这为进一步

研究更大规模的具有失效节点的BC 互连网络的可

靠性提供了支持。 

在众多互连网络结构中，超立方体是最具吸引

力的网络之一，但它并非各方面性质最好的。针对

超立方体的一些缺陷，不少学者提出了很多超立方

体的变种 [12,14 17]− 。作为其中最重要的网络之一，交

换超立方体 [17]不仅保持了超立方体大量的优秀属

性，并且拥有比超立方体更好的属性，如其边数几

乎是超立方体边数的一半。目前，关于交换超立方

体互连网络的研究已经有很多成果 [18 21]− ，其中可靠

性问题备受人们关注。文献[18]证明了交换超立方体

的点连通度和边连通度均为 1s + ；在文献[19]中，

Ma 等人从网络中不存在孤立节点的角度证明了交

换超立方体网络的超点连通度和超边连通度均为

2s ，这将交换超立方体网络的可靠性的精度提升了

近 2 倍。尽管如此，但上述参数仍有一定缺陷，例

如当n 很大时，交换超立方体的连通度 1s + 和超连

通度 2s 与节点总数 12s t+ + 的比值均非常小，以至于

失去了实际意义，而额外连通度在一定程度上克服

了这一缺陷。因此用额外连通度来研究交换超立方

体的可靠性具有较高的学术意义和应用价值。本文

主要在传统连通度和超连通度的基础上，深入剖析

了交换超立方体网络的 2-额外点连通度和 2-额外边

连通度，证明了当 2t s≥ ≥ 时， 2(EH( , )) 3 2k s t s= − ；

当 3t s≥ ≥ 时， 2(EH( , )) 3 1s t sλ = − 。最后，分析说

明了在评价交换超立方体互连网络的可靠性时，2-

额外连通度比传统连通度更精确、更符合实际情况。 

2  预备知识 

本文中没有定义的理论术语与符号描述，本文

将参照文献[22]中的相关定义。在无向图G 中， ( )V G , 

( )E G 分别表示图G 的顶点集和边集。对于图G 中的

任意的集合F ，令G F− 表示图G 在移除了F 中所

有元素之后所形成的子图。 | |S 表示集合S 的基。

( , ) ( )u v E G∈ 表示G 中任意一条边。 ( )GN u 和 ( )GE u

分别表示顶点 u 的邻居结点集和邻居边集，且

( ) { ( ) | ( , ) ( )}GN u v V G u v E G= ∈ ∀ ∈ , ( ) {( , )GE u u v=  

( ) | ( )}E G v V G∈ ∀ ∈ 。 (P)GN 和 (P)GE 分别表示路径

P 在图 G 中的邻居结点集和邻居边集，且

(P)(P) ( ( )) (P)G u V GN N u V∀ ∈= −∪ , (P)(P) (G u VE ∈= ∪  

( )) (P)GE u E⋅ − 。 

定义 1[17]  交换超立方体被定义为一个无向图

EH( , )=( , )( 1, 1)s t V E s t≥ ≥ 。顶点集 1 0 1={ s tV a a b− −  

0 | , {0,1} [0, ), [0, )}i jb c a b i s j t∈ ∈ ∈且 。该类超立方

体包含 3 种类型的边 1E , 2E 和 3E ，描述为 

( ){
[ ] }

( ){
( )

}
( ){

( )

1 1 2 1

2 1 2

2 1 2 1 2

1 2

1 2
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其中 [ : ]v x y 表示v 的第y 位与第x 位之间的比特串，

1 2( , )H v v 表示顶点 1 2,v v 之间的海明距离。图 1 示出

了两个交换超立方体EH(1,1)和EH(1,2)。 

引理 1[17]  EH( , )s t 同构于EH( , )t s 。 

引理 2[17]  EH( , )s t 可分解为同构于EH( 1, )s t−  

或EH( , 1)s t − 的两个子图。 

根据引理 1，本文只讨论当s t≤ 时EH( , )s t 的情

况，为了研究需要，将EH( , )s t 分解成子图L 和R ，

其中 

{
}

{
}
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2 0 1 0

( ) 0 | , , {0,1}

          [0, ), [0, )

( ) 1 | , , {0,1}
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图 1 两个交换超立方体 EH(1,1)和 EH(1, 2)  
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通过上面的分解我们得知 EH( 1, )L s t≅ − 和

EH( 1, )R s t≅ − 。L 和R 之间的边集被称为交叉边，

记为 0M 。设u 为EH( , )s t 中任意一点，则 iu 表示u 的

第 i 维邻居结点， iju 表示 iu 的第 j 维邻居结点，显

然 iiu u= 。令( , ) (EH( , ))iu u E s t∈ 表示邻接于u 的第

i 维边，记为 ( )ie u 。在以下的讨论中，做如下规定：

令 ( ) ( , )s t s te u u u+ += 表示EH( , )s t 中的边，其中 s tu + 与

u 的二进制串只在最左边的位不同。同理 0( )e u =  

0( , )u u 表示EH( , )s t 中的边，其中 0u 与u 的二进制串

只在最右边的位不同。用 , ,i j k 与 , ,i' j' k' 分别表示二

进制串中 a 与 b 的下标，其中 0 , , 2i j k s≤ ≤ − , 

0 , , 1i' j' k' t≤ ≤ − , ,i j k j k≠ ≠且 , ,i' j' k' j' k'≠ ≠且 。 

由定义 1 可知，EH( , )s t 是在超立方体的基础上

通过系统地移除部分边而得到。因此，它是超立方

体的一个生成子图，保留了其大量优越属性。 

引理 3  在EH( , )s t 中，任意两个不相邻顶点的

公共邻居最多是 2。 

定理 1  若P为EH( , )s t 中任意一条长度为 2的

路，则 EH( , )(P) 3 2s tN s≥ − 。 

证明  由定义 1 及引理 3，很容易证明 EH( , )(P)s tN  

3 2s≥ − 。                              证毕 

定理 2  若P为EH( , )s t 中任意一条长度为2的

路，则 EH( , )(P) 3 1s tE s≥ − 。 

证明  由定义 1 中边的特性，很容易证明

EH( , )(P) 3 1s tE s≥ − 。                      证毕 

3  交换超立方网络的额外连通度 

3.1 删除部分结点(边)的 s tEH( , )的连通性 

在交换超立方网络的运行中，出现故障结点和

失效链路是不可避免的，存在故障结点和失效链路

的交换超立方网络仍能保持通信是网络分析中重要

考虑的问题之一。下面本文考虑删除部分结点(边)

后，交换超立方网络的连通性问题。 

定理 3  对于任意的 (EH( , ))F V s t⊆ 且 | |F ≤  

3 3s − ，令 ( )lF F V L= ∩ , ( )rF F V R= ∩ 。若在

EH( ,  )s t F− 中既无孤立顶点也无孤立边，则

rR F− (或 lL F− )中每一个顶点均与 lL F− (或

rR F− )中一个顶点连接。 

证明  对于任意的顶点 ( )r ru V R F∈ − , ru =  

2 0 1 01 s ta a b b c− − ，分以下两种情形进行讨论。 

(1)令 2 0 1 01 0r s tu a a b b− −= 。若 20l su a −=  

0 1 0 0ta b b F− ∉ ，则定理得证。否则 lu F∈ 。如果

存在 0 2 0 1 0=1 1r s tu a a b b F− − ∉ , 2 0 11 is ta a b b ′− −  

01b F∉ , 2 0 1 01 0i's ta a b b b F− − ∉ ，且 20 sa −  

0 1 0 0ita b b b F′− ∉ ，那么从 ru 出发总存在一条路

径使其连接至 lL F− ，定理得证。否则 0ru F∈ 。如

果 2 0 1 01 0iri s tu a a a b b F− −= ∉ 且 ( ) 20ri s t su a+ −=  

0 1 0 0i ta a b b F− ∉ ，则定理得证。否则 riu 与

( )ri s tu + ( 0 2i s≤ ≤ − )中至少一个顶点在F 中，此时

令 ( )={ , | 0 2}ri ri s tA u u i s F+ ≤ ≤ − ∩ ，则必有 | |A ≥  

1s − 。 

因为EH( , )s t F− 中不存在孤立点，不妨令 rv =  

2 0 1 01 0is ta a a b b− − ，如此 ( , ) ( )r r ru v E R F∈ − 。

若 2 0 1 00 0il s tv a a a b b F− −= ∉ ，则定理得证。

否则 lv F∈ 。如果存在 0 2 0 1 01 1ir s tv a a a b b− −=  
F∉ , 2 0 1 01 1i is ta a a b b b F′− − ∉ , 21 isa a−

0 1 0 0ita b b b F′− ∉ 且 2 0 10 i i's ta a a b b− −  

0 0b F∉ ，那么从 ru 出发经过 rv ，总存在一条路径使

其连接至 lL F− 。 否则 0rv F∈ 。如果 21rj sv a −=  

0 1 0 0i j ta a a b b F− ∉ 且 ( ) 20 irj s t sv a a+ −=  

0 1 00j ta a b b F− ∉ ，则定理得证。否则其中之一

必在F 中，此时令 ( ){ , | 0 2rj rj s tB v v j s j+= ≤ ≤ − 且  
}i F≠ ∩ ，则 | | 2B s≥ − 。 
因 为 EH( , )s t F− 中 不 存 在 孤 立 边 ， 令

2 0 1 0=1 0i jr s tw a a a a b b F− − ∉ ，如此( , )r rv w ∈  
(EH( , ))E s t 。从 rw 出发可以构造通向L 的路径为： 

2 0 1 0=0 0i jr l s tw w a a a a b b− −→ ；或 rw →  

0 2 0 1 0 2( =1 1) 1 i jr s i j t sw a a a a b b a a a− − −→

0 1 0 2 0 1 01 1 0i i j i't s ta b b b a a a a b b b′− − −→ →  

2 0 1 00 0i j i's ta a a a b b b− − ； 或 (r rkw w→ =  

2 0 1 0 ( ) 21 0) ( 0i j ks t rk s t sa a a a a b b w a− − + −→ =  

0 1 00)i j k ta a a a b b− (0 2, , )k s k i j≤ ≤ − ≠ 。 
令 ( ){ , | 0 2, , }rk rk s tC w w k s k i j+= ≤ ≤ − ≠ , D =  

0 0 0{ , , , , , }l l l r r ru v w u v w ，其中 lw F∈ , 0rw F∈ 。由于

| ( ) | | | | | | | | |F A B D F A B D− = − − − ≤∪ ∪  6s − ，

而在C 中有 3s − 对顶点使 ru 连接至 lL F− ，因此至

少存在一个常数 ( , )k k i j≠ 使u 与 lL F− 中一个顶点

相连接，定理得证。 

(2)令 2 0 1 0=1 1r s tu a a b b− − 。由于 ( ) ( )rN u V L∩  

ϕ= 若 2 0 1 0 2 0 11 0 ,1 is t s tu' a a b b F a a a b− − − −= ∉  

00b F∉ , 2 0 1 00 0is ta a a b b F− − ∉  ，则存在一

条路径，使 ru 连通至 lL F− 。否则 u' F∈ 。令

2 0 1 0 2 0 1 0{1 1,1 0,i's t s t iA' a a b b b a a b b b′− − − −=

2 0 1 00 0 | 0 1}is ta a b b b i' t F′− − ≤ ≤ − ∩ ，若 | |A'  

t< ，则必定存在某一 i' 使 2 0 1 01 1i's ta a b b b− −  

2 0 1 0 2 0 1,1 0 ,0i' i's t s tF a a b b b F a a b b− − − −∉ ∉  

0 0b F∉ ，如此 ru 连通至 lL F− 。否则 | |A' t≥ 。 

因为 EH( , )s t F− 中不存在孤立点，不妨令

2 0 1 01 1'
i'r s tv a a b b b F− −= ∉ ， 如 此 ( , )'

r ru v ∈  
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(EH( , ) )E s t F− 。若 2 0 1 01 0i's tv' a a b b b F− −= ∉ , 

2 0 1 01 0i i's ta a a b b b F− − ∉ , 2 0 10 is ta a a b− −

0 0i'b b F∉ ，则 ru 连通至 lL F− 。否则v' F∈ 。

令 2 0 1 0{1 1i' j's tB' a a b b b b− −= , 2 0 11 s ta a b− −  

00i' j'b b b  , 2 0 1 00 0 | 0i' j's ta a b b b b− − ≤  
1, }j' t j' i' F≤ − ≠ ∩ ，若 | | 1B' t< − ，同理可得 ru 连

通至 lL F− 。否则，令 | | 1B' t≥ − 。 
因为 EH( , )s t F− 中不存在孤立边，令 '

rw =  

2 0 1 01       1i' j's ta a b b b b F− − ∉ ，使( , )' '
r rv w ∈  

(EH( , ) )E s t F− ，则 ru 通过 rw ′可构造通向 lL F− 的路

径为： 

2 0 1 0 2 0 11 0 0'
i' j'r s t s tw a a b b b b a a b− − − −→ →

0 0i' j'b b b ； 或 2 0 11'
i' j'r s tw a a b b b− −→  

0 2 0 1 0 21 1 0 0k' i' j' k's t sb b a a b b b b b a− − −→ →  

0 1 0 0i' j' k'ta b b b b b− ，其中 0 1k' t≤ ≤ − 且  
,k' i' j'≠ 。 

令 { , }C' u' v'= ， 由 于 | ( ) |F A' B' C'− ≤∪ ∪  
(3 3) ( 1) 2 4s t t s− − − − − ≤ − ，而 ru 通过 '

rw 可构造

1t − 条路径且 1 1 4t s s− ≥ − > − ，如此至少存在一

条路径使 ru 与 lL F− 中的一个顶点相连接，定理得

证。 
定理 4  对于任意的 (EH( , ))F' E s t⊆ 且 | |F'  

3 2s≤ − ， 令 ( )'
lF F' E L= ∩ , ' ( )rF F' E R= ∩ , 

0 0
'F F' M= ∩ 。若在EH( , )s t F'− 中既无孤立顶点也

无孤立边，则 '
rR F− (或 '

lL F− )中每一个顶点均与
'
lL F− (或 '

rR F− )中一个顶点相连。 
证明  设 ru 为 '

rR F− 中任意一顶点，令 ru =  

2 0 1 01 0s ta a b b− − ，则有以下两种情形。 
(1)令 2 0 1 01 0r s tu a a b b− −= 。  若 ( )s t re u+ =  

( , )l ru u F'∉ ，则定理得证。否则 ( )s t re u F'+ ∈ 。若

0( )re u F'∉ , 0( )i' re u F'∉ , ( )i' re u F'∉ 且 ( )s t ri'e u+  
F'∉ ，则存在一条路径使 ru 连通至 '

lL F− ，定理得

证 。 否 则 0( )re u F'∈ 。 令 { ( ), ( ) | 0i r s t riA e u e u+=  
2}i s F'≤ ≤ − ∩ ，若 | | 1A s< − ，则必定存在某一 i，

使 ( )i re u F'∉ 且 ( )s t rie u F'+ ∉ ，如此 ru 必定与 '
lL F−

中某一顶点相连接，定理得证。否则 | | 1A s≥ − 。 
由于EH( , )s t F'− 中无孤立顶点，如此存在某一

( )i re u F'∉ 使 ( , ) (EH( , ) )r riu u E s t F'∈ − 。若 ( )s t rie u+  
F'∉ ，则定理得证。否则 ( )s t rie u F'+ ∈ 。若 0( )rie u  
F'∉ ，此时可以形成一条通向 lL F ′− 的路径为： 

2 0 1 0 21 1 1i ir ri s t su u a a a b b a a− − −→ → →

0 1 0 2 0 1 01 1 0i' i i't s ta b b b a a a b b b− − −→ →

2 0 1 00 0i i's ta a a b b b− − 。 
如此定理可证。否则 0( )rie u F'∈ 。令 ={ ( ),j riB e u  

( ) | 0 2, }s t rije u j s j i F'+ ≤ ≤ − ≠ ∩ ，若 | | 2B s< − ， 
则必定存在某一 j ，使 ( ) , ( )j ri s t rije u F' e u F'+∉ ∉ , ru

可通过一条路径连接至 '
lL F− ，定理可证。否则

| |B ≥ 2s − 。 
由于 EH( , )s t F'− 中不存在孤立边，因此存在

( )j rie u F'∉ 且 j i≠ ，如此 ru 经过 riju 至 '
lL F− 可构

造如下路径： 
( )s t rije u+ ； 

或 2 0 1 0 21 1 1i jrij s t su a a a a b b a− − −→ →  

0 1 0 2 0 11 1i j i' i jt s ta a a b b b a a a a b− − −→

0 2 0 1 00 0 0i' i j i's tb b a a a a b b b− −→ ； 
或 ( ) ( )k rij s t rijke u e u+→ ， 其 中 0 2k s≤ ≤ − 且  

,k i j≠ 。 
令 0 0{ ( ), ( ), ( ), ( )}s t r r s t ri riC e u e u e u e u+ += ，因为

| | | | | | | | | | (3 2)F' A B C F' A B C s− = − − − ≤ −∪ ∪  
( 1) ( 2) 4 3s s s− − − − − = − ，而 ru 通过 riju 可构造

( 1)s − 条通向 '
lL F− 的路径，如此至少存在一条路径

使 ru 与 lL F ′− 中一个顶点相连，定理得证。 

(2) 令 2 0 1 01 1r s tu a a b b− −= 。  由于 ( )rN u  

( )V L ϕ=∩ ，若 0( )re u F'∉ ，则此时存在一条路径

0 2 0 1 00 0r r s tu u a a b b− −→ → ，定理得证。否则

0( )re u F'∈ 。令 0 0{ ( ), ( ), ( ) | 0r s ti ri riA' e u e u e u i'′ ′ ′+= ≤  

1}t F'≤ − ∩ ，若 | |A' t< ，则同理可得存在某一 i' ，

使 ( )i' re u F'∉ , 0( )ri'e u F'∉ , 0( )s t ri'e u F'+ ∉ ，如此 ru

可连接至 '
lL F− 中一个顶点，定理可证。否则

| |A' t≥ 。 

因为EH( , )s t F'− 不存在孤立点，如此存在某一

( )rie u F'′ ∉ ， 使 ( , ) (EH( , ) )r ri'u u E s t F'∈ − ， 若

0( )rie u F'′ ∉ ，此时可以构造一条通向 '
lL F− 的路径

2 0 1 0 2 0 11 0 0i'r ri' s t s tu u a a b b b a a b− − − −→ → →  

00i'b b ，则定理得证。否则 0( )rie u F'′ ∈ 。令 =B'  

0 0{ ( ), ( ), ( ) | 0 1,  }j' ri' ri'j' s t ri'j'e u e u e u j' t j' i'+ ≤ ≤ − ≠ ∩
F' ，当 | | 1B' t< − 时，同理可知存在一条通向 '

lL F−

的路径，定理可证。否则 | | 1B' t≥ − 。 

因 为 EH( , )s t F'− 不 存 在 孤 立 边 ， 假 定

( )j rie u F′ ′ ′∉ ，同理通过 ri ju ′ ′ 可构造通向 '
lL F− 的路

径为： 

2 0 1 0 21 0 0i' j'ri'j' s t su a a b b b b a− − −→ →

0 1 0 0i' j'ta b b b b− ；或 2 0 11 i'ri'j' s tu a a b b− −→  

0 2 0 1 01 1 0j' k' i' j' k's tb b b a a b b b b b− −→  

2 0 1 00 0i' j' k's ta a b b b b b− −→ ，其中 0 k'≤ ≤  

1 ,t k' i' j'− ≠且 。 

令 0 0{ ( ), ( )}r riC' e u e u ′= ，由于 | F' A' B'− ∪ ∪  

| (3 2) ( 1) 2 3C' s t t s≤ − − − − − ≤ − ,而 ru 通过 ri ju ′ ′

可构造 ( 1)t − 条通向 '
lL F− 的路径，其中 t s≥ ，因

此至少存在一条路径使 ru 与 '
lL F− 中一个顶点相

连，定理得证。                                         



第 3 期                      梁家荣等： 评估交换超立方体网络可靠性的一种新方法                             697 

 

3.2 s tEH( , )的 2-额外连通度 
额外连通度是评价交换超立方网络可靠性的重

要度量，依靠于 3.1 节的结论，下面给出交换超立

方网络的 2-额外连通度的相关结果。 
引理 4[19]  当s t≤ 时， (EH( , ))= (EH( , ))k' s t ' s tλ  

2s= 。 
定理 5   2(EH( , ))=3 2k s t s − ，其中 2t s≥ ≥ 。 
证明  在EH( , )s t 中任取一条长度为 2 的路径

P，由定理 1 有 EH( , )(P) 3 2s tN s≥ − 。很容易验证，

EH( , )EH( , ) (P)s ts t N− 既不包含孤立顶点，也不包含孤

立边，如此 EH( , )(P)s tN 为一点割集且 2(EH( , ))k s t  
3 2s≤ − 。若要证明定理 5 成立，只需证明

2(EH( , )) 3 2k s t s≥ − ，即证明对于任意的顶点集

(EH( , ))F V s t⊆ ，当 | | 3 3F s= − 且不存在孤立顶点

也不存在孤立边时， EH( , )s t F− 是连通的。令

( )lF F V L= ∩ , ( )rF F V R= ∩ ，由定理 3 可知，

rR F− 中任意一顶点与 lL F− 中一顶点连通。如此，

只需证明当 | | 3 3F s= − 且在 EH( , )s t F− 不存在孤

立顶点也不存在孤立边时， lL F− 是连通的即可。

不 失 一 般 性 ， 令 | | | |l rF F≤ ， 则 | | (3 3)lF s≤ −  
/2 2 2s< − ( 2)s ≥ 。 

若在 lL F− 中无孤立点，而 | | 2 2lF s< − =  
( )k' L ，则 lL F− 是连通的，定理得证。否则在 lL F−

中有孤立点，假设有两个孤立点，记为 ,x y 。由于

| ( ) |,| ( ) | ( 1) 1L LN x N y s s≥ − + = ，且在L 中任意两

个不相邻顶点之间的公共邻居最多为 2，故至少移出

(2 2)s − 个顶点才能得到两个孤立点，而| | 2 2lF s< − ，

如此在 L 中只存在一个孤立点，设为 lu ，即

( )L l lN u F⊆ 且 | ( ) |L lN u s≥ 。下面证明当 | | 3 3F s= −
且在 EH( , )s t F− 不存在孤立顶点也不存在孤立边

时， lu 与 { }l lL F u− ∪ 是连通的。 
若 2 0 1 0=0 1l s tu a a b b− − 时，由于 ( ) ( )lN u V R∩  

ϕ= ，则 lu 在 EH( , )s t F− 中为一孤立点，这与

EH( , )s t F− 不存在孤立顶点相矛盾，此时 lu 只能取

下面的值，即 2 0 1 00 0l s tu a a b b− −= 。 
因为在 EH( , )s t F− 中无孤立点，故存在 ru =  

2 0 1 01 0s ta a b b F− − ∉ ， 如 此 ( , ) (EH( , )l ru u E s t∈  
)F− 。若 0 2 0 1 01 1r s tu a a b b F− −= ∉ , 2 0 11 s ta a b− −  

0   1i'b b  F∉ , 2 0 1 01      0i's ta a b b b F− − ∉ , 

2 0 1 00 0i's ta a b b b F− − ∉ ，则定理得证。否则

0ru F∈ 。 若 2 0 1 01 0iri s tu a a a b b F− −= ∉ 且

( ) 2 0 1 00 0iri s t s tu a a a b b F+ − −= ∉ ，则定理得证。

否则令 ( ){ , | 0 2}ri ri s tA u u i s F+= ≤ ≤ − ∩ ，则 | |A  
1s≥ − 。 

因为在EH( , )s t F− 中无孤立边，如此存在一个

riu F∉ ，使( , ) (EH( , ) )r riu u E s t F∈ − ，则 lu 通过 riu

构造通向 lL u− 的路径为： 

2 0 1 0 2 0 11 1 1i iri s t s tu a a a b b a a a b− − − −→ →

0 2 0 1 0 21 1 0 0i' i i's t sb b a a a b b b a− − −→ →

0 1 0 0i i'ta a b b b− ；或 2 0 11 i jri s tu a a a a b− −→  

0 2 0 1 00 0 0i js tb a a a a b b− −→ ，其中 0 j≤ ≤  
2s j− ≠且 i 。 
由于 0| ( ) { } | (3 3) (L l rF N u A u s s s− ≤ − − −∪ ∪  

1) 1 3s− − = − 且 lu 通过 riu 可构造 ( 2) 1s − + =  
1s − 条通向 lL u− 的路径，故至少存在一条路径使

lu 与 { }l lL F u− ∪ 连通，定理得证。 
引理 5[22]  对任意的图G ，都有 ( ) ( )k G Gλ≤  

( )Gδ≤ 。 
引理 6[18]  当s t≤ 时， (EH( , )) (EH( , ))k s t s tλ=  
1s= + 。 

定理 6  2(EH( , )) 3 1s t sλ = − ，其中 3t s≥ ≥ 。 
证明  在EH( , )s t 中任取一条长度为 2 的路径

P ，根据定理 2 有 EH( , )| (P) | 3 1s tE s≥ − 。由于

EH( , )s t −  EH( , )(P)s tE 既不包含孤立顶点也不包含孤

立边，根据 2λ 的定义，有 2(EH( , )) 3 1s t sλ ≤ − 。如此，

只需证明 2(EH( , )) 3 1s t sλ ≥ − ，即证明对于任意的边

集 (EH( , ))F' E s t⊆ ，若 | | 3 2F' s= − 且既无孤立顶点

也 无 孤 立 边 时 ， EH( , )s t F'− 为 连 通 的 。 令

( )'
lF F E L= ∩ , ( )'

rF F E R= ∩ , 
0 0

'
MF F M= ∩ 。由

定理 4 可知， '
rR F− 中每个顶点至少与 '

lL F− 中一

个顶点相连接，故只需证明当 | | 3 2F' s= − 且

EH( , )s t F'− 既无孤立顶点也无孤立边时， '
lL F− 是

连通的即可。由于 | | 3 2 4( 1)F' s s= − < − ( 3)s ≥ ，故
'

lF , '
rF 与

0

'
MF 中至少两个小于2( 1)s − ，不妨设 | |'

lF <  
2( 1)s − 。若 '

lL F− 中无孤立点，且 '| | 2( 1)lF s< −   
( )' Lλ=   ，如此 '

lL F− 为连通的，定理得证。否则
'

lL F− 存在孤立点。同理定理 5 可得， '
lL F− 中没

有两个孤立点，只能有一个孤立点，记为 lu ，此时

有 ( ) | ( ) |'
L l l L lE u F E u s⊆ ≥且 。由于 ( ) (lL u k Lλ − ≥  

) 1lu s− ≥ − ， 而 | ( ) | | | | ( ) |' '
l l l L lE L u F F E u− ≤ −∩  

2 1s s< − < − ，如此 ' { }l lL F u− ∪ 为连通的。下面

只需证明当 | | 3 2F' s= − 且在 EH( , )s t F'− 中既不包

含孤立点也不包含孤立边时， lu 与 { }'
l lL F u− ∪ 连

通即可。 
若 2 0 1 00 1l s tu a a b b− −= ，由于 lu 在 '

lL F− 中

为孤立点且 ( ) ( )lN u V R ϕ=∩ ，这与E(EH( , ) )s t F'−
中无孤立顶点相矛盾，如此 lu 只能为下面值，即 

2 0 1 00 0l s tu a a b b− −= 。 
由 于 EH( , )s t F'− 中 无 孤 立 点 ， 如 此

( )s t le u F'+ ∉ ，使 ( , ) (EH( , ) )l ru u E s t F'∈ − ，其中

s t ru u+ = 。若 0( )re u F'∉ ，则 lu 可通过下面路径连

接至 { }'
l lL F u− ∪ ： 
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2 0 1 0 2 0 11 1 1l r s t s tu u a a b b a a b− − − −→ → →

0 2 0 1 0 2 0 11 1 0 0i' i's t s tb b a a b b b a a b− − − −→ →

0 0i'b b 。 

如此，则定理成立。否则 0( )re u F'∈ ，令A' =  

{ ( ), ( ) | 0 2}i r s t rie u e u i s F'+ ≤ ≤ − ∩ ，则 | | 1A' s≥ − 。 

由于EH( , )s t F'− 中无孤立边，则存在某个 i ，

使 ( )i re u F'∉ ，如此( , ) (EH( , ) )r riu u E s t F'∈ − ，则从

lu 出发经过 riu 可构造通向 lL u− 的路径为： 

2 0 1 0 21 1 1il r ri s t su u u a a a b b a− − −→ → → →

0 1 0 2 0 11 1i i' it s ta a b b b a a a b− − −→ i'b

0 2 0 1 00 0 0i i's tb a a a b b b− −→ ；或 lu →  ru →  

2 0 1 0 21 0 0i j iri s t su a a a a b b a a− − −→ → ja  

0 1 0 0ta b b− ，其中 0 2j s≤ ≤ − j i≠且 。 

由 于 0| ( ) { ( )}| | | | |L l rF' A' E u e u F' A'− = −∪ ∪  

| ( ) | 1 2L lE u s− − ≤ − ，而 lu 通过 riu 连接至 lL u− 的

路径有 1s − 条，故至少存在一条路径使 lu 连接至

{ }'
l lL F u− ∪ ，定理得证。 

4  s tEH( , )的 2-额外连通度与传统连通度比

较 
综上所述，当 2t s≥ ≥ 时，EH( , )s t 的 2-额外点

连通度是 3 2s − ；当 3t s≥ ≥ 时，EH( , )s t 的 2-额外

边连通度是 3 1s − 。而当 t s≥ 时，EH( , )s t 的传统点

连通度和传统边连通度均是 1s + 。由此可以看出，

2-额外连通度几乎是传统连通度的 3 倍，这使得交

换超立方体网络可靠性的量度更加精确，因此 2-额

外连通度比传统连通度更适合评价大规模交换超立

方体网络的可靠性。另一方面，传统连通度假定交

换超立方体网络的任一节点或任一链路的所有邻居

节点(或邻居链路)都可能同时故障，这种情况发生

的概率是 6
22 / 10n

n nC −< (当 6n ≥ 时)，不切实际。

而 2-额外连通度假定交换超立方体网络的任一节点

或任一链路的部分邻居节点(或邻居链路)不能同时

故障，这更符合实际情况，因此在评价交换超立方

体互连网络的可靠性时，2-额外连通度比传统连通

度更具优势性。 

5  结束语 

本文在交换超立方体网络传统连通度和超连通

度的基础上深入研究，进一步证明了 2-额外点连通

度和 2-额外边连通度：当 2t s≥ ≥ 时， 2(EH( , ))k s t =  

3 2s − ；当 3t s≥ ≥ 时， 2(EH( , )) 3 1s t sλ = − 。也就

是说，当 2t s≥ ≥ (或 3t s≥ ≥ )时，交换超立方体

至少删除 3 2s − 个顶点(或 3 1s − 条边)，才能得到既

不包含孤立顶点也不包含孤立边的非连通图。该结

果的得出进一步扩展了交换超立方体网络的可靠性

研究，同时对交换超立方体网络的可靠性提供了更

精确的量度。 
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