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基于隐变量贝叶斯模型的稀疏信号恢复 
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摘  要：该文基于贝叶斯分析的视角，揭示了一类算法，包括使用隐变量模型的稀疏贝叶斯学习(SBL)，正则化

FOCUSS 算法以及 Log-Sum 算法之间的内在关联。分析显示，作为隐变量贝叶斯模型的一种，稀疏贝叶斯学习使

用第 2 类最大似然(Type II ML)在隐变量空间进行运算，可以视作一种更为广义和灵活的方法，并且为不适定反问

题的稀疏求解提供了改进的途径。较之于目前基于第 1 类最大似然(Type I ML)的稀疏方法，仿真实验证实了稀疏

贝叶斯学习的优越性能。 
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Abstract: From a Bayesian perspective, the commonly used sparse recovery algorithms, including Sparse Bayesian 

Learning (SBL), Regularized FOCUSS (R_FOCUSS) and Log-Sum, are compared. The analysis shows that, as a 

special case of latent variable Bayesian models, SBL, which operates in latent variable space via type-II maximum 

likelihood method, can be viewed as a more general and flexible means, and offers an avenue for improvement when 

finding sparse solutions to underdetermined inverse problems. Numerical results demonstrate the superior 

performance of SBL as compared to state-of-the-art sparse methods based on type-I maximum likelihood. 
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1  引言  

压缩感知理论[1]的基础思想之一，是求解一个不

适定反问题，因为“信号稀疏”或者“可压缩”这

一先验的存在，使唯一稀疏解的获得成为可能。目

前已有的恢复算法至少可以划分为 5 类，本文以其

中基于隐变量模型的稀疏贝叶斯学习 [2](SBL)为主

要研究对象。基于贝叶斯分析的视角，在 SBL 和现

有若干文献的方法之间建立了关联，并深入分析了

隐变量模型在信号恢复中的优势。 

自 2001 年正式被提出后，SBL 获得了广泛关

注。首先，文献[3]基于快速算法，提出贝叶斯压缩

感知(BCS)，随后，文献[4]将稀疏贝叶斯学习理论

引入到压缩感知领域，并从变分角度进行了深入研

究。2010 年，文献[5]巧妙地利用了一个 3 层概率模
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型，将 Laplace 先验引入贝叶斯压缩感知，并证实

了该模型是一个更为广义的表达。在算法性能提升

上，文献[6,7]都使用了 BP (Belief Propagation)方
法来寻求高效计算，但二者使用的模型有所差异。

此外，文献[8]通过引入一个相关矩阵 B，研究了向

量之间存在相关特性时的贝叶斯恢复方法，这种对

先验信息的使用极大地提高了SBL的性能并扩展了

应用范围。最近，文献[9]也推导出了一类性能优异

的算法。而文献[10]在结构噪声背景下提出了统计门

限来增强 SBL 的计算性能。在理论性能研究方面，

有研究者推导了 SBL 的 Cramér-Rao 界，提供了一

个很有用的理论限[11]。 

在应用领域，2001 年就有研究者将 SBL 应用于

信道均衡[12]，后来被扩展到基于 CMA 结构的盲均

衡器[13]与稀疏多径信道的估计[14]。在 2013 年权威期

刊检索可以发现，SBL 正被研究者扩展至无线信道

建模[15]和电力线通信系统中的冲激噪声拟制[16]等领
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域。此外，国内的研究者也将 SBL 理论应用于 DOA

估计等问题的实现[17]。 

基于隐变量贝叶斯模型的方法已经获得了广泛

的关注，但有一些问题并没有得到明确系统的回答，

首先，稀疏贝叶斯学习和已有算法之间有什么内在

关联？其次，其稀疏解的获得和解的优越性从何而

来？这些问题在本文中得到了部分解答。 

论文后续的部分组织结构如下。第 2 节给出了

SBL 信 号 模 型 和 ARD(Automatic Relevance 
Determination)先验假设[18]；第 3 节介绍了第 1 类最

大似然和使用隐变量模型的第 2 类最大似然方法，

指出 SBL 在稀疏信号恢复中的优势，特别是对局部

解的平滑；第 4 节揭示了 SBL 与现有文献算法的内

在关联；第 5 节给出了仿真结果；第 6 节总结全文。 

2  信号模型 

系统存在噪声时，压缩感知的标准模型表示为

= +y Ax n ，其中 NR∈x , MR∈y ，且 M NR ×∈A
是一个满足 RIP 准则的测量矩阵，n 表示在测量中

所引入的噪声，一般假设
2(0, )N σn ∼ 。因为 N>M，

该问题通常没有唯一解，但如果为 x 施加一个稀疏

约束，或者使用稀疏诱导先验，则可以得到唯一最

稀疏解。因为 l0范数的最小化是一个 NP-难问题，

所以一般使用较为松弛的先验。 

假设 ( )px x∼ ，使用最大后验概率(Maximum A 
Posteriori, MAP)准则，则寻求最佳解的问题就转

化为 

[ ]

MAP

2
2

= argmax ( | )

= arg min ln ( | ) ln ( )

= arg min || || ln ( )
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p p
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− −

− −
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对照 Tikhonov 正则化表达式，可以发现

ln ( )pλ x 项起到了正则化的作用，在文献中也称之为

稀疏诱导或者稀疏惩罚函数。其中λ是一个调节参

数，用于在恢复信号的稀疏度和均方意义下的精度

之间进行折中，来实现有偏的稀疏估计。对稀疏约

束先验 ( )p x 的选择具有很大的灵活性，那些在集中

在 0 周围且具有重拖尾的概率密度函数能够满足要

求，比如可以使用广义高斯分布 (Generalized 
Gaussian Density, GGD)来表示某一族函数。 

( )
(| | /2 )( ; , ) = , > 0

2 2 1/

p pu
p

p
f u p e p

p
ββ
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−

Γ
 

当参数 β 和 p 取不同值的时候，就会得到不同

的先验和算法，如岭回归，LASSO 等。 
SBL 所使用的 ARD 先验，使用了独立高斯先

验假设，即假设 ( )( ; ) = ;0,diag[ ]p Nx xγ γ ，考虑到噪

声的存在时，又有 ( | ) = ( ; , )p N σ2y x y Ax I 。通常情

况下，高斯先验不能认为是一种稀疏约束，于是使

用分层先验的思想，为每个 iγ 设定了超分布： 

( )1 1 1 /( ) ia a b
i ip a b e γγ γ− − − −= ( )Γ  

这是一个典型的多层先验模型。ARD 模型中的γ和
2σ (见下文)称之为超参数。 

    对超参数使用 Gamma 先验的原因是为了获得

解析解，其中 a 表示形状参数，b 表示尺度参数。

在 ARD 先验中假设 2 2( ) Gamma( | , )p c dσ σ− −= ，但

同时 c, d 趋于 0，且该先验不传递，故作一般变量

处理。需要指出的是，文献 [2,4]分别使用 iγ 和

1/i iα γ= 作为超参数，仅是表达上的不同。 

3  第 1 类与第 2 类最大似然 

3.1 第 1 类最大似然 
基于 ARD 先验假设，直接使用式(1)的 MAP

准则，令 ( )p γ 中 , 0a b → ，会得到如下的目标函数： 

I

2 T 1
2

1

( , )

=|| || + + ln | |
N

i
i

L

λ γ−

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑

x x

y Ax x x

γ

Γ
    (2) 

式(2)是一个二元优化问题，可使用坐标下降法迭代

求解，其中 2=λ σ , =diag( )Γ γ , 1 2{ , , , }Nγ γ γ=γ 。 

此外，还有一种分析的思路，如果通过边际积

分消掉 γ，也即将超参数 γ的先验“传递”给 x，就

得到如下结论： 
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此处令 , 0a b → ，是为了获得更为稀疏的先验。同样

使用式(1)，得到目标函数： 

2
2

1

( ) || || ln(| |)
N

i
i

L xλ
=

= − + ∑x y Ax  

由此可以看出，使用第 1 类最大似然并边际积分后，

得到一个正则化的 Log-Sum 最小化目标函数，显然

该目标函数是非凸的。 
Log-Sum 最小化的问题定义如下： 

( )
1

min ( ) ln | | , s.t.
N

i
i

L ε
=

= + =∑
x

x x Ax y  

其中 ε 是一个极小的值用以避免出现负无穷的目标

值。 
3.2 第 2 类最大似然 

第 2 类最大似然也被称为经验贝叶斯，和第 1

类最大似然的信号模型相同，但是求解途径不同。
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前者将 x 视作隐变量，首先将稀疏向量问题视作高

斯模型选择问题，模型选择成功后，再使用式(1)求
解向量。 

引入超参数 γ和 2σ 后，问题转化为 

( ) ( )

( ) ( )
2

2

2 2

, ,

2 2

, ,

, , arg max , , |

arg max | , , , |

p

p p

σ

σ

σ σ

σ σ

=

=
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x
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x y y
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γ

γ γ

γ γ

  

(3) 

式(3)的第 1 项表示两个超参数γ.与 2σ 已知时 x
的分布， 使用前面 的高斯假 设，可以 求得

2( | ; , ) ( , )p Nσ μ= xx y γ Σ ， 其 中 2 T=σ−
xA yμ Σ ，

2 T 1 1=( )σ− − −+x A AΣ Γ ，且 diag( )=Γ γ 。 
式(3)的第 2 项可以求得

2( ; , )= (0, )p Nσ yy γ Σ ，

其中
2 Tσ= +y A AIΣ Γ 。 

寻求式(3)的解分可以为两步，首先寻求使得
2( ; , )p σy γ 最大的超参数(通过边际积分消掉 x，即最

大边际似然)。然后，利用所求的当前超参数和关系

式
2( | ; , )p σx y γ ，基于 MAP 准则，寻求 x 的最佳解。

不难看出，这个运算流程构成了迭代过程，通过数

次迭代后，x 大部分中大部分元素被置 0，余下元素

可以认为是相关向量，这就是相关向量机的由来。

限于篇幅，解过程和形式在此不再详述，见文献[2, 4]。 

3.3 两类最大似然方法的关系 
可以看出，第 1 类与第 2 类最大似然使用了相

同的信号模型，但计算过程迥异，前者的计算主要

体现在 x 空间，后者因为将 x 视作隐变量在边缘积

分中消掉，所以主要在γ.空间分析。文献[19]给出了

两类最大似然在形式上的等效表达，本文进一步发

展了该表达，并得到一些有益的分析结论。 
定理 1   ARD 先验的假设条件下，在 x 空间

或者γ.空间观察，使用第 1 类最大似然所取得的目

标函数与使用第 2 类最大似然所取得目标函数均相

差一个因子： 
1 T 1

I,II ln | + |λ− −= A AΔ Γ  

其中 2λ σ= 。 

证明  (1)从 x 空间分析。如前所述，基于 MAP

准则，使用第 1 类最大似然的目标函数式(2)可以等

效表达为 
2
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将第 2 类最大似然的目标函数转化到 x 空间，

其可以表达为[19] 
2
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上式使用了关系式： 
T 1 T 1ln | | = ln | | + ln | + |λ λ− −+A A A AI Γ Γ Γ  (5) 

根据 =diag( )Γ γ ，可以证明在 x 空间的结论。 

(2)从γ.空间分析。首先将第 1 类最大似然函数

从 x 空间转换至γ.空间，将式(4)除以λ，并不影响

其优化解，使用关系式： 
T 1 T 2 T 1
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得到第 1 类最大似然的目标函数： 

T 1
(I)

=1

( ) = + ln( )
N

i
i

L − ∑yy yγ γ Σ γ          (6) 

此外，第 2 类最大似然的目标函数可以表示为[4]： 
T 1

(II)( ) = + ln | |L −
y yy yγ γ Σ Σ          (7) 

再次使用式(5)，可以得到在 γ空间的结论。  证毕 
定理 1 说明，两类最大似然方法是求解同一个

问题的不同途径，二者因为计算路径的不同带来了

目标函数上的差异，进一步分析和仿真发现，这个

差异因子 I,IIΔ 使得 SBL 获得了平滑局部解的能力。 

关于 SBL 对局部解的平滑问题，目前并没有十

分清晰的解释，一个明确的结论是，第 2 类最大似

然方法所得到的稀疏诱导函数是不可分的，正是分

量之间的互相制约，起到了平滑效果，感兴趣的读

者可参考文献[19]，此外，对该问题一个直观且可行

的解释是从变分逼近的观点出发，在文献[20]中有详

细描述。 

4  与现有算法的关系 

4.1 R-FOCUSS 与第 1 类最大似然 
使 用 坐 标 下 降 法 求 解 式 (2) ， 即 分 别 令

( , )/ 0iL γ∂ ∂ =x γ 和 ( , )/ 0iL x∂ ∂ =x γ 分别可以求得 

( )

2

1T T

i ixγ

λ
−

⎫⎪= ⎪⎪⎬⎪= + ⎪⎪⎭x A A A yΓ ΓI
 

对照文献[21]，此即正则化的 FOCUSS 方法，简称

R-FOCUSS。 

4.2 极限情况 
由恒等式

1 1( + ) ( + )− −≡I AB A A I BA ，可以证

明
T T 1 T 1 1 T( ) ( )λ λ− − −+ = +A A A A A AIΓ Γ Γ ， 设
( )k= WΓ ，R-FOCUSS 算法可以表示为 
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式(8)就是问题 2
FOCUSS 2=|| || , s.t. =L x y AxΓ 的解。 

因为 SBL 具有和 R-FOCUSS 类似的解结构(二
者都是高斯先验假设，差异在于权值即先验方差的

获取方式不同)，所以当噪声为 0 的极限情况下，SBL
也会收敛到 FOCUSS，这一点和文献[4]的结论是完

全一致的。 
根据这种相似性，我们实际上是为 R-FOCUSS

这一类正则化迭代加权最小二乘法 (Iteratively 
Reweighted Least Squares, IRLS)算法的反馈权值

赋予了物理意义——权值即是超参数先验模型中的

标准差。 
更进一步地，通过对现有文献的分析，有如下

的结论：(1)FOCUSS 和 IRL1 的每一步求解，都相

当于在逼近一个 Log-Sum 问题[21, 22]；(2)当 0ε ≈ 时，

Log-Sum 和 minl0是等效的[23]；(3)SBL 和 FOCUSS
都是正则化的 minl0 问题；(4)SBL 求解的也是

Log-sum 方法(见本文第 3 节)。该结论可以总结如

图 1 所示。 

从图 1 中可以看出，SBL 是一种广义的、引入

了更多参数的正则化 l0 范数最小化计算方法，所以

在获得稀疏提升的同时，具备了很强的灵活性，当

然随着也带来了计算上的复杂度。 

5  数值仿真与分析 

5.1 SBL 在局部解方面的优势 
问题设定如下，假设某一向量 11x ,且 0| | = 10x ，

存在某一矩阵 = randn(10,11)A ，假设矩阵零空间

向量 null( )∈v A ，则可以用 = +α ∗v x v来表示反

问题 =y Ax 的解，其中 [ 10 : 0.1 : 10]α ∈ − 表示尺度

因子变量。假设目标函数为 

 

图 1 算法之间的关系示意图 

1/

=1

( ) = | |
pN

p
p i

i

L v
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
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图 2 中给出了 p=0.01, p=1.00，以及 Log-Sum 3

种情况下的目标函数示意图。 

从图 2 中可以看出，以 pl 范数最小化为目标函

数时，当 p=0.01≈0 时，因为目标函数的高度非凸

性，所以出现了很多局部解，Log-Sum 目标函数同

样存在这种情况。但也可以看出，此时目标函数的

全局最小与最稀疏解是完全对应的，也即保证了解

的稳定性，这一点在直观上也容易理解，因为局部

解实际上发生在基本可行解处，代表了目标函数对

0 值的敏感程度，对局部解越敏感，则全局解的稳

定性就越高。 
当 p=1 时，目标函数具有凸性，所以不存在局

部解，但是因为过度光滑易导致解不稳定，即目标

函数的全局最小(对凸函数来说也是局部最小)没有

发生在最稀疏即 =0α 处，这种解的不稳定性，就是 0l

范数向 1l 范数松弛所付出的代价。 
在图 3 中给出了 SBL(第 2 类最大似然)和 Log- 

Sum(第 1 类最大似然)在局部解方面的对比，此时

0| | = 7x , [ 15 : 0.1 : 15]α ∈ − ，其他条件不变。从图

中可以看出，SBL 的局部解比 Log-Sum 要少，前者

为 4 个而后者有 6 个，而且又保持了稀疏解的稳定

性。事实上如果 0| |x 足够小，A 选择合适的话，SBL

可以保持无局部解。 

根据仿真结果，SBL 中局部解的数目和矩阵的

相干特性、信号结构以及信号的稀疏度都有关联，

文献[20]对其进行了初步分析。 

5.2 相对于其他算法的恢复性能优势 
本部分使用两种 SBL 的实现算法，分别是贝叶

斯压缩感知(Bayesian Compressive Sensing, BCS)，
EM-SBL，与其他的贪婪算法或者凸松弛算法进行

了仿真比较，这些算法包括：CoSaMP, SP(Subspace 
Pursuit), FOCUSS, l1-Magic。 

仿真条件设定如下： = randn(80, 390)A ，信号

x 的稀疏度 k=|x|0=15。对于 CoSaMP 和 SP 算法，

输入参数包括非零元素的个数，方便其判断收敛和

提高性能。对于 l1-Magic 和 FOCUSS 算法，提供真

实的信噪比，以便计算相关调节参数。每种算法迭

代 300 次，统计其正确恢复概率。 

信噪比定义为 

( )2 2SNR(dB) = 20lg || || / || ||Ax n  

仿真度量指标为恢复成功概率，这里所谓的恢

复成功，指的是信号 x 的支撑与恢复信号x 的前 k

个较大幅值元素的支撑相同。 
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从图 4 可以看出，EM-SBL 因为其基于 EM 算

法计算，所以性能最优，在信噪比较小的时候即可

实现该概率信号支撑恢复。而 BCS 因为使用了快速

算法，所以性能下降比较严重。但是基于 SBL 方法

的一个显著优势是参数可以自适应计算，无需提前

指定。 
5.3 算法复杂性分析 

FOCUSS 算法的运算负担来自于求解第 k 次运

算结果 ( )kx 时的矩阵求逆((k)表示迭代次数)： 

( ) ( )( ) ( )
1T T* * * *

( ) = +k λ
−

x W AW AW I AW y  

其中 *
( 1)k−=W W 为第 k-1 次所产生的反馈权值。

EM-SBL 涉及到两次矩阵求逆，分别是求取
T 2 1 1 T

( ) ( )= ( + )k kσ Γ− −x A A A y 和求取第 k 次超参数时

的 2 T 1 1 2
,( ) ( 1) , ,( 1)=( )i k k i i i kxγ σ Γ− −

− −+ +A A 。在经过快速

算法处理之后，所获得的 BCS 进行了简化处理，运

算量有所降低，基本与 FOCUSS 相当。SP 算法和

CoSaMP 都是用了最小二乘，但是维数不同，所以

运算速度上前者较快。本文使用 1l -Magic 中的障碍

函数法求解，该方法是基于牛顿法实现的，也具有

运算上的优势。 
因为各类算法达到收敛的迭代次数和运算结果

差异，所以本文采用固定运算次数的方法来来进行

比较。使用 ThinkPad T420 笔记本电脑，Winxp 系

统，2G 内存，仿真平台为 MatlabR2011a，每种算

法各仿真 100 次。结果如下(单位为 s)：CoSaMP(内

部固定循环 100 次)：13.142959; BCS: 11.307114; 

EM-SBL: 63.925165; l1-Magic: 7.423480; FOCUSS: 

17.372597; SP(内部固定循环 100 次)：3.318045。从

仿真结果可以看出，SBL 类算法的运算量还有一定

的优化余地。 

 

图 2 各种稀疏先验下解的稳定性                图 3 SBL 对局部解的平滑          图 4 SBL 与其他算法恢复性能对比图 

6  结束语 

本文使用贝叶斯分析框架，对基于隐变量模型

的稀疏贝叶斯学习方法进行了研究分析，得到结论

如下：(1)使用 ARD 先验的第 1 类和第 2 类最大似

然之间有密切的关联，二者相差一个参数因子。

(2)SBL 与 FOCUSS, Log-Sum 以及 0min l 问题存在

着内在关联。(3)稀疏贝叶斯学习在保持全局解稳定

的同时，部分局部解得到了平滑，且其在噪声环境

下的恢复性能较为优异。 
 SBL 的一个局限之处在于计算复杂度，进一步

的研究，可以考虑发展新的快速算法，在复杂度和

性能之间寻求最佳结合点。 
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