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环Z4上线性循环码的深度谱 
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摘  要：Etzion 定义并研究了域 上线性码的深度谱，该文研究了环qF 4Z 上线性码与线性循环码的深度谱，证明了

型线性码的深度谱至少含有 个非零值，并给出了一类 型线性循环码的深度谱为

。 
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Abstract  Etzion defined and studied the depth spectrums of linear codes on field . In this correspondence, the depth 

spectrums of linear codes and linear cyclic codes on ring 
qF

4Z  are studied, and it is proved that the depth spectrum of linear 

code of type has at least nonzero values, and the depth spectrum of linear cyclic code of type is 

. 
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1  引言 

Etzion在文献[1]中首先定义了线性码的深度及深度谱，

给出了计算二元线性码的码字深度的算法，证明了q元[n, k]

线性码的深度谱恰好由k个非零值组成；Mitchell在文献[2]中

研究了二元线性循环码深度谱；Luo等在文献[3]中给出了计

算q元线性码的码字深度的算法，并研究了一些计算问题。

这些研究结果可广泛应用于域上的编码理论研究，如文献[4]

给出了利用码的深度分布求码的周期分布的方法，并确定了

码长为二幂次的扩展码和扩展循环码的周期分布；又如文献

[1]利用深度分布给出了构造新码的方法和码的一种新的等

价分类方法，因此研究线性码、循环码的深度分布是有价值

的，但上述研究都是域上码的深度研究。 众所周知，近十

几年来，Z4环或Zk环上的编码问题的研究[5,6]是编码理论研究

的一个热点研究领域。 文献[7]给出了计算Z4环上码的深度

的两种递归算法，本文研究了Z4环上的线性码与线性循环码

的深度谱，证明了 型线性码的深度谱至少含有1 24 2k k
1 2k k+
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个非零值，并给出了一类 4 型线性循环码和一类 2 型线性

循环码的深度谱。 这些结论对进一步研究

k k

4Z 环上的编码问

题应有一定的参考价值。 

2   Z4环上线性码的深度分布 

为了方便，本文中用 [ 表示连续 个分量为 。 ]ka k a

定义 1  对 1 2 4( , , , ) n
nx x x Z∀ = ∈x ，定义微分算子 ： D

2 1 3 2 1( , , , n nD x x x x x x − )= − − −x  

称使 [0 ]i nD i−=x 成立的最小非负整数为 的深度，记为

；若没有这样的 i 存在，则令 x 的深度为 n 。 

x
depth( )x

    显然，0 depth( ) n≤ ≤x ，且对 4
nZ∀ ∈x, y ， ，有

，D k ，故微分算子 是

一个线性算子。 值得注意的是，在域上，

4k Z∀ ∈

( ) ( ) ( )D D D+ = +x y x y ( ) ( )k D=x x

)

D

( 0k k ≠x 与 有

相同的深度，而在环

x

4Z 上，此结论显然不成立，如

depth[2 ] 1n = ， 但 dep ； 又 如th(2[2 ]) depth[0 ] 0n n= =

depth(02002) 5= ，但 5depth(2(02002)) depth[0 ]= 0= 。 
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定义 2   设C 是环 4Z 上长为 的码，用n iD 表示 中具

有深度为 的码字的个数，则称集合

C

i 0 1{ , , , }nD D D 为码 的

深度分布，称集合

C

{ 0,1ii D i n≠ ≤ ≤ }为码 的深度谱。 C

文献[1]证明了 上 [ , 线性码 C 的深度谱恰好有

个非零值，但此结论在

qF ]n k k

4Z 环上不成立。 

文献[5]性质 1.1 证明了 4Z 环上任何含非零码字的线性

码一定等价于以如下形式矩阵: 

1

2
0 2 2
k

k

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

I A B

I F
 

为生成矩阵的线性码 ，其中 是C ,A F 2Z 上矩阵，B 是 4Z 上

矩阵。 本文中称这种形式的线性码为 型线性码。 显

然， 型线性码 C 含有 个码字，这些码字可由生

成矩阵的 个行向量生成。 

1 24 2k k

1 24 2k k 1 24 2k k

1 2k k k= +

定理 1  设 是 型C 1 24 2k k
4Z 线性码，则 的深度谱中至

少有 个非零值。 

C

1 2k k+

证明   设 的生成矩阵为 C

1

2
0 2 2
k

k

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

I A B

I F
 

令 是以矩阵: 1C

1

2

2 2 2

0 2 2
k

k

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

I A B

I F
 

为生成矩阵的线性码，则 是 的子码。 1C C

再令 是以矩阵 2C

1

2

1

0
k

k

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

I A B

I F
 

为生成矩阵的 2Z 线性码，其中 中各元素是 中相应元素

摸 的值，则 
1B B

2

2Cα∀ ∈ 当且仅当 12 Cα ∈  

又由于 是2C 2Z 线性码， 1 是 4C Z 线性码，且对 2
nZα∀ ∈ ，

2在 Z 中 0Dα = 当 且 仅 当 在 4Z 中 (2 ) 0D α = ， 故

depth(2 ) depth( )α α= ，因此 与 有相同的深度分布。 由

文献[1]中定理 1 知， 的深度谱恰好含有 个非零值，

故 的深度谱恰好含有 个非零值。 又 是 的子

码，故 的深度谱中至少含有

1C 2C

2C 1 2k k+

1C 1 2k k+ 1C C

C 1 2k k+ 个非零值。    证毕 

文献[5]中例1.1给出的以矩阵 为生成矩阵

的 Klemm 码 是 型线性码，容易计算得 Klemm 码 的

深度谱恰好含有 3 个非零值 1，2，3，其中 ；但以

为生成矩阵 型

1 1 1 1
0 2 0 2
0 0 2 2

⎛ ⎞
⎜
⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟

⎟

4k 1 24 2 4k

1 2 3k k+ =

1 0 1
0 2 0

⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

1 14 2 4Z 线性码的深度谱含有 3个非

零值 1，2，3，但 ，即域上线性码的深度理论

对

1 23 k k> + = 2

4Z 环上线性码不一定成立。 

3  4Z 线性循环码的深度谱 

文献[2]给出了 上线性循环码的深度谱的一些结果，

本节我们讨论

2F

4Z 线性循环码的深度理论。 

设 是C 4Z 线性循环码，由于 C 当

且仅当 C
0 1 1( , , , )nc c c −= ∈c

− −1 0 1 2( , , , )n nc c c c ∈ ，故 4Z 环上任何一个线性循环

码一定是 22k 型线性码。 0= 时，称 C 4k 型线性

循环码。 由于环上编码问题的复杂性，本节仅 论 4k 或

2k 型线性循环码

14k 当 为

讨 型

。 

2k

引理 1  设 是一个长为 的C n 4Z 线性循环码，[2 ]n C∉ ，

若C 中所有非零码字中最长的 游程的长为 l ，则 的所有

非零码字的深度最小值大于 。 

0 C

1n l− −

证明  设 1 2( , , , )nx x x=x 是线性循环码 中一个非零

码字。 记

C

2 1( , , , )nT x x x=x ，则T 。 由于 [2C∈x ]n C∉ ，

则 [1 ]n C∉ ，[3 ]n C∉ ，则 2 1 3 2[ , , ,T x x x x= − = − −y x x nx −   

1 1, ]n nx x x C− − ∈ 且 0y ≠ , 则 2 1 3 2[ , , , nD x x x x x= − −x  

1]nx −− 是 中非零码字C y 的连续的 个分量。  同理

是 中非零码字 T 的连续 个分量，

令

1n −
2 ( )D D D=x x C −y y 2n −

1s n l= − − ，则 sD x 是 中某非零码字的连续 nC s− 个分

量，由于 1n s l l− = + > ，又 中所有非零码字中最长的 游

程的长为 l ，则

C 0

0sD ≠x ，即 depth 1s n l= − −x > ，从而得证

引理。                                      证毕 

定理2  设 ( )g x 是长为 的 型n 4k
4Z 线性循环码C 的生

成多项式，且 ( )g x 12( 1)nx x− + + + ，则 的深度谱为C

{ , 1, , 1}n n n k− − + 。 

证明  由于C 是 型4k
4Z 线性循环码，则C 的生成矩阵

具有形式 ( )kI A 。 对 Cα∀ ∈ ，若码字α 中含有长为 的零

游程。设 ，由于 是循环码，故

k

1 1( 0k
i i k nc c c cα + += )

C

C

1 1(0 )k
i k n ic c c cβ + += ∈ 。 若 1( )(k k )a a =I A β

0

， 则

1( )ka a = ，从而 1 1 0i k n ic c c c+ + = = = = = = ，即 0α = ，

即码 C 中非零码字的最长零游程为 。又1k − ( )g x  
12( 1)nx x− + + + ，则 ，由引理 1 知，码 的所

有非零码字的深度的最小值大于 。 由定

理 1 知，码 的深度谱中至少有 个非零值，故码 的深度 

[2 ]n C∉ C

( 1) 1n k n k− − − = −

C k C
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谱为{ , 。                     证毕 1, , 1}n n n k− − +

引理 2  设 是0 1 1( , , , )nc c c −=c 4Z 线性循环码 中的码

字，其对应多项式为 ，则

C
-1 -2

0 1 1( ) n nc c c −= + + +c x x x n
iD c 的

个分量依序等于n i− ( )( 1) (mod 1)i n− −c x x x -1 -2, ,n nx x的  

的系数。 , ix
证明  利用 的定义，对 i 用数学归纳法即可证明。 D

在 4[ ]Z x 中，由于对任何非负整数 ，恒有 m

2 22( 1) 2( 1)
m m

x+ = −x  

成立，故
12 1 2( 1) 2( 1)

m m++−x x − ，则对任何自然数 2 1mk ≤ + ，

恒有
12( 1) 2( 1)

mk +
−x x − 。                      证毕 

定理 3  设 ， ，则以12mn += 2 1mk ≤ +
2( 1)( )
( 1)

n

kg −
=

−
xx
x

为

生成多项式的线性循环码 的深度谱为{1 。 C ,2, , }k

证明  对 ，则对应的多项式  C∀ ∈c ( ) ( ) ( )f g= =c x x x

2( 1)( ) (mod 1)
( 1)

n
n

kf −
⋅

−
xx
x

−x ，由引理 2 知， kD c 的 n k− 个分 

量依序等于 的 的系 ( 1) ( )(mod 1k n− −x c x x ) k1 2, , ,n n− −x x x

数 ， 由 于
2( 1)( 1) ( ) ( 1) ( ) 2 ( )
( 1)

k k
kf −

− = − ⋅ ⋅ =
−

nxx c x x x x
x

f

)

 

( 1) 0(mod 1⋅ − ≡ −n nx x ，即 ，故码 的深度最大值

只能为 。 由于 是 n 次的，故 的生成矩阵是 k n

0kD c = C

k ( )g x k− C ×

型的。 由定理 1 知， 的深度谱至少含有 个非零值，从

而 的深度谱为{1 。                     证毕 

C k

C ,2, , }k

4  结束语 

本文研究了 4Z 线性码和线性循环码的深度谱，但由于环

4Z 中具有零因子，因此研究较为困难，如定理 2 仅给出了 4  k

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

型 线 性 循 环 码 的 生 成 多 项 式 ( )g x 12( n− +x 2n− +x  

1)+ +x 的情形，而 型或 型的情形有待进一步研

究；又如定理 3 仅是

2k 1 24 2k k

( )g x 12( 1)n− + + +x x 的一种特殊情

形，而一般的情况也有待于进一步研究。 
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