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应用改进的快速偶极子法和特征基函数法分析导体目标电磁散射特性 

王仲根
*①②

    孙玉发
①
    王国华

① 

①
(安徽大学计算智能与信号处理教育部重点实验室  合肥  230039) 

②
(安徽理工大学电气与信息工程学院  淮南  232001) 

摘  要：该文提出了一种分析导体目标电磁散射特性的有效数值方法，该方法基于特征基函数法，将改进后的快速

偶极子法与之相结合，把远场组间的矩阵矢量积转化为聚集-转移-发散的形式，从而加速次要特征基函数和缩减矩

阵构建过程中的矩阵矢量相乘的速度。与传统的快速偶极子法结合特征基函数法相比较，在同等精度下，计算时间

和内存消耗都得到了有效地缩减，数值结果证明了该方法的精确性和有效性。 
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Abstract: An efficient numerical approach is presented to analyze the electromagnetic scattering characteristics 

from conducting targets based on the Characteristic Basis Function Method (CBFM). Combined with the 

Improved Fast Dipole Method (IFDM), the matrix-vector product is transformed into an aggregation- 

translation-disaggregation form, which in turn accelerates the matrix-vector multiplication procedure in the 

generation of Secondary level Characteristic Basis Function (SCBF) and construction of reduced matrix. The 

computational time and memory consumption are reduced significantly compared with the traditional method of 

Fast Dipole Method-Characteristic Basis Function Method (FDM-CBFM) under the equivalent precision. 

Numerical results demonstrate that the proposed method is accurate and efficient. 

Key words: Electromagnetic scattering; Method of Moments (MoM); Characteristic Basis Function Method 
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1  引言  

矩量法具有精度高、适应性广的特点，是分析

目标与环境电磁特性的基础数值方法之一。矩量法

针对电磁场积分方程进行离散处理，由此得到的代

数方程组的系数矩阵是一个满阵，采用直接法求解

该代数方程组的计算复杂度为 3( )O N ，阻抗矩阵存

贮需求为 2( )O N ，计算量和内存需求随着未知量N

的增加而显著增加。为了解决这个问题，近年来先

后有多种快速算法被提出来。其中一类有效的方法

是加快求解过程中的矩阵矢量乘积运算，如多层快
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速多极子算法(MLFMA) [1 4]−  、预条件快速傅里叶

变换(PFFT)法[5]、自适应积分法(AIM)[6,7]、自适应

交叉近似(ACA)法[8]、快速偶极子法(FDM) [9 12]− 等。

但上述方法需要采用迭代法求解线性方程组，不仅

耗时，而且对某些复杂目标进行分析时所得到的阻

抗矩阵条件数差，存在收敛缓慢甚至不能收敛的问

题；另外一类方法是通过分块技术，降低阻抗矩阵

维数的方法，以美国学者 Mittra等人[13]提出的特征

基函数法，又称之为I型特征基函数法(CBFM-I)，
通过对目标进行分块操作并构造特征基函数

(CBF)，使用高阶基函数反映块之间的耦合作用，

然后采用降阶方法构造一个缩减的系数矩阵，进而

可以采用直接法进行求解，在分析电大尺寸目标的

电磁特性中取得了较好的效果。随之，又有学者在

CBFM-I的基础上通过改进特征基函数(CBF)，提出
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了基于Foldy-Lax多径散射方程的特征基函数法(又
称之为II型特征基函数法(CBFM-II)[14])、自适应修

正特征基函数法(AMCBFM)[15]以及奇异值分解的

CBFM[16]等。 
虽然，特征基函数法通过分块技术，降低了阻

抗矩阵的维数，但在求解次要特征基函数以及构建

缩减矩阵过程中需要进行大量的矩阵矢量相乘运

算，这将非常耗时。文献 [17]提出了一种EDM- 
AMCBF(Equivalent Dipole Method-Adaptive 
Modified Characteristic Basis Function)方法，该方

法虽然减少了阻抗矩阵元素填充时间，但并没有解

决求解过程中的大量矩阵矢量相乘运算的问题，并

且内存需求也没有减少。文献 [18]提出了一种

FDM-AMCBFM，该方法解决了求解过程中矩阵矢

量乘积的问题，但是在计算远组矩阵矢量积时，将

幅度项中的两个等效偶极子间的距离等效为两个组

间的距离，并没有考虑到Rα ( 1, 2, 3)α = − − − 的影

响，导致精度不高，为了提高精度需加大远组判断

条件，这就降低了计算效率。 
本文充分考虑到Rα 精度的问题，对 FDM 进行

改进，提出了一种改进的快速偶极子法(IFDM)，并

将其与 CBFM-II 相结合，因此具有更高的计算精度

和效率，并且不需要存储远场组互阻抗，可降低内

存要求。 

2  基本原理 

2.1 特征基函数法 
应用矩量法分析电磁散射问题时，需要将连续

的积分方程离散为式(1)所示的矩阵方程： 
=Z J Ei                 (1) 

式中Z为N N× 维的阻抗矩阵，N 为未知量的个数。

J 为待求的 1N × 维的电流向量，E为激励向量。 

特征基函数法首先将散射目标划分为M 个子

域，再对每个子域进行剖分，将式(1)变为式(2)的形

式： 
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式中 ( 1,2, , ; 1,2, , )ij i M j M= =Z " " 表示 i jN N× 的

子矩阵， iJ 表示待求感应电流， iE 表示激励向量。

根据 Foldy-Lax 多径散射方程理论为每个子域构造

CBF，包括主要特征基函数(PCBF)和次要特征基函

数(SCBF)，分别表示子域的自作用和互作用。 

扩展子域 i 的 PCBF 可表示为 

      ,     1,2, ,e P e
ii i i i M= =Z J E "         (3) 

式中 e
iE 是一个 1e

iN × 维的激励向量， e
iiZ 是 e e

i iN N×
维的方阵，表示扩展子域 i 的自阻抗。可采用直接方

法求解式(3)，得到扩展子域 i 的 P
iJ ，去掉扩展部分

即得到子域 i 的 PCBF。 
为描述子域间的互耦作用，还要求解每个子域

的 SCBF。将所有其它子域的 PCBF 产生的散射场

作为子域 i 的入射场，可得到一阶 SCBF 的表达式，

如式(4)所示。依此类推，更高阶的 SCBF 表达式如

式(5)所示： 
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1( )
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e S P
ii i ij j

j j i
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求解式(4)和式(5)并去除扩展部分，即可得各阶

SCBF。从式(4)和式(5)可以看出，在求解 SCBF 时，

需要进行大量的矩阵矢量相乘运算，这将耗费大量

的时间。 
设 SCBF取至 2S

iJ ，则考虑PCBF及各阶 SCBF
后的电流表达式为 

1 2, 1,2, ,t P S S
i i i i i i ia b c i M= + + =J J J J "   (6) 

将式(6)代入到式(2)中，然后对方程两边同乘 T[ ]P
iJ , 

1 T[ ]S
iJ , 2 T[ ]S

iJ ，最终形成一个缩减矩阵 RZ ，其维

数为kM kM× ，其中k 为 CBF 的阶数，M 为子域

的个数，且满足kM N<< 。据此可构造以下线性方

程组： 
R R=⋅Z Vα              (7) 

其中 
T , 1,2, , ; 1,2, ,R

ij i ij jZ i M j M= = =⋅ ⋅J Z J " "  (8) 
T , 1,2, , ; 1,2, ,R

i i iV i M j M= = =⋅J E " "     (9) 

式中 iJ 为 P
iJ , 1S

iJ , 2S
iJ ; jJ 为 P

jJ , 1S
jJ , 2S

jJ 。则系数矩

阵α可通过求解式(7)获得，代入式(6)，便可得到待

求表面电流 t
iJ 。从式(8)可以看出，缩减矩阵里每一

个元素都包含了一个矩阵矢量相乘，这也将需要消

耗大量时间。 
2.2 快速偶极子法 

由文献 [19]可知，当场点与源点的距离大于

0.15λ时，每个三角单元对可等效为一个电偶极子。

第m 个等效偶极子与第n 个等效偶极子的互阻抗元

素可表示为 
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式中 ( )c c
m m m ml − += −m r r , ( )c c

n n n nl − += −m r r , ml , nl
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分别为三角单元对 mT± , nT± 的公共边长， c
m
±r 和 c

n
±r

分别表示三角单元对 mT± , nT± 质心的位置矢量，

mn m n= = −R r r r 为第m 个等效偶极子与第n 个等

效偶极子的距离矢量， ( )/2c c
m m m

− += +r r r 和 n =r  
( )/2c c

n n
− ++r r 分别表示标号为m 和n 的偶极子的中

心位置矢量， 2[1 1/( )]/C jkR R= + , R = R , l =R  
/RR , k 和 η为自由空间的波数和波阻抗。 

快速偶极子法 [9 12]− 是在等效偶极子法的基础上

提出来的，类似于快速多极子法(FMM)。首先将未

知量进行分组，将所有等效之后的偶极子模型按照

其中心位置分配到不同的组中，然后根据组与组之

间的距离，分为近场组和远场组。本文取 ( , )B i j  

/ijR a= , ijR 为 两 个 组 之 间 的 距 离 ， ijR =  
2 2 2( ) ( ) ( )i j i j i jx x y y z z− + − + − , ( , , )i i ix y z , ( , ,j jx y  

)jz 分别为组 i 和组 j 的中心坐标，a 为组的边长，

当 ( , )B i j b≥ (本文 2b = )时，就可以把这两个组看成

是远场组。若用 in 表示组 i 的近场组集合， if 表示组

i 的远场组集合，则在求解SCBF时，式(4)中矩阵矢

量积可以写成 
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其中m i∈ ,n j∈ 。  

对于近场组，采用传统矩量法和等效偶极子法

相结合直接求解的方法，当场点与源点的距离

0.15R λ≥ 时，采用等效偶极子法来加速填充阻抗矩

阵元素，当 0.15R λ< 时则用传统矩量法。对于远场

组，则采用快速偶极子法计算。假设组 i 和组 j 是一

对远场组，第m 个等效偶极子与第n 个等效偶极子

分别属于组 i 和组 j ，则式(10)中的R和 R 为 

= m n ij mi nj− = + −R r r r r r         (12) 

m n ij mi njR = − = + −r r r r r        (13) 

其中 ij oi oj= −r r r , mi m oi= −r r r , nj n oj= −r r r , oir 和

ojr 分别为组 i 和组 j 的中心位置矢量，将R 用泰勒

级数展开近似得 
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对式(10)做以下近似： 
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    则式(10)可以写为 
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E
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其中 2[1 1/( )]/ij ijC jkr r= + , ij ijr r� � 是并矢，I 为单位并

矢。则式(11)可以写为 
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从式(21)可以看出，远场组间的矩阵矢量积转换为 3

个部分：(1) 聚集 ( )P
n n jin j∈∑ J M r ；(2)转移 ( )

E
ij ijT r ；

(3)发散 ( )m ijM r 。 ( )m ijM r 和 ( )P
n n jin j∈∑ J M r 可以看

成是发散函数和聚集函数， ( )
E
ij ijT r 则为转移函数，

这 3 个函数不包含格林函数因子，也不存在耗时的

积分运算，同时远组之间的互阻抗元素不需要存贮，

即用即算。并且 ( ) ( )
E P
ij ij n n jin j∈

⋅∑T r J M r 可以被组 i  

的每个偶极子重复利用，运算量由 ( )i jO N N 降为

( )i jO N N+ ( iN 和 jN 分别为组 i 和组 j 的等效偶极

子个数)，由此得到的加速效果是很显著的。同样，

其它高阶的 SCBF 可类似求出。同理，远场组部分

的缩减矩阵元素也可以用快速偶极子法加速计算。 
2.3 改进的快速偶极子法 

由式(15)，式(16)可知，相位中的距离R 用泰勒

级数展开式近似，幅度项中的R 用两个偶极子所在

组的距离 ijr 所代替，并没有考虑到式(10)中存在的

Rα ( 1, 2, 3)α = − − − 所带来的误差。所以为了提高计

算精度，就必须加大远组的判断距离条件，这就大

大降低了计算效率。为了提高计算精度和效率，将

Rα 泰勒级数近似展开： 
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由于远组之间的距离 ,ij mi njr r r>> ，为了兼顾效率和 

精度，本文省略式(22)中最后的平方项， 2
mi nj

ijr
α

⋅r r
不 

易于分离，并且对计算精度影响不大，可以省去。

则式(22)可以写为 

m nR R Rα α α≈ +             (23) 

其中 
2

2

1
2 2

ij mi mi
m ij

ij ij

r
R r

r r
α α α
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r r�
       (25) 

将式(23)重新代入到式(10)中，其中 l 1
ijR

−≈R r ，整

理得 

( ) ( ) ( )
E
ijmn m ij ij n jiZ ≈ ⋅ ⋅M r T r M r       (26) 
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          (29) 

将式(26)代入式(11)和式(8)中，即可用 IFDM
加速求解 SCBF 和填充缩减矩阵。另外，为了加快

缩 减 矩 阵 填 充 时 间 ， 远 组 之 间 的 ( )m ijM r  

1
( ) ( )jN E P

ij ij n n jin=
⋅ ⋅∑ T r J M r 不需要重新计算，只需将 

求解次要特征基函数时的结果保存下来即可，虽然

内存增加一点，但是填充缩减矩阵时间却大大减少。 

3  数值计算与结果 

本文所有计算均在Intel(R) Core(TM) i3-2120 

3.30 GHz, 2.9 GB RAM的PC上完成，编译器采用

VC6.0，所有算例均采用双精度浮点计算，运用传

统CBFM方法计算时，未采用等效偶极子方法来加

速阻抗矩阵元素填充，缩减矩阵填充使用了将求解

次要特征基函数时的矩阵矢量积结果保存以加快缩

减矩阵填充的方法。 

算例 1  研究了64个离散正方形导体平板的双

站电磁散射特性。每个平板的边长为0.5 m，相邻平

板间隔0.5 m。用三角单元剖分平板，单元数为8832，

未知变量数为12224。入射波频率为500 MHz，沿 z−

方向入射。将每个平板划为一个子域，分别用CBFM, 

FDM-CBFM和IFDM-CBFM方法计算HH极化的双

站RCS, CBF取至4阶，采用FDM-CBFM, IFDM- 

CBFM方法计算时，远组判断距离条件分别为b=3, 

b=2, HH极化双站RCS如图1所示。从图1可知，

IFDM-CBFM(b=2), FDM-CBFM(b=3)计算得到

的RCS曲线与CBFM吻合较好。 

算例 2  研究了带锥圆柱体的双站RCS，圆柱

长度为5 m，半径为0.1 m，锥体高度为0.3 m。用三

角单元剖分该锥体圆柱，单元数为7132，未知变量

数为10698。根据该目标的外形结构，将其沿x 方向

划分为10个子域，相邻子域间扩展0.15λ，扩展后未

知变量数为12319，入射波频率为1GHz，沿 z− 方向

入射，经计算得到的HH极化双站RCS曲线如图2所

示，CBF取至12阶。由图2可知，IFDM-CBFM (b=2), 

FDM-CBFM(b=3)计算得到的RCS曲线和CBFM吻

合较好，这也说明了IFDM-CBFM分析具有尖锐结

构的目标时也具有较高的精度，适应性较强。 

两个算例所消耗的 CPU 时间、内存、表面电流

误差如表 1 所示。其中，误差定义为： CBFM 2(|| ||x −I I  

CBFM 2/|| || ) 100%×I , xI 为采用 FDM-CBFM, IFDM- 

CBFM 方法计算出的电流系数向量， CBFMI 为采用

传统 CBFM 方法计算出的电流系数向量， 2• 表示

向量的 2 范数。为了提高精度，FDM-CBFM 加大

了远组判断距离条件，从而降低了计算效率， 在同

等精度条件下，IFDM-CBFM 在节省时间和内存上

具有更大的优势。另外，从表 1 可以看出，新方法

在处理离散目标时的计算效率更高，精确度也更好。 
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图 1 64 个导体平板的 HH 极化双站 RCS                        图 2 带锥圆柱的 HH 极化双站 RCS 

表 1 消耗的 CPU 时间与占用内存和表面电流误差比较 

离散平板 带锥圆柱 
计算方法 

内存(MB) 计算时间(s) 误差(%) 内存(MB) 计算时间(s) 误差(%) 

CBFM 1216 7633 - 1572 19611 - 

FDM-CBFM(b=3)  173  497 5.4721  667  3349 7.4042 

IFDM-CBFM(b=2)  115  352 5.2231  431  2013 7.0317 

 

4  结论 

本文研究了一种应用改进的快速偶极子法结合

特征基函数法求解导体目标的电磁散射问题。数值

结果表明：在同等精度下，新方法 IFDM-CBFM 较 
之 FDM-CBFM，能进一步提高计算效率、节省内

存。本文算法为普通微机计算电大目标的电磁散射

特性提供了一种新的方法，尤其是对于处理离散目

标的电磁散射特性问题，具有一定的优势。 
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