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低剂量 CT 的线性 Bregman 迭代重建算法 
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摘  要：针对降低 X 线源管电流来减少辐射剂量的实现方案所引起的投影图像低信噪比的情况，该文提出一种新

的低剂量 CT 图像重建模型。总的优化目标函数采用泊松噪声的负对数似然函数作为数据保真项，采用待重建图像

的稀疏性先验信息作为正则项。保真项能够克服加性高斯模型不能有效刻画噪声性质的缺点，正则化项能够改善测

量低信噪比所引起的不适定性。求解过程中采用线性化 Bregman 迭代格式，将原目标函数分解为变系数的 2 次优

化问题和稀疏性先验去噪问题， 其中的 2 次优化问题中的 2 次项系数采用变系数计算，能够更好地逼近原始的保

真项，从而加快收敛速度。在低剂量扇形束成像的条件下，对仿真模型进行了数值试验，并同传统的滤波反投影算

法、极大似然算法和加权 2 范数重建算法进行了比较，验证了该文算法的有效性。 
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Abstract: A new low dose CT reconstruction model is proposed under the condition of low signal-to-noise ratio 

measured data, which are caused by reducing the X-ray source tube current in order to avoid the excessive 

radiation dose. In the objective function of the model, the logarithm likelihood function under Poisson noise is used 

as the fidelity functional, and sparse prior of image transform domain coefficients is used as the regularization 

functional. The fidelity functional is more effective than the additive Gaussian noise model, while the regularization  

the functional can overcome the ill posed problem of image reconstruction expecially in the low-dose situation. By 

using the linearized Bregman iteration, the sum minimization scheme is split into one step of quadratic 

programming with variable coefficient and the other step of the denoising issue. It can accelerate the convergence 

speed through the variable coefficient calculation in the quadratic programming to approximate the original 

fidelity term. Experimental results show that this proposed approach can be successfully applied to low-dose 

fan-beam CT reconstruction and it outperforms some existing algorithms including filter back projection algorithm, 

maximum likelihood algorithm and classical weighted l2 norm reconstruction algorithm. 
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1  引言  

随着CT在医学和工业上的广泛应用，复杂多样

的实际应用场景在高精度、低剂量成像方面提出了

更高的要求。统计数据表明近十年以来以CT为代表
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的医疗照射已经成为全民最大的人为电离辐射来

源， CT 扫描中的辐射对于人体所造成的潜在危害

的研究已经受到越来越广泛的关注[1]。因此，研究新

的低剂量CT技术是关系到全体社会公众及子孙后

代健康的重大课题。 

一次 CT 扫描的总曝光剂量等于单个角度下的

曝光剂量乘以扫描所需的角度个数。新近发展的压

缩感知理论引发了基于稀疏性正则化的应用研究，

文献[2-5]提出新算法在不改变单个角度曝光剂量的
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前提下，能够达到与传统的滤波反投影算法相比，

角度个数减少到原有的 1/5 且不影响断层图像重建

质量。进一步通过降低 X-射线管电流强度(mAs)来
降低每个角度下的曝光剂量，在实际中具有简便易

操作，能够延长 X-射线管的使用寿命，减少 CT 设
备成本等优点，因而具备良好的应用和推广前景[6]。

但是，在降低 X-射线管电流强度带来辐射剂量降低

的同时，会引起投影图像的信噪比降低，如果采用

传统的 CT 重建算法，成像质量会明显的下降，从

而会影响临床诊断结果[7]。因此如何针对 X-射线管

电流强度较低的情况，研究和设计高精度的重建模

型和算法成为研究的热点。 
由于高斯噪声模型仅适用于较高剂量的情况，

针对 X-射线管电流强度较低的成像应用场景，学者

们提出了泊松噪声模型[8]及复合泊松噪声模型[9]。相

比于以滤波反投影(FBP)为代表的解析算法，极大

似然的统计重建方法由于能够更好地适应成像过程

中噪声的统计特性，在低剂量 CT 成像中应用更为

广泛。但是如果直接采用冻结法或交替迭代法求解，

该重建方法往往收敛速度慢，并且多次迭代后会引

起噪声的放大。因此后续的研究对统计重建方法进

行两类改进。第 1 类是不改变优化目标，改进求解

极大似然的优化方法，从而改善计算复杂度和收敛

速度。如文献[10]采用代理函数来转移优化目标函

数，使得新的优化函数中的各变量可分离，从而易

于计算，文献 [11]采用分块的有序子集(Ordered 
Subsets, OS)的方法来加速算法的收敛速度。第 2 类

改进方法可以统一为贝叶斯最大后验估计方法的框

架下，通过加入适当的待重建图像的先验信息作为

正则化项，来改善由低剂量所引起的重建问题不适

定性。如文献[4,12]将泊松噪声近似为方差依赖于测

量信号强度的高斯噪声，并引入总变差(TV)正则化

进行重建，文献[13]利用正弦图数据在小波变换域下

稀疏作为先验信息，先对正弦图数据修补然后进行

重建。 
以 TV 半模、变换域下系数的 l1范数约束最小

化为代表的图像稀疏性先验[14,15]在压缩感知成像、图

像去噪与图像恢复等领域取得了重大的突破，应用

效果与传统方法相比取得了显著的提高。然而上述

领域的研究主要集中于高斯噪声(独立于信号的加

性噪声)情形，对于低剂量 CT 成像问题不能够通过

简单的平移一般图像去卷积问题中的模型和算法，

需要针对 CT 成像的泊松噪声模型和待重建物体的

特点研究重建模型以及相应的算法。本文提出了联

合稀疏性先验和泊松似然保真的低剂量 CT 重建模

型。首先分析了 CT 成像下的噪声模型，给出了泊 

松噪声的负对数似然函数及相应的导数信息；以原

始测量数据的负对数似然函数作为保真项，以待重

建图像在某种变换域的系数 l1 模作为正则化项，建

立低剂量 CT 的重建模型；然后采用线性 Bregman 
算法进行求解，并给出了本文算法的收敛性分析；

最后通过数值试验验证本算法的有效性。 

2  低剂量CT成像的负对数似然函数 

假设 X 射线源在给定的时间间隔内发射的光子

个数服从参数为 I 的 Poisson 分布，介质的吸收率分

布为u 的情况下，光子沿着 L 的路径穿透概率为 

exp d
L

s
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫ u ，因此到达探测器单元的光子数 g 服

从参数为 exp d
L

I s
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫ u 的 Po i s son 分布。设 

N∈u R 为未知的吸收率图像， : N M→A R R 为投

影算子的离散形式， ,i ja 表示第 i 根光线通过第 j 个

像素的长度。低剂量 CT 的离散数据退化模型[8]为 

( )P e−Aug I∼               (1) 

其中测量到的投影数据g 的每一个像素 ig 均服从以
[ ]i

iI e−Au 为均值的泊松分布， iI 考虑 X 射线源不同

时间段的差异以及不同辐射探测器单元的响应因

子。假设待重建图像u 已知且每个投影数据的观测

是独立的，可以得到其似然函数为  
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进一步将泊松噪声的负对数似然函数记为：

( )( ) : ln |F p= −u g u ，代入退化模型式(2)中可得 
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其中
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= − +∑ 表示与待重建图像 

u 无关的常数项。并且该负对数似然泛函的梯度向

量和 2 阶 Hessian 阵为 
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3  稀疏性先验的低剂量CT重建模型 

采用贝叶斯最大后验(Bayesian Maximum A- 
posteriori, MAP)估计，综合利用测量数据的噪声模

型和理想图像的先验信息进行图像重建，从而改善

问题不适定性。重建图像u 的最大后验概率估计为 

( ){ }

( ) ( ){ }

argmax |

argmin ln | ln

p

p p

∗ =

= − −

u u g     
u

g u u
u

    (6) 

其中 ( )p u 为原始图像u 的先验概率， ( )|p g u 为泊松

分布的似然函数。MAP 方法等价于式(7)的正则化

模型： 

{ }argmin ( ) ( ) ( )F JΦ∗ = = +u u u u
u

     (7) 

其中 ( )( ) : ln |F p= −u g u 为数据保真项， ( ) :J =u  
( )ln p− u 为正则化项。恰当的重建图像先验分布需

要针对不同类型的待重建图像进行相应的统计建

模，这里选取新近发展的稀疏性正则化[12,13]。稀疏性

正则化 1( )J Dλ=u u ，假设待重建图像在某种变换

D 下得到的变换系数是稀疏的，为了求解简单稀疏

性度量往往选取 l1 范数，即假设系数服从 Laplace
分布。总变差正则化 1( ) TVJ λ λ= = ∇u u u ，假设

待重建图像的有界变差是有限，在离散的情况下等

价于差分向量模的 l1 范数，因此可以将总变差正则

化视为一种特殊的(即选取变换D 为差分运算)稀疏

性正则化。为了具体求解的可行性，下面仅讨论 D
为差分运算(对应于 TV 正则化)和规范正交变换的

情况。正则化参数λ起到调整 Laplace 分布的分散程

度，λ越大分布越集中，即假设系数越稀疏。这样

的假设在医学成像中有着十分广泛的应用场景，对

于 X 射线吸收率成像而言，相同的器官内部的吸收

率往往都是相近的，只有在不同器官的边界吸收率

才会有较大的变化。 

4  线性化Bregman迭代算法 
由于数据保真项中关于待重建图像u 的形式复

杂，正则化项中的 l1 范数也是非线性的，因此直接

求解该模型十分困难。首先将保真项进行二次化近

似，为了更好地利用二阶导数信息，采用改进的

BB(modified Barzilai-Borwein method)方法[16]计算二

阶变系数，并采用线性化 Bregman 迭代格式[17]进行

求解，最后给出迭代格式的收敛性分析。 

首先选取迭代初值为 0 0= =p u 0，迭代格式为 
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其中 ( ) ( ) ( ) ,,
kp k k k k

JD J J= − − −u u u u p u u 为泛函

( )J ⋅ 在 ku 点处与u 的 Bregman 距离， ( )k kJ∈ ∂p u , 
i ( , )

k kF u u 为 ( )F u 在 ku 处的一阶泰勒多项式加上二

次惩罚项，即 
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4.1 二次惩罚项的变系数选取 

采用改进的 BB 方法计算二次惩罚项的系数 kα

为 

( ) ( )( )
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其中 1 2[ ] [ ] [ ]
1 2diag( , , , )

k k k
Mk

MI e I e I e− − −= Au Au AuW " 。

可以看出 kα 为二阶 Hessian 阵 2 ( )F∇ u 的 Rayleigh
商，因此 min max

kλ α λ≤ ≤ 。对于泊松噪声情况下，

改进BB方法利用了当前迭代点处的二阶导数信息，

能够更好地逼近原始保真项 ( )F u 。迭代过程中每一 

步都要计算相邻两步解的误差 1

2

k k−−u u 和像的误 

差 1

2
( )k k−−A u u ，因此二阶惩罚项的变系数 kα 的 

计算代价仅为每次多乘 1 个对角矩阵。 
进一步可估算 2 ( )F∇ u 的最大特征值的上界，注

意到矩阵A 的元素及待重建图像u 的含义取值非

负，因此可得 
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4.2 子问题的快速计算 

线性 Bregman 算法的思想是将固定点迭代和

Bregman 迭代相结合，优点是由于将保真项求解线

性化并采用固定点迭代使得子问题求解变得简单，

同时由于采用了Bregman迭代使得迭代过程中对子 
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问题求解的误差不敏感且收敛速度较快。将迭代格

式(8)整理可得： 

( )( )

( )

21

2

1 1

1

argmin ( )
2

k k k k
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    (12) 

下面只需要求解式(12)中的去噪子问题即可。当

假设待重建图像经过规范正交变换 D 得到的系数是

稀疏的，即选取正则化项为 1( )J Dλ=u u 时，由于

正交变换保能量的性质，因此式(12)中去噪子问题的

求解转化为对变换域系数进行萎缩运算： 

( )( )
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其中 T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]NS s s sτ τ τ τθ θ θ θ= " 为萎缩算子，

( ) sgn( ) max(0,| | )s a a aτ τ= ⋅ − , 1D− 为 D 的反变换。 

当假设待重建图像梯度场模稀疏时，选取总变

差正则化即 TV( )J λ=u u ，式(12)中的子问题为经

典 TV 去噪，可采用 Chambolle[18]对偶空间梯度下

降算法，Beck 等人[19]快速梯度算法等。 
4.3 算法流程及算法收敛性分析 

设置可容忍的误差上界为 tol ，当两次迭代解的

相对误差足够小，或两次迭代解对应的目标函数值

的相对误差足够小，或满足极值优化条件，即 
1

2

2
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k k
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u u

u
， 或
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2

2
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tol
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k k

k
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Φ

−−
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u u

u
或 

2
( ) tolk kF p∇ − ≤u ，迭代停止。出于算法收敛性 

考虑，变系数 kα 的选取还需要进一步满足目标函数

单调下降的条件。根据式(12)设置系数 kα 的初值，

进一步采用类似文献[20]的方法进行单调化处理，每

次将系数 kα 放大 η倍( 1η > )直到满足式(14)： 

( ) ( )1 1

22

k
k k k kδα

Φ Φ+ +≤ − −u u u u     (14) 

其中 δ 为给定的小于 1 的正常数。 

综上可得到本文提出的低剂量 CT 的稀疏性正

则化模型的变系数线性 Bregman 算法(Variable 

Coefficient Linearized Bregman Algorithm, 

VCLBA)流程如表 1 所示。  

表 1 变系数线性 Bregman 算法流程 

变系数线性 Bregman 算法(VCLBA) 

(1)   初始化： tol, 1η > , (0,1)δ ∈ , max 0, 1,kα > =   

, 1k kk α= = =u p 0  

(2)   主迭代：外循环 

(3)           内循环 

(4)             
1

( ( ))k k k k

k
F

α
= − + ∇f u p u  

(5)             1 2
2arg min || || ( )

2

k
k k J

α+ = − +
u

u u f u  

(6)              if 式(14) 不满足，则 k kα δα=  

(7)              else  跳出内循环 

(8)            1 1( )k k k kα+ += −p f u  

(9)            由式(10)计算
1kα +  

(10)           until 满足停止条件，跳出外循环 

(11)          

1

2

2

( ) ( )
tol

( )

k k

k

Φ Φ

Φ

−−
≤

u u

u
, 

1

2

2

tol

k k

k

−−
≤

u u

u
 

或
2

( ) tolk kF p∇ − ≤u ， iterk N≥  

(12)   输出：重建图像
+1ku  

 
式(11)中估计出 2 ( )F∇ u 的最大特征值的上界，

选取 max 1 2 1= max( , , , )F ML I I Iλ ∞≤ A A" ，由此可

知 ( )F∇ u 在可行集{ : 0}≥u u 上是 Lipschitz 连续可

导，即 

i i 22
( ) ( ) FF F L∇ −∇ ≤ −u u u u      (15) 

进一步，与文献[20]中的方法类似可以证明，当

正则化项为凸泛函，总的目标函数有下界，则变系

数线性 Bregman 算法(VCLBA)收敛到满足极值优

化条件的解。 

5  实验结果与分析 
对模拟数据进行仿真实验，来检验算法的有效

性。实验中单位选取为像素，选择图像为 128×128，
观测区域(Field Of View, FOV)的大小为 500，探测

器长度为 800，总的单元个数为 400；假设扇形束成

像，探测器和光源围绕旋转中心等角度间隔地旋转，

设旋转的角度个数为 100；光源到探测器的距离为

950，旋转中心到探测器的距离为 408。为了易于并

行化处理，投影算子A的计算采用像素驱动法进行

计算。 
实验中选用了 Fessler 图像重建工具包 [21] 

(Image Reconstruction Toolbox, IRT)中提供的如

图 1(a)所示的 zubal 模型，实际成像中系统观测区

域为圆形，区域外的数据不必计算，通过图 1 (b)中
所示的掩模矩阵来实现，图 1 (c)中给出了 100 个角

度扇形束仿真得到的无噪投影数据，探测器单元接
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收的电子个数平均为 249.97，最大的光子个数为

632，图 1 (d)中给出伴有泊松噪声的投影数据。 
对图1(d)有噪声的投影图像分别采用直接FBP

算法，ML_Convex算法[10]，PWSL_TV算法[4]和本

文的变系数线性Bregman算法(VCLBA)进行重建。

ML_Convex算法采用代理函数的方法，构造凸函数

来迭代求解极大似然函数；PWSL_TV算法将泊松

噪声近似为高斯噪声，噪声的方差依赖测量信号的

强度，通过加权二范数实现数据的保真，并结合TV
正则化进行重建。当变换D为规范正交阵时，本文 
的变系数线性Bregman算法(VCLBA)第5行的计算 
采用式(13)进行求解，这里称为 VCLBA_ l1算法，

实验中D采用Daubechies2小波变换，具体通过Rice 

Wavelet Toolbox 软件包[22 ]实现；当变换 D 为离散

差分算子(TV 正则化)时，采用 Chambolle[18]对偶空

间梯度下降算法进行求解，这里称为 VCLBA_TV

算法；实验终止条件是选取两次迭代解对应目标函

数值的相对误差小于 0.1。图 2 给出了上述各算法的

重建结果。从重建的视觉效果来看，图 2(a)中的 

FBP 算法效果最差；PWSL_TV 算法相比于

ML_Convex 算法较好，重建图像中显示出原始图像

的吸收率高区域，但是两种算法都存在较多的颗粒

状伪影，不利于诊断；本文的 VCLBA_TV 算法和

VCLBA_ l1算法视觉效果最好，能够清楚地看出原

始图像中吸收率高的区域。 

 

图1 模拟实验图 

 

图 2 重建算法的结果对比 
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进一步采用定量评价指标相对均方误差(RMS)
及峰值信噪比(PSNR)对各种方法进行比较，定义如

下： 
*

2
*

2

RMS 100
−

= ×
u u

u
                   (16) 

( ) ( )2*
2*

1 1

PSNR 10 lgmax
m n

ij ij

i j

u u

m n= =

−
=

⋅∑∑u   (17) 

其中 *u 为原始图像，u 为迭代解。表 2 中列出两种

剂量下的各种算法重建结果与真实图像之间的定量

评价指标。性能指标由差到好依次为：FBP 算法，

PWSL_TV 算法，ML_Convex 算法，VCLBA_ l1
算法，VCLBA_TV 算法，从中可以看出本文提出

算法的有效性。 
图3给出了各种算法的误差演化对比图。图3(a)

给出了各种算法的迭代解相对于原始图像的相对均

方误差随着迭代次数变化的曲线图，可以看出

VCLBA_ l1和 VCLBA_TV 算法迭代 30 次左右已

经达到迭代终止条件，而 PWSL_TV 算法、

ML_Convex 算法迭代到 150 次左右才趋于稳定。

图 3(b)给出了各种算法的迭代解的相对均方误差随 

着 CPU 计算时间变化的曲线，可以看出本文提出的 
两种算法计算速度明显快于另外两个算法。 

6  总结与展望 

在贝叶斯最大后验准则下，采用泊松似然函数

的负对数函数作为保真项，图像在某种变换下具备

稀疏性作为正则化项，建立了低剂量 CT 的重建模

型。与最大似然算法及将泊松噪声近似为加权高斯

的算法相比，本文提出的模型能够兼顾低剂量下的

CT 成像的噪声性质，及通过稀疏性正则化较好地刻

画待重建图像的先验性。针对模型直接求解十分困

难，采用了变系数的线性 Bregman 求解算法，能够

兼顾原模型的有效性和计算复杂度。实验结果表明，

由于选用泊松似然函数的负对数函数作为保真项，

能够较好地适应泊松噪声的统计特性，同时变换域

下系数的稀疏性能够有效匹配图像中的重要局部几

何结构，从而改善重建图像的质量，并且只需较少

次数的迭代即可取得较好的重建结果，具有快的收

敛速度。进一步研究发展的方向可考虑选用更符合

实际情况的复合泊松模型作为噪声模型，稀疏变换

可扩展到新近发展的具有快速正反变换的稀疏框架

(如小波变换、脊波变换等)及稀疏字典。 

表 2 各算法的重建图像定量指标比较 

平均光子个数 性能指标 FBP ML-Convex PWSL_TV VCLBA_l1 VCLBA_TV 

RMS 33.38 21.59 24.73 12.67 10.68 
249. 97 

PSNR 17.73 21.52 20.34 26.15 27.63 

RMS 14.19  8.17 11.78  6.12  6.02 
2499. 93 

PSNR 25.15 29.96 26.78 32.46 32.62 

 

 

图 3 不同算法误差演化对比 
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