
第 35 卷第 9 期                             电  子  与  信  息  学  报                               Vol.35No.9 

2013 年 9 月                       Journal of Electronics & Information Technology                        Sept. 2013 
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摘  要：采样和重构是信号处理的基本问题。已有的分数阶傅里叶域采样理论是对理想的采样系统进行分析的，工

程中的 A/D 和 D/A 转换是基于采样保持电路实现的，该文在分数阶傅里叶域对采样保持系统进行分析，提出一

个可行的工程采样和重构模型，该模型仅需在传统采样保持系统上增加两级乘法器就可实现。所得结果进一步完善

了分数阶傅里叶域采样定理，为分数阶傅里叶域采样定理的实用化提供了理论基础。 
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Abstract: Sampling and reconstruction is a basic issue in signal processing. The known sampling theory in the 

FRactional Fourier Transform (FRFT) domain is based on the analysis of ideal sampling system. The actual 

Analog-to-Digital conversion is implemented through sample-and-hold circuits. This paper analyzes the actual 

sample-and-hold system in the FRFT domain, and then makes a feasible sample and reconstruction model. This 

model can be realized by adding two multipliers to the traditional sample-and-hold system. The result obtained in 

this paper makes the sampling theorem for the FRFT domain more perfect, and provides the theoretical 

foundation for practical implementation of sampling theorem in the FRFT domain. 
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1  引言  

采样和重构是信号处理的基本问题，传统的奈

奎斯特采样定理对采样前后的带限信号进行频域分

析，找出二者之间的关系，从采样后的信号中无失

真地重构出原始带限信号。傅里叶变换起到了将信

号从时域变换到频域的作用，但它只能得到信号的

整体频谱而无法描述信号的时频局部特性，这在分

析非平稳信号(例如 chirp 信号)时非常不利。为了分

析和处理非平稳信号，人们提出了很多新的信号分

析理论：分数阶傅里叶变换、短时傅里叶变换、

Wigner 分布、Gabor 变换等。其中分数阶傅里叶变

换作为傅里叶变换的广义形式，近年来受到了信号

处理和通信领域研究学者的关注 [1 9]− 。 
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分数阶傅里叶域采样定理也得到了研究 [10 15]− ，

为传统的采样定理做了更为广义的分析，而且能以

低于奈奎斯特采样率处理 chirp 类信号，然而，现有

的分数阶傅里叶域采样定理针对的是理想均匀冲激

串采样，并不具备工程实用性。实际的 A/D 转换由

采样保持电路组成，输出为零阶保持信号。本文在

分数阶傅里叶域对实际采样保持系统进行分析并改

进，给出了从零阶保持信号中恢复原始信号的方法，

为分数阶傅里叶域采样定理的实用化提供了理论基

础。 

2  理想均匀冲激串采样信号的分数阶傅里

叶变换 

连续时间分数阶傅里叶变换的定义为[2] 

[ ]( ) ( ) ( , ) ( )dF x u X u K u t x t tα α α

+∞

−∞
= = ∫     (1) 

其中α表示时频平面上绕原点顺时针旋转的角度，

( , )K u tα 为核函数，定义为 
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对模拟信号 ( )cx t 进行周期采样，理想模型将采样步

骤简化为周期冲激串与输入信号的乘积。 

 ( ) ( ) ( )s c
n

x t x t t nTδ
+∞

=−∞

= −∑          (3) 

在分数阶傅里叶域针对理想采样情况进行了分析，

可得 ( )sx t 的分数阶傅里叶变换[15]为 
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2 21
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u u
j j

s s c
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∑  (4) 

理想采样的时域和分数阶傅里叶域如图 1 所

示。 

 

图1 时域采样对分数阶傅里叶域的影响 

3  零阶保持信号的分数阶傅里叶变换 

实际上，经过工程采样后得到的是零阶保持信

号，可表示为[16] 

 0 0( ) ( ) ( )c
n

x t x nT h t nT
+∞

=−∞

= −∑       (5) 

其中 0( )h t 是零阶保持系统的冲激响应，即 

其它0

1,    0
( )

0,    

t T
h t

⎧ < <⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩
            (6) 

采样保持系统可等效为冲激串调制紧跟着零阶保持

系统的线性滤波： 

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )c s
n

x t h t x nT t nT h t x tδ
+∞

=−∞

= ∗ − = ∗∑ (7) 

在傅里叶域已经证明可以从零阶保持信号 0( )x t

中重构出原始信号 ( )cx t [16]，本文考虑在分数阶傅里

叶域对零阶保持信号 0( )x t 进行分析，尝试重构出原

始信号 ( )cx t 。如式(7)所示，采样保持系统可以等

效为 ( )sx t 和 0( )h t 的卷积，如果直接对该式进行分数

阶傅里叶变换，根据线性卷积的分数阶傅里叶变换

性质[17]，零阶保持信号的分数阶傅里叶变换为 
2 2

tan tan
2 2

0 0( ) sec ( ) ( sec )
u u

j j

sX u e X u e h u
α α

α αα α
− ⎡ ⎤

⎢ ⎥= ∗⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

(8) 

可见， 0 ( )X uα 不能保持延拓的准周期频谱形状，很

难恢复出原始波形 ( )cx t 。 

4  修正的采样保持系统及其分数阶傅里叶

域描述 

由于希望分数阶卷积具有如式(4)所示的卷积

形式，从而轻易得到 ( )cX uα 的周期或准周期延拓形

式，方便信号重构。我们考虑采用另一种分数阶卷

积定理[18]。其定义和性质如下： 
2
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对采样保持器的输入和输出分别乘以
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图 2 经过修正的采样保持系统 
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得到 

0 0, /2( ) 1 cot ( ) ( csc )sX u j X u H uα πα α= −    (14) 

其中 0, /2( )H uπ 为矩形信号 0( )h t 的傅里叶变换，为

sinc 函数，所以 0, /2( csc )H uπ α 也具有压缩的 sinc 形
状，即 
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经过修正的采样保持系统中各部分信号的分数阶傅 

里叶变换域频谱如图 3，图 4 所示。 
由上面的推导可以看出，在分数阶傅里叶变换

域，修正的采样保持系统中的输出信号在分数阶傅

里叶变换域是原输入信号的周期复制版本，复制周

期是2 |sin / |Tπ α ，只是幅度谱复制时受到 sinc 函数

的调制。 

5  分数阶傅里叶域带通信号采样定理 

如果 ( )cx t 为定义在分数阶傅里叶域上的带通

信号，即 

( ) 0,    c l hX u uα Ω Ω= < <         (17) 

其中 w h lΩ Ω Ω= − 为带通信号 ( )cx t 的在分数阶傅里

叶域下的带宽，信号的分数阶傅里叶变换域频谱如

图 5(a)所示。 
对 ( )cx t 进行理想均匀冲激串采样，为了避免采

样后的信号 ( )sx t 在分数阶傅里叶域上出现混叠，如

图 5(b)所示，需满足分数阶傅里叶域带通信号的采

样定理[15]： 
2 | csc | 2 | csc |

,   1
1

2 csc ,       1

h l
s

s h

N
N N

N

Ω α Ω α
Ω

Ω Ω α

⎧⎪⎪ ≤ ≤ ≠⎪⎪ −⎨⎪⎪ ≥ =⎪⎪⎩

  (18) 

其中N 满足 [ ]1 int /h wN Ω Ω≤ ≤ , 2 /s TΩ π= 为采样

率。 

如图 5(b)所示，假设在 ,l lΩ Ω⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦
之间最多存在

max 1N − 对频谱，且互相不混叠，需要满足[19]： 

max( 1) 2 2w lN Ω Ω− ⋅ ≤          (19) 

则，带通信号上截止频率可表示为带宽的整数部分

和小数部分： 

maxh w wN KΩ Ω Ω= +          (20) 

其中 [ ]max int /h wN Ω Ω= , 0 1K≤ < 。 
当采样率取最小值  minwsΩ ，可得 

 
图 3 修正的采样保持系统的分数阶傅里叶变换域幅度谱 

 
图 4 修正的采样保持系统的分数阶傅里叶变换域相位谱 
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图 5 重构的信号 

 min
max

2 |csc | 1s w
K

N
Ω Ω α

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
       (21) 

根据式(21)可画出最小采样频率  minsΩ 与带通信号

上截止频率 hΩ 的关系曲线如图 6 所示[20]。 

 

图 6 带通信号最小采样率  minsΩ 和上截止频率 hΩ 的关系曲线 

可以看出，对于分数阶傅里叶域窄带高频信号

( h wΩ Ω )，其最小采样频率近似等于2 |csc |wΩ α 。 
采样率 sΩ 满足带通采样定理时，很明显，设计

一个分数阶傅里叶域理想带通滤波器对采样信号

( )sx t 进行滤波就可恢复出原始信号 ( )cx t ，其数学

表述为[15] 
( ) [ ]( )
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该式为分数阶傅里叶域带通信号的重构公式。 

6  基于分数阶傅里叶变换的采样保持系统 
的信号重构 
分数阶傅里叶域带通信号采样定理讨论了对带

通信号 ( )cx t 进行理想采样后的重构方式，现在讨论
对带通信号 ( )cx t 经过修正的采样保持系统所输出
的零阶保持信号 0( )x t 中恢复出原始信号 ( )cx t 的方
法。 

由图 3 可见，在分数阶傅里叶域，零阶保持信

号 0( )x t 的频谱 0( )X u 与理想采样信号 ( )sx t 的频谱

( )sX uα 在位置分布完全相同，因此式(21)所述的分

数阶傅里叶域带通采样定理仍然适用。 
由 式 (16) 可 知 ， 0( )X u 受 到 1 cotj α− 和

0, /2( csc )H uπ α 的 影 响 而 区 别 于 ( )sX uα ， 其 中

1 cotj α− 产生固定幅度增减和相位偏移效果，而

0, /2( csc )H uπ α 则产生 sinc 形状幅度影响和渐变的相

位偏移，如图 7(b)所示。 
为了消除幅度和相位影响，从 0( )X u 中得到原

始信号频谱 ( )sX uα ，需要设计一个有补偿作用的重
构滤波器来取代原有的理想带通滤波器 ( )H uα ，如
图 7(c)所示。 
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(23) 
 

 
图 7 采样保持系统的信号重构 
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利用该滤波器与零阶保持信号的频谱 0( )X u 相

乘，可得到原始信号的分数阶傅里叶变换 ( )cX uα ，

对其进行分数阶傅里叶逆变换，得到原始信号

( )cx t 。至此，经过修正的采样保持系统所输出的零

阶保持信号 0( )x t 中恢复出原始信号 ( )cx t 的重构手

段得证。 

7  仿真分析 

本节通过仿真分数阶傅里叶域带限信号在采

样、保持过程中的频谱变换规律和重构效果，仿真

参数： (0.9/2)α π= ，采样率 20 Hzsf = ，信号时间

长度为 [ ]10 s,  10 s− 。 
为方便观测频谱形状变化，设计一个分数阶傅

里叶域带限信号，其时域的幅度和相位如图 8(a), 

8(b)所示，其分数阶傅里叶域 ( )cX uα 如图 8(c), 8(d) 

所示，幅频响应在带内(2 = 7.9015, 7.9015 2wΩ π⎡ ⎤− ×⎢ ⎥⎣ ⎦ ) 
平坦，相频响应始终为 0。图 8(e), 8(f)为经过理想

均匀采样时域信号 ( )sx t 的幅度和相位，其分数阶傅

里叶域 ( )sX uα 如图 8(g), 8(h)所示，幅度谱出现了周

期延拓现象( 2 sin 19.7538 2s sfΩ π α π= = × )，相位

谱则没有周期性。将 ( )cx t 送入经过修正的采样保持

系统(如图 2 所示)后，得到采样量化信号 0( )x t 如图

8(i), 8(j)所示，其分数阶傅里叶域 0( )X u 的分数阶傅

里叶域如图 8(k), 8(l)所示，幅度谱周期延拓和理想

采样一致，但出现了 sinc 包络衰减。图 8(m), 8(n)
为具有补偿 sinc衰减的重构滤波器 ( )H uα ，对 0( )X u

进行滤波可恢复出带限信号 ( )cX uα 如图 8(o), 8(p)
所示。 

8  结论 

本文在分数阶傅里叶域对工程采样模型进行了 

 

图 8 分数阶傅里叶域带限信号在采样、保持过程中的频谱变换规律和重构效果 
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分析，得到了分数阶傅里叶域采样保持系统的特点，

并根据分数阶傅里叶变换的性质，构建了可以重构

的分数阶傅里叶域采样和保持系统，实现了分数阶

傅里叶域带限信号的采样保持和重构。以上结论为

采样保持系统的傅里叶域分析提供了更为广义的分

析手段，进一步完善了分数阶傅里叶域采样理论，

为分数阶傅里叶域采样定理的实用化解决了一个关

键问题。分数阶傅里叶域采样和重构系统能够以低

于奈奎斯特采样率的速率采样和重构 chirp 信号，具

有非常好的实用价值。 
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