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时变有色观测噪声下基于变分贝叶斯学习的自适应卡尔曼滤波 

徐定杰    沈  忱*    沈  锋 
(哈尔滨工程大学自动化学院  哈尔滨  150001) 

摘  要：针对卡尔曼滤波中观测噪声是有色的且随时间变化这一情形，该文提出基于变分贝叶斯学习的自适应卡尔

曼滤波算法。该算法先利用差分法，将时变噪声模型当中的有色观测噪声进行白化处理，从而使模型转换成了过程

噪声与观测噪声相关的白噪声模型。考虑噪声相关条件下的卡尔曼滤波，并使之与变分贝叶斯学习结合，将白噪声

方差与系统状态变量一起作为参数进行联合的递推估计。仿真结果表明，该自适应算法对时变的噪声具有较好的跟

踪效果，相对经典卡尔曼滤波有着较高的滤波精度，最终得到时变有色观测噪声下的状态估计。 
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Adaptive Kalman Filtering with Time-varying Colored 
Measurement Noise by Variational Bayesian Learning 

Xu Ding-jie    Shen Chen    Shen Feng   
(College of Automation, Harbin Engineering University, Harbin 150001, China) 

Abstract: An adaptive Kalman filtering algorithm based on variational Bayesian learning is suggested to cope with 

the problem in which colored and time-varying measurement noise is introduced. By use of differencing, the model 

is converted back to a normal model in which measurement noise is white but correlated with process noise. 

Kalman filtering is modified owing to the correlation and variational Bayesian learning is combined to jointly 

estimate the measurement noise and the state in a recursive manner. The simulation results demonstrate that this 

adaptive algorithm is capable of tracking time-varying noise and provides more accurate state estimation than 

standard Kalman filtering with colored and time-varying noise.  
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1  引言  

经典卡尔曼滤波算法假设噪声是零均值的高斯

白噪声，但是这只适用噪声相关性较弱的情形，而

在大多数诸如导航、定位和制导等工程应用领域当

中，这种相关性并不能够近似忽略，否则会使滤波

效果显著降低。于是，在系统建模时就有必要考虑

有色噪声[1]。此外，卡尔曼滤波器的输入是统计信息

确定并保持不变的噪声，事实上，噪声统计参数，

或者系统的模型参数，在实际应用中很有可能是未

知的，且有可能随着系统本身或者量测环境的变化

而发生变化。这就需要通过自适应滤波，在滤波过

程中不断更新噪声统计信息或者系统模型结构参

数，以便对感兴趣的系统状态变量进行更好的估计。

文献[2]对自适应滤波的方法做了归纳，其中，贝叶
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斯法可以在理论上解释其它所有方法，但由于贝叶

斯法涉及概率密度函数的计算，通常由于被积函数

形式较为复杂，或者变量维数较高，难以得到解析

解，所以贝叶斯法难以在实际应用中得到推广。 
正因为直接运用贝叶斯方法对感兴趣参数的概

率分布计算较为复杂，Beal[3]在他的博士论文中，在

贝叶斯框架下提出了变分贝叶斯学习的概念。它最

早源于机器学习领域，是一种在得到最优解较为困

难的前提下，用近似的方法去寻求次优解。该方法

的核心是提议用一个函数形式较为简单的概率分

布，在一定的准则下去不断逼近原分布，直至两个

分布可以近似认为相同。这属于一种确定性近似方

法。一方面，所谓确定性，就是只要待估计的参数

的先验分布属于共轭指数域，则它的后验分布也一

定属于该域，并拥有着与先验相同的函数形式，区

别在于分布参数不同[3]。近似函数正是按照这个原则

建立的。它有别于以马尔科夫链蒙特卡洛方法为代
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表的随机性近似方法，通过不断采样获得参数的概

率分布[4]。此类近似方法的缺点在于采样计算量相对

较大，在实时性要求较高的领域内应用十分受限。

而同样作为贝叶斯意义下的近似求解方法，变分贝

叶斯学习方法收敛速度快，也有着不错的估计精度。

另一方面，变分贝叶斯学习假设估计的参数条件独

立，对于各变量之间关联性不强的模型，这是一个

有效简化计算的方法。譬如，变分贝叶斯学习先后

已经用于独立成分分析[5]、语音增强[6]、盲源分离[7]

等固定统计模型的参数问题中。近年来，变分贝叶

斯学习算法的这些优点逐渐被更多的学者所关注，

该方法已经拓展到实时系统中的参数估计与滤波问

题中来。Vrettas 等人[8]将此方法用于随机系统的参

数估计中；Sarkka 等人[9]将变分贝叶斯学习用于卡

尔曼滤波的白噪声方差估计；Ait-El-Fquih 等人[10]

将它用于解决卡尔曼滤波中新息矩阵的计算问题；

文献[11]在文献[9]的基础上考虑了系统有未知输入

的情形，并结合解耦方法，对未知输入、状态变量

与噪声方差进行联合估计。受文献[11]启发，考虑到

有色噪声在工程应用中更具有一般性，本文以此为

假设，对模型进行优化处理，得到噪声相关的卡尔

曼滤波模型，通过对该模型的卡尔曼滤波进行调整，

再利用变分贝叶斯对系统的模型结构进行学习，实

时估计可能变化的白噪声，最终得到有色噪声环境

下自适应的变分贝叶斯卡尔曼滤波器。 

2  变分贝叶斯学习 

根据贝叶斯准则，用X代表观测数据矢量的集

合，Θ表示d 个未知模型参数的集合，即 1[ ,θ=Θ  

2, , ]dθ θ" ，则该参数的后验分布可表示为 
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如引言所述，当联合概率密度函数 ( , )p X Θ 形式

较为复杂，或者Θ维数过高时，难以得到后验分布

的解析表达式。本文采用的变分贝叶斯学习算法，

提议用一个新的分布 ( )q Θ 来逼近 ( | )p XΘ 。通常用

Kullback-Leibler (KL)散度来衡量两个分布之间的

差异，即 KL( ( ) ( ))q p XΘ Θ 。而 KL 散度又满足 
KL( ( ) ( )) 0q p ≥XΘ Θ ，当且仅当 ( ) ( )q p= XΘ Θ 时

散度为零。要使 ( )q Θ 尽可能逼近真实后验分布

( | )p XΘ ，就需要最小化KL( ( ) ( ))q p XΘ Θ 。而 KL
散度满足 
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对式(2)关于Θ求导，得到各个参数的近似分布的通

解表达式如式(3)[12]： 
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共轭指数域函数的性质可以保证每个计算得到

( )iq θ 的分布的形式都与其真实后验的形式相一 
致[3]。注意到该通解表达式为隐式解，每个参数 iθ 的

计算需要已知Θ内其它参数 j iθ ≠ 的概率分布，并在

此概率分布下求对数联合概率密度函数关于 j iθ ≠ 的

期望。在变分贝叶斯学习中，应该首先根据先验知

识给超参数赋值，并初始化各个需要估计的参数，

然后按式(3)进行迭代计算，直至算法收敛。 

3  模型概述 

在经典卡尔曼滤波适用的状态空间模型中，通

常假设观测噪声与过程噪声不相关，并均为零均值

白噪声。本文所研究的离散时间的状态空间模型，

互相关协方差矩阵将不为零，且观测噪声为有色噪

声，其状态方程和观测方程可以表示为 

1 1k k k k

k k k k

− − ⎫= + ⎪⎪⎪⎬⎪= + ⎪⎪⎭

X X w

Z H X v

Φ
           (4) 

其中，过程噪声 kw 是方差阵为 kQ 的n 维白噪声序

列，观测噪声 kv 为m 维有色噪声序列。  
对于有色噪声，一个基本的白化方法是系统状

态增广法，但是这会导致新的观测方程的方差阵为

零矩阵，这与本文研究目的矛盾，从而失去自适应

滤波的意义。所以，为了使观测噪声的方差阵存在

于观测方程，本文采用差分法生成新的白噪声。定

义有色噪声序列 kv 满足式(5)： 
0

1k k k−= +v Vv v              (5) 

其中 0
kv 为方差阵为 kR 的白噪声序列，V 为系数矩

阵。再重新定义新的观测 *
kZ ，使其满足 

*
1 1k k k− −= −Z Z VZ            (6) 

根据状态方程，将等式右边继续展开可以得到 
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于是得到的新的观测方程 * * *
k k k k= +Z H X v 中的噪

声序列 *
kv 为白噪声序列，新的观测噪声方差阵同样

可以通过求期望得到，即 

( )( )T* *T 0 0
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注意到此时 *T T
1E[ ]k j k k+=w v Q H ，不为零矩阵，说明
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过程噪声与观测噪声相关，需要在后续推导滤波方

程时考虑互相关矩阵 T
1k k k+=S Q H ，其维数为

n m× 。 

4  改进模型的自适应卡尔曼滤波 

当原先含有有色噪声的模型经过白化处理后，

模型待估计的参数为系统状态 kX 与新的观测噪声

方差阵 *
kR 。这样，根据广义贝叶斯滤波理论，自适

应滤波问题就转换成了在序贯得到新的观测量 *
kZ

后，对 kX 与 *
kR 的联合递推估计。它们的联合概率

密度函数为 

( ) ( )
( ) ( )
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而根据 Chapman-Kolmogorov 方程，又有 
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式(9)与式(10)分别是广义贝叶斯滤波下的更新方程

与预测方程。一般情况下，先验概率密度函数式(10)
中变量的概率分布形式复杂，右侧的积分运算比较

困难，从而使后验概率密度函数式(9)也难以得到确

定的表达式。但是考虑卡尔曼滤波的适用条件，在

贝叶斯意义下，根据先验知识，式(9)中的系统状态、

噪声方差以及观测序列的联合概率密度函数 ( ,kp X  
* *

1:, )k kR Z 可以看作是 3 个独立分布的乘积为 
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其中N( )i 代表高斯分布，IG( )i 代表逆伽马分布， 2
,k iσ

为方差阵 *
kR 中对角线上第 i 个元素。根据共轭指数

域函数性质，在变分贝叶斯学习算法中，若用提议

分布 ( )kq X 与 2
,( )k iq σ 分别去逼近 *

1: 1( | )k kp −X Z 与
2 *
, 1: 1( | )k i kp σ −Z ，则它们一定分别服从高斯分布与逆伽

马分布。但是考虑到过程噪声与观测噪声相关，式

(11)中的分布需要做等价变形，根据文献[13]的分

析，可以得到在噪声相关条件下新的观测量的概率

分布满足： 
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其中，上标“−”表示估计值的先验。于是可以运

用通解式(3)的结果分别计算 ( )kq X 与 *( )kq R 。为使计

算方便，等号两边取对数。 
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根据式(13)的形式，可以看出 ( )kq X 是一个高斯分

布，满足 ( ) N( , )k k k kq =X X m P ，其方差阵和均值

分别为 
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同理有 

( )

( )( )( )( )

* 2
, ,

1

,2
,1

2
1* T

1
ln 1 ln

2

1 1
             E

2

            + +

k

d

k k i k i
i

d

k i
k ii

k k k k k
i

q

C

α σ

β
σ

−

=

−

=

−−

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥= − − − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡
⎢− +⎢
⎢⎣

⎤⎡ ⎤
⎥⎢ ⎥⋅ − ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎦

∑

∑ X

R

Z H S P X (16) 

所以， *( )kq R 是新的d 个相互独立的逆伽马分布的乘 

积， ( ) ( )* 2
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因此，式(15)中的 *
kR 的估计值可以根据逆伽马分布

的性质求得 
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运用高斯分布的性质 T TE[ ]k k k k k= +x x m m P ，可以

进一步展开式(16)中的期望的表达式 
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回顾变分贝叶斯参数估计的步骤，只需在每个 k 时

刻的更新步骤中，利用变分贝叶斯更新方程式(17)
与式(18)，对噪声参数进行迭代更新，直至得到最

优的估计值。有了更准确的噪声统计信息后，再将

该噪声方差的估计值作为输入传递给卡尔曼滤波

器，使滤波器能够输出更精确的状态估计。最后进

入下一个 1k + 时刻的预测步骤。 
在预测步骤中，首先考虑系统状态。因为系统

状态变量的变化规律满足 1k k k−=X XΦ ，而 kX ∼  
N( , )k k k

− −X m P ，所以有预测方程 

1k k k
−

−=m mΦ                 (21) 
T

1k k k k k
−

−= +P P QΦ Φ           (22) 

其中 1k−m 与 1k−P 分别为上一时刻通过式(14)与式

(15)更新得到的状态的均值与方差阵。 

再考虑观测噪声。为了体现观测噪声的变化规

律，根据文献[9]的建议，引入一个因子 ( ]0,1ρ ∈ 来

体现该变化，对于观测噪声方差阵 *
kR 中的d 个对角

线元素 2 2 2
,1 ,2 ,, , ,k k k dσ σ σ" ，有 

, 1,k i i k iα ρ α−
−= i             (23) 

, 1,k i i k iβ ρ β−
−= i             (24) 

当 1ρ < 时，方差阵中的每个方差值就变得不稳定，

需要进行实时估计。而当 1ρ = 时为特殊情形，噪声

为平稳噪声，方差也是平稳的。本文为方便取

, 1, ,i i dρ ρ= = " 。图 1 显示了算法的具体流程。 

 

图 1 算法整体流程图 

5  仿真验证 

考虑一个随机谐振模型[9]，其系统状态方程与观

测方程在变化的有色观测噪声假设下如式(25)所
示。 
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2 2 2

3 3 3
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x

⎫⎡ ⎤ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪⎪⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪= +⎢ ⎥ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪⎪⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎬⎪⎡ ⎤ ⎪⎪⎢ ⎥ ⎪⎪⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎪= +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎪⎢ ⎥ ⎪⎪⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

       (25) 

其中，状态变量为 3 维，并以第 1 维和第 2 维的状

态作为量测。由于 kv 是有色噪声序列，利用式(5)
分离出它的白噪声序列 0

kv ，使 0
10.5k k kv v v−= + ；利

用式(6)得到 *
1 0.5k k kz z z+= − ，取 *

kz 作为新的量测。

滤波器状态初始值选为 

T
0 [1 1 1]=m , 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P , 0α 1= ,  0 1β =  

为体现不确定的有色噪声 kv 随时间的变化，模型中

使白化的观测噪声的方差不确定，分别在时间段

[0 100]∼ s, [101 150]∼ s, [151 200]∼ s, [201 300]∼ s, 
[301 400]∼ s 与 [401 500]∼ s 取值为 0.1 , 0.3 , 0.6 , 
0.2 , 1.0 与 0.3 。 

图 2 虚线反映白噪声方差的真实变化，黑色实

线为本文的自适应估计曲线，蓝色实线为文献[9]中
自适应算法的曲线。从该图中可以看出，两条实线

在整个 500 s 时间段内都能够追踪真实虚线，即滤波

器可以自适应地跟踪方差，输出随方差变化而变化。

注意到在大多数时间里，黑色曲线对方差的跟踪情

况要好于蓝色曲线，这是因为实验模拟的有色噪声

环境超出了针对白噪声的自适应算法所能起作用的

范围，因而其对方差的估计精度不如有色噪声的自

适应算法。此外，注意到每次方差的真实值发生跳

变后，滤波器自适应的噪声估计值需稍作调整才会

跟踪上真实方差，这是由于变分贝叶斯需要通过对

系统的学习，进行迭代计算之后才会逐渐收敛，而

当外界突然发生变化，输入的初始值偏离真实值较

多时，就会花费相对较多的计算时间才会收敛。因

此，合理的初始值只会对变分贝叶斯学习算法的收

敛速度产生影响，但是不影响最终的估计效果。 
为检验基于变分贝叶斯学习的自适应卡尔曼滤

波器在有色观测噪声下的状态估计效果，本实验还

将其与模型白化和相关性处理之后的经典卡尔曼滤

波器以及文献[9]中所提出的针对白噪声的自适应卡

尔曼器进行比对。图 3(a)~图 3(c)显示了 3 个状态

变量的滤波效果对比图。蓝色实线代表了状态的真 
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图 2 变分贝叶斯学习方差跟踪曲线 

 

图 3 3 维数状态滤波对比图 

实值，黑色实线代表本文的基于变分贝叶斯学习的

自适应卡尔曼滤波曲线，红色虚线为传统卡尔曼滤

波算法的滤波曲线，绿色实线为针对白噪声的自适

应算法曲线。 

可以看出，在噪声统计特性未知的情形下，两

条自适应的滤波曲线相比传统卡尔曼滤波曲线，在

整个仿真时间段内能够更好地对状态进行估计，滤

波精度较高。相反，卡尔曼滤波器的曲线则误差较

大。从图 3 的第 1 维状态估计还可以看出，由 

于最初是在第100 s 时刻改变了观测噪声的方差，卡 
尔曼滤波器并不能检测其变化，与100 s 时刻之后的

状态跟踪效果相比前100 s 急剧恶化，之后也并没有

减小误差的趋势，基本不能对噪声变化进行跟踪，

当后续状态的变化规律发生变化后，也不能对其进

行很好的估计。其它两维状态的估计效果表现的也

同样不理想，在噪声变化的环境下，自始至终都有

着比较大的估计误差。而自适应的曲线无论在哪一

个状态，因为能够跟踪变化的方差，对状态估计的

效果总体较为理想，误差也相对较小。更进一步，

从 3 个状态曲线图可以看出，在有色噪声环境下，

有色噪声的自适应曲线比白噪声的自适应曲线拥有

更高的滤波精度，这是因为后者的算法是针对白噪

声设计的，而在有色噪声环境下，性能会发生退化。

但是后者的滤波精度仍要高于针对有色噪声的卡尔

曼滤波。可以得出结论，对于噪声统计的不确定性，

其影响要大于把有色噪声当作白噪声来进行自适应

处理。 
此外，为了量化地体现 3 种滤波算法的误差对

比，实验计算了 3 种算法在 500 s 时间段内状态的均

方根误差(Root Mean Square Error, RMSE)，考虑

实验模型，采用的计算公式为 
( )

( ) ( ) ( )
500

2 2 2
1 2 31 2 3

1

RMSE

,
500

     1,2, 3

k k kk k k
k

x x x x x x

i

=

⎡ ⎤− + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
=

=

∑

X

� � �

(26) 

经过计算，得到 500 s 卡尔曼滤波的 RMSE 为

3.8542 ，而有色噪声自适应滤波的 RMSE 为1.1071，
白色噪声自适应滤波的 RMSE 为1.6869。为更清楚

地显示两种自适应滤波与卡尔曼滤波的误差值，分

别再对图 3 中的 3 个状态量求 RMSE，将所得结果

列于表 1 中。通过定量计算可以看出，对于整个仿

真时间而言，针对有色噪声的自适应滤波算法处理

得到 3 个状态估计的误差均远远要小于卡尔曼滤波

的估计误差，并且优于针对白色噪声的自适应滤波

算法。这一结论也可以从之前的图 3 中定性分析获

得。 

6  结论 

对于有色观测噪声假设且噪声统计特性随时间 

表 1 仿真时间内各状态变量 RMSE 对比 

时间 
第 1 维有

色自适应

卡尔曼 

第 1 维白

色自适应

卡尔曼 

第 1 维有

色卡尔曼

第 2 维有

色自适应

卡尔曼 

第 2 维白

色自适应

卡尔曼 

第 2 维有

色卡尔曼

第 3 维有

色自适应

卡尔曼 

第 3 维白

色自适应

卡尔曼 

第 3 维有

色卡尔曼

[1~500] s 0.8156 1.3310 3.0997 0.7398 1.0234 2.2677 0.1142 0.1639 0.3227 
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变化的状态空间模型，本文利用差分法将其转化为

白噪声相关条件下的自适应滤波问题，并结合改进

的卡尔曼滤波算法与变分贝叶斯学习对观测噪声与

状态变量进行联合的递推估计。仿真实验的结果表

明，相比于卡尔曼滤波，该算法在有色时变噪声条

件下有着更强的稳定性与自适应性，拥有较高的滤

波精度。 
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