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一种改进子空间投影自适应单脉冲算法 
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摘  要：自适应单脉冲技术由于能有效地抑制干扰，同时比较准确地估计出信号源的方位，因而被广泛的用于跟踪、

制导雷达。经典自适应单脉冲算法都采用一阶线性逼近方法，忽略了高次项对角度估计的影响，从而导致角度估计

在单脉冲比非线性区域具有大的估计误差。针对这个问题，该文提出令高次项为零的约束条件，并结合干扰信号子

空间计算自适应差波束权重，最后将自适应和、差波束权重代入经典的自适应单脉冲算法，在简化角度估计公式的

同时，给出信号源方位。同时，该文给出了约束点位置选取的基本规则。通过上述方法，高次项的被忽略变得更加

合理，自适应单脉冲的有效测角范围进一步变大，同时角度估计误差进一步降低。计算机仿真结果验证了算法的正

确性和有效性。 
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An Improved Adaptive Monopulse Algorithm 
Based on Subspace Projection 

Chen Liang    Sheng Wei-xing    Han Yu-bing    Ma Xiao-feng 
(School of Electronic and Optical Engineering, Nanjing University of Science and Technology, Nanjing 210094, China) 

Abstract: Adaptive monopulse technique is widely used in surveillance and tracking radar due to its interference 

cancelling and angle estimation ability. In classical adaptive monopulse, the first-order linear approximation is 

adopted and the high-order items are ignored, which causes angle estimation error. To solve this issue, constraints 

to make the high-order items approach zero are proposed and combined to interference subspace to calculate 

weights of sum and difference beams. Finally, the obtained weights are applied to classical adaptive monopulse 

method to estimate the angle location while making equations more concise. Some rules and regulations on the 

locations of the constraints are also made in this paper. By using the method proposed in this paper, adaptive 

monopulse estimation can be applied to a larger area and angle estimation error can be reduced further. Simulation 

results show the effectiveness and correctness of the algorithm proposed in this paper. 
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1  引言  

自适应单脉冲跟踪系统可以根据目标指向相应

地产生波束，同时自适应地消除外界的干扰，从而

使得整个单脉冲系统的设计变得更加灵活，因而被

广泛地用在各种跟踪、制导雷达中。Davis 等人[1]

于上世纪 70 年代首先提出了将单脉冲技术应用于

自适应阵列信号处理的概念。Nickel[2]将该方法推广

到任意结构的两维阵列上去，并给出了单脉冲比值

和斜率值的修正公式，之后又系统地分析了该方法

的性能，并推广其至旁瓣对消器等更普遍的场 
合 [3 5]− 。自适应波束形成中的投影方法，降秩广义旁

瓣对消器等方法，都被应用在单脉冲角度跟踪当 
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中[6,7]。文献[8-10]分别将多点约束方法应用在空域主

瓣干扰抑制，空时自适应单脉冲联合处理以及多输

入多输出阵列信号处理上。针对 2 维面阵以及子阵

结构下的主瓣干扰问题，文献[11,12]提出了一种两

级处理的方法，通过两级处理消除主、旁瓣干扰，

最后再用角度误差信号进行方位估计。上述方法的

基本思想都是以一阶线性逼近实现单脉冲角度估

计，忽略了二阶项对角度估计误差的影响。实际上，

不加任何约束的忽略，增大了自适应单脉冲下的角

度估计误差，而由于高阶项忽略造成的角度估计误

差，尤以在实际目标位置和波束指向偏差较大的时

候更为明显。针对上述问题，本文首先通过施加约

束条件令二阶项为零，通过正交子空间投影方法，

计算得到自适应和、差波束权重系数。然后将和、

差波束权重代入经典的自适应单脉冲方法中，不仅

进一步简化了经典方法下的角度估计公式，同时为
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二阶项的忽略提供了合理的依据。 
本文其余部分按照如下方式安排：第 2 节给出

阵列信号处理的基本数据模型；第 3 节简单介绍经

典自适应单脉冲算法的基本原理；第 4 节详细介绍

本文提出方法的思路，理论推导，计算公式等；计

算机仿真结果在第 5 节给出；最后，对本文做一个

简单的总结。 

2  阵列信号处理数据模型 

考虑一个具有 M 个阵元的平面阵，假设空间有

P+1 个窄带平面波信号，其中包含 1 个期望信号以

及 P 个干扰信号，它们相对于阵列法线的来波方向

分别为 1 1 2 2 1 1( , ),( , ), ,( , )P Pθ ϕ θ ϕ θ ϕ+ + ，那么第 m 个阵

元的输出可以表示为： 
2 ( )/
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式中 s(t)表示期望信号的复包络，jk(t)表示第 k 个干

扰信号的复包络，λ为信号波长，(mx,my)表示第 m
个阵元的位置坐标，nm(t)表示为在第 m 个阵元上的

加性噪声信号，这里假设其为高斯白噪声信号，并

且期望信号与各个窄带干扰之间互不相关。(us,vs)
与( , )

k kj ju v 分别表示期望信号和第 k(k=1,2, ,P)个
干扰信号的方向余弦值，其可以表示为 
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将式(1)写成矩阵形式： 
= +X AS N              (3) 

式(3)中，X=[x1(t),x2(t), ,xM(t)]T, S=[s(t), j1(t), , 
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P Pj ju va ，其中“T”表示矩阵转置，a(u,v)
表示(u,v)方位下的导向矢量，其表示如下： 
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3  经典自适应单脉冲算法基本原理 
本节简要地介绍经典自适应单脉冲算法的基本

原理。众所周知，单脉冲测角需要一个和波束和两
个差波束，定义两个角度估计信号为 
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在式(5)中，wu, wv, ws分别表示 u,v 差波束以及和波

束的自适应权重系数。由于自适应波束形成算法，

和波束输出 SINR 很大，所以分母上的干扰和噪声

信号可以被忽略。出于方便理论分析的考虑，这里

也忽略差波束输出中的噪声成分。通常在大的输入

SNR 下，这样的忽略是可行的，而小输入 SNR 下，

角度估计性能受噪声的影响比较大，具体关系在本

文后面的仿真环节中给出。重写式(5)： 
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将式(6)在阵列波束指向方向(u0,v0)处进行泰勒

展开，并忽略二阶及二阶以上的项，展开式按照矩

阵的形式可以表示为 
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式(7)中，gu(us,vs)− gu(u0,v0)和 gv(us,vs)− gv(u0,v0)分
别表示(u,v)两个方向上的单脉冲比值， ug∂ (u0,v0)/ 

u∂ 和 vg∂ (u0,v0)/ v∂ 分别表示在 u,v 两个方向于(u0, 
v0)处的单脉冲比斜率，而 ug∂ (u0,v0)/ v∂ 和 vg∂  
(u0,v0)/ u∂ 则分别表示u单脉冲比及v单脉冲比分别

沿 v,u 轴的变化率。 
令 u 单脉冲比 gu(u0,v0)对 u 和 v 分别求偏导数

得 
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类似地，令 v 单脉冲比 gv(u0,v0)对 u 和 v 分别求偏导

数得 
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以后文中用 ,u va a 分别替代 ∂a (u0,v0)/u 和 ∂a  
(u0, v0)/ v∂ 。从对式(6)的推导过程中可以看到，单

脉冲测角的估计误差主要来自于进行泰勒展开时高

阶展开项的忽略。尤其是在单脉冲比线性特性保持

不是很好的地方，比如主瓣边缘附近，其对角度估

计误差的影响变得尤为明显。 

4  改进方法 

文献[13]针对泰勒展开式中高阶项被忽略的问

题，提出了基于高阶导数约束以及单脉冲比斜率约

束的最小方差自适应单脉冲算法。本文在其基础上，

保留高阶导数约束，舍弃单脉冲比斜率约束，并且

构造合适的约束向量子空间，利用正交子空间投影

方法，完成对自适应差波束权重系数的计算。 
首先，根据式(6)，不难得到其泰勒展开式中二

阶项为 
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类似于一阶导数表达式的推导，这里给出二阶导数

表达式如下： 
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式中 , ,uu uv vva a a 分别表示 ∂ 2a(u0,v0)/ ∂ u2, ∂ 2a(u0, 
v0)/∂ u∂ v,∂ 2a(u0,v0)/∂ v 2。 

首先，令式(7)中的 ug∂ (u0,v0)/ v∂ 和 vg∂ (u0,v0)/ 
u∂ 为 0，其实际意义是，选择若干个合适的角度约

束位置，使得在这些角度位置附近的一个很小范围

内，满足 u 方向上的单脉冲比值不随 v 而变化，同

时满足 v 方向上的单脉冲比值不随 u 而变化，从而

实现一个小范围内的区域约束。其次，令式(11)中
的所有表达式均为 0，也即视角方向处的单脉冲比

二阶导数均为 0，以此保证公式(7)中忽略泰勒展开

后二阶项的合理性和可靠性。那么我们得到导数约

束子空间为 

1 2 3 4 5[ ]d =C c c c c c        (12) 

当然，上述导数约束既可以施加在视角位置(u0, 
v0)处，实现单点导数约束，也可以施加在其它角度

位置上，实现区域(多点)导数约束。建立以(u0,v0)
为原点的 uov 直角坐标系，具体的约束位置选取规

则如下： 
规则 1  u 单脉冲比对 v 的一偏阶导数为 0 约

束，施加在 v 轴上； 
规则 2  v 单脉冲比对 u 的一偏阶导数为 0 约

束，施加在 u 轴上； 
规则 3  u 单脉冲比对 u 的二偏阶导数为 0 约

束，施加在 v 轴上； 
规则 4  v 单脉冲比对 v 的二偏阶导数为 0 约

束，施加在 u 轴上； 
规则 5  u,v 单脉冲比对 u,v 的二阶混合偏导数

为 0 约束，施加在视角，也就是原点位置； 
再次，对阵列接收信号协方差矩阵进行特征分

解，有 H H H
1 1 1 2 2 2 M M Mλ λ λ= + + +R u u u u u u 。其中，

iλ 表示第 i个特征值，ui表示对应的第 i个特征向量。 

将这些特征值按照从大到小的排列方式为：

1 2 3 2 1M M Mλ λ λ λ λ λ− −≥ ≥ ≥ = = ，取大特征值对

应的特征向量，分别记为 u1,u2,u3, ,uP+1。利用信

息论准则(AIC)或者最小描述长度准则(MDL)进行

信源数目估计。 

1 2

1 2
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             (1/2) (2 )lg }
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λ λ λ

λ λ λ

+ +

+ +

⎫= − ⎪⎪⎪⎪⎪+ − ⎪⎪⎬⎪= − ⎪⎪⎪⎪+ − ⎪⎪⎭

 

(13) 

N 是快拍数，M 是阵元个数，P 是估计的信源个数，

iλ 为协方差矩阵的特征值( 1 2 Mλ λ λ≥ ≥ ≥ )。式中

L 为 
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1 2

1

11

( , , , )

1
  

P P M

M M M P

i i
i Pi P

L

M P

λ λ λ

λ λ

+ +

−

= += +

⎛ ⎞⎟⎜⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟= ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎢ ⎥⎜⎟ ⎟⎟⎜ −⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∏     (14) 

根据上面方法得到的信源数目 P 的值。如果 P

的值为 1，那么说明接收信号中只包含目标回波信

号，没有干扰，这时候对应的干扰子空间为空。如

果 P 的值不为 1，也就是说当接收信号中同时存在

目标回波信号和干扰的话，那么选取对应的前 P 个

大特征值对应的特征向量，分别记为 u1,u2,u3, , 

uP。由于信号导向矢量与信号子空间对应的特征向

量间夹角比较小，而和干扰子空间对应的特征向量

间的夹角比较大，所以可以通过下面的方式将干扰

子空间分离出来。令 
H

0 0 2| ( , ) |i iu v d=a u           (15) 

当 di取到最大值的时候对应的那个 ui即为信号子空

间对应的特征向量，其余 P-1 个特征向量构成干扰

子空间。通过上述方法，可以在信号和干扰功率近

似的情况下，得到干扰子空间信息 Cj。对于如何避

免特征分解而快速获取干扰子空间，文献[14-16]都

详细地介绍了 3 种不同的方法，在此不做赘述。 

    另外，针对自适应差波束方向图在不规则阵下

容易出现零点偏移的问题以及零值深度不够的问

题，令 H
uw a(u0,v0)=0 和 H

vw a(u0,v0)=0 恒成立，构

造视角约束子空间 0 0 0[ ( , )]u v=C a 。 

最后，总的约束子空间就可以表示成上述各个

子空间的组合，即 C=[Cd  Cj  C0]。只考虑 u 维

的情况，v 维下的类似，那么最终的自适应差波束

权重系数为 
H 1 H[ ( ) ]u u

−= −w I C C C C a        (16) 

    根据本文上述分析可知，采用公式(16)计算得

到的自适应差波束权重系数之后，单脉冲角度估计

公式(7)就可以简化为 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1/( ( , )/ )( ( , ) ( , ))

1/( ( , )/ )( ( , ) ( , ))

s u u s s u

s v v s s v

u u g u v u g u v g u v

v v g u v v g u v g u v

⎫= + ∂ ∂ − ⎪⎪⎪⎬⎪= + ∂ ∂ − ⎪⎪⎭
 

(17) 

式(17)明显简单于式(7)和式(10)，但其同样具有式

(10)下的角度估计精度，并优于式(7)下的测角精度。

本文相比于经典的自适应单脉冲算法，额外的开销

主要在于式(12)中各个约束向量的计算。如前所述，

假 设 阵 元 数 为 M ， 那 么 H
sw a , H

s uw a , H ,s vw a  
H
s uuw a , H

s uvw a , H
s vvw a 各需要 M 次复数乘法运算，那

么 c1,c2 各需要 4M+1 次复数乘法，c3,c4,c5 各需要

16M+3 次复数乘法。由于 c1,c2,c3,c4,c5的计算过程

中， H
s uw a , H

s vw a 等中间结果是可以互相共用的，所

以相比于经典的自适应单脉冲算法，改进算法运算

复杂度的增加量小于 (16M+3)×3+(4M+1)×2= 
56M+11，考虑到改进方法带来的性能方面的改善，

那么线性递增的运算复杂也是可以被接受的。 

5  计算机仿真及分析 

本文采用如图 1 所示的正三角格点分布的均匀

2 维圆阵。 
共 89 个阵元，格点间距为半波长。阵列视角方

向为(0 ° , 0 ° )，干扰信号来自(30 ° , 60 ° )，信号和干

扰为互不相关的点频信号，共 128 次快拍。噪声信

号为高斯白噪声，功率为 1。 
5.1 约束点位置选择策略研究 

本小节系统地研究在不同的约束点位置选取

下，一阶不相关约束以及二阶导数约束对算法性能

的影响。首先，我们给出所有约束点的位置，并为

每个点位置标上编号，虚线表示主瓣范围，如图 2
所示。 

拟采用 4 种点位置选择策略，如表 1 所示。 
从上面可以看到，由于各个策略均采用多点区

域约束，所以本小节中只采用多点约束最小方差单

脉冲算法[13]作为比较算法。应该注意的是，因为该

方法对斜率值进行了约束，所以表格中对应 ug∂ / 

 

                  图 1 三角格点下的圆形面阵                                   图 2 约束点位置 
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表 1 约束点位置策略 

策略类型 /ug u∂ ∂  /ug v∂ ∂  /vg u∂ ∂  /vg v∂ ∂ 2 2
/ug u∂ ∂

2
/ug u v∂ ∂ ∂

2 2
/ug v∂ ∂

2 2
/vg u∂ ∂  

2
/vg u v∂ ∂ ∂

2 2
/vg v∂ ∂

子空间正交 
投影线性约 

无 0,1,4 0,2,3 无 0,1,4 0 0 0 0 0,2,3 
策

略

1 束最小方差 0 0,1,4 0,2,3 0 0,1,4 0 0 0 0 0,2,3 

子空间正交 
投影线性约 

无 0,2,3 0,1,4 无 0,2,3 0 0 0 0 0,1,4 
策

略

2 束最小方差 0 0,2,3 0,1,4 0 0,2,3 0 0 0 0 0,1,4 

子空间正交 
投影线性约 

无 0,1,2,3,4 0,1,2,3,4 无 0 0 0 0 0 0 
策

略

3 束最小方差 0 0,1,2,3,4 0,1,2,3,4 0 0 0 0 0 0 0 

子空间正交 
投影线性约 

无 0,1,4 0,2,3 无 0,1,4 0,5,8 0 0 0,5,6 0,2,3 
策

略

4 束最小方差 0 0,1,4 0,2,3 0 0,1,4 0,5,8 0 0 0,5,6 0,2,3 

 
u∂ 和 vg∂ / v∂ 的列，多点约束最小方差自适应单脉

冲法在对应视角位置都有约束设置，其斜率约束值

统一设置成 30，而本文中提出的子空间正交投影方

法是不存在斜率值约束的，所以对应点位置无此约

束条件。 
令 JNR 为 50 dB，图 3 给出了在上述几种约束

策略设置情况下，当实际目标位置处于视角位置时，

单脉冲角度估计误差随输入 SNR 的变化情况，以下

结果都是 1000 次蒙特卡罗运算后的平均值。 
首先，从图 3 可以看到，不同的约束策略对角

度估计误差的性能确实有一定的影响，尤其是在低

输入 SNR 的情况下，这种性能上的差别体现的尤其

明显。策略 1 具有其中最好的角度估计误差性能，

策略 4 次之，策略 3 再次，策略 2 的性能最差。这

也从实验角度验证了本文前述的约束位置选择策略

的正确性。其次，我们可以看到，无论采用哪种约

束点位置策略，本文提出的正交子空间投影方法都

要比相同策略下的最小方差方法具有更好的性能，

在低 SNR 下优势尤其明显。本文之后对文中提出方

法以及用于比较的线性约束最小方差方法的仿真，

都是基于策略 1 开展的。 
5.2 各种场合下干扰子空间获取 
    首先，本实验给出了当 SNR=20 dB, JNR=50 
dB 时，信源估计结果和利用式(15)计算 di的结果，

分别如图 4(a)和图 4(b)所示。图 4(b)中，横坐标表

示特征值按照从大到小排列后的序号，纵坐标表示

对应的特征向量与信号导向矢量按照式(15)计算 di

得到的结果。因为仿真中只有一个信号和一个干扰

，所以信源数估计为 2 个。并且，利用最大特征值

对应的特征向量计算得到的 di相对更小，也就取其

对应的特征向量为干扰子空间。 
5.3 主瓣区内的角度估计误差 

为了验证本文提出的方法，当实际目标位置与

视角位置不重合的时候，角度估计误差性能的变化

情况，对此进行了仿真，并且与传统方法[3]进行了比

较。图 5 给出了当 SNR 为 0 dB, JNR 为 50 dB 的

情况下，实际目标位置在和波束主瓣范围内变化的

时候，角度估计误差的变化情况，用不同的颜色进

行表示，为简便起见，我们只分析 u 维的估计结果

如下。 
首先可以看出，由于单脉冲比曲线的奇对称特

性，两种方法下的角度估计误差也呈现出奇对称分

布的特性，并且在(u0,v0)附近具有比较低的角度估计

误差，当实际目标位置越远离(u0,v0)，那么角度估计

误差的值也越大，并且当实际的目标位置远离视角

方位到一定程度之后，那么单脉冲跟踪方法将无法

对目标方位进行有效地跟踪。可以很明显看到的是，

相比于传统方法，本文提出的子空间正交投影自适

应单脉冲算法在实际目标位置落在主瓣边缘的某些

区域的时候，角度估计误差相比于传统方法有显著

的下降，低角度估计误差区域相比于传统方法有显

著的扩大，由此验证了本文提出方法能改善主瓣边

缘区域的测角精度。 
接下来，我们选出主瓣区域内有代表性的几个

点位置，观察当实际目标位置落在这些点上的时候，

将传统的自适应单脉冲方法[3](文后简称传统方法)，
仅在视角方向施加约束的最小方差单脉冲算法(文
后简称单点约束最小方差单脉冲算法)[13]、在主瓣内

某些点施加约束的最小方差自适应单脉冲算法(文
后简称多点约束最小方差单脉冲算法)[13]、本文提出

的正交子空间投影单脉冲算法进行比较，进一步证

明本文提出方法的优越性。各个方法下，JNR 取 50 
dB，角度估计误差随输入 SNR 的变化情况： 

(1)实际目标位置刚好与视角位置重合  此时，

各个方法下的角度估计误差随输入 SNR 的变化情

况如图 6 所示。从图 6 可以看到，本文提出的约束 
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图 3 不同约束策略下角度估计误差随输入 SNR 的变化情况 

 

图 4 SNR=20 dB, JNR=50 dB 时，干扰子空间获取结果 

 

图 5 角度估计误差随实际目标位置的变化情况 

 

图 6 实际目标位置和视角方向重合的时候，角度估计误差随输入 SNR 的变化情况
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子空间投影方法在低输入 SNR 下，具有相对更好的

角度估计误差性能；随着输入 SNR 的升高，无约束

的传统方法、单点约束最小方差算法、多点约束最

小方差算法以及本文提出的方法下对应的角度估计

误差都趋于零。 
(2)实际目标位置位于和波束主瓣边缘  假定

实际目标位置在 uov 坐标系内的坐标为(0.08,0.01)，
图 7 给出了各个方法下的角度估计误差随输入 SNR
的变化情况。 

从图 7 可以看到，当实际目标位置位于主瓣边

缘的时候，无论是在低输入 SNR 的情况下，还是在

输入 SNR 比较大的情况下，本文提出的方法相比于

其它 3 种方法，都具有显著的优势。在大输入 SNR
下，本文提出的方法，其角度估计误差收敛在相对

更小的值上。  
通过在主瓣范围内选择两个具有代表性的点，

研究当实际目标位置落于此点的时候，角度估计误

差随输入 SNR 的变化情况，可以看出，本文提出的

方法相比于文献[3]的传统自适应单脉冲方法以及文

献[13]的线性约束最小方差自适应单脉冲算法，在测

角精度上具有一定的优势，尤其体现在低输入 SNR
以及实际目标位置位于主瓣边缘的情况更为明显。 

6  结论 

本文提出了一种基于子空间投影方法的改进自

适应单脉冲算法。该方法通过构造约束子空间和干

扰信号子空间，在没有显著增加运算量的同时，不

仅克服了经典自适应单脉冲算法由于忽略高阶泰勒

展开项而造成角度估计误差增大的缺点，而且能同

时有效地抑制干扰信号，简化经典自适应单脉冲算

法角度估计公式为一个更简单的形式。仿真实验表

明了算法的正确性和有效性，对实际工程也具有一

定指导意义。 

 

图 7 实际目标位置位于和波束主瓣边缘的时候，角度估计误差随输入 SNR 的变化情况 
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