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正交椭圆球面波函数脉冲调制方法 
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摘  要：为了提高通信系统的功率效率和频谱效率，该文提出正交椭圆球面波函数(PSWF)脉冲调制方法。该方法

利用具有高能量聚集性的椭圆球面波函数作为传输波形来提高通信系统的功率效率，采用时域正交、频谱混叠或交

叠的正交脉冲组传输信息，以减小信息传输带宽，提高通信系统的频谱效率。理论分析及仿真结果表明，该方法可

使通信系统的单位频带利用率快速接近 2 Baud/Hz，且已调信号具有较好的频域能量聚集性，不仅有利于提高系

统的功率效率，还可有效减小对相邻通信用户的电磁干扰。 
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Abstract: For improving communication system power efficiency and spectrum efficiency, an orthogonal Prolate 

Spheroidal Wave Functions (PSWF) pulse modulation method is proposed. The system power efficiency can be 

improved by using PSWF with high energy concentration degree as transmission pulse. Orthogonal pulse sets is 

constructed to transmit information based on PSWF, which is orthogonal in time domain and overlapped in 

frequency domain. As a result, the bandwidth can be reduced and the spectrum efficiency improved. The theory 

analysis and simulation results show that the system bandwidth efficiency can be fast closed to 2 Baud/Hz and the 

modulated signal has high energy efficiency in frequency domain which is important to improve power efficiency 

and reduce electromagnetic interference on other users.  
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1  引言  

无线电频谱是有限的自然资源，研究具有高频

带利用率的通信体制，具有重要的实际意义和直接

的经济效益。为了取得较高的频带利用率，现代数

字调制技术中主要有两种方法。一种方法是采用多

进制调制，即尽可能增加信号空间的星座点数，如

多电平的正交幅度调制(MQAM)，多相移键控调制

(MPSK)。然而，多进制调制技术虽然可以提高系

统的频带利用率，但它是以降低系统的功率效率为

代价的。另一种提高频带利用的方法是采用频谱混

叠技术 [1,2]。其最典型的调制方法是正交频分复用

(OFDM)方法，它通过多个正交载波传输信息，且
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各正交载波在频域上频谱相互交叠 50%，大幅减少

了信息传输带宽，有效提高了系统的频带利用率，

无码间干扰条件下单位频带利用率的极限值可达到

2 Baud/Hz。但是，在 OFDM 调制方法中，由于基

带波形采用矩形脉冲，经正交载波调制后的频谱为

Sinc 函数频谱，使已调信号的带内信号能量聚集性

较差，带外旁瓣功率衰减较慢，从而导致其频带利

用率提升速度较慢，同时，易对相邻用户产生电磁

干扰[3]。文献[4]基于正余弦脉冲设计频谱交叠的正

交脉冲，采用非正弦时域正交调制方法传输信息，

频带利用率极限值亦可达到 2 Baud/Hz，但是，由

于正余弦脉冲信号的能量聚集性较差，导致系统的

功率效率较低。 
如何提高通信系统的频谱效率和功率效率，椭

圆球面波函数(Prolate Spheroidal Wave Functions, 
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PSWF)的出现为该问题的解决提供了一种可能的

途径[5]。该函数具有最佳时-频域能量聚集性、时域

双正交、完备、近似时限带限、频谱可控等优良特

性，自提出伊始便受到了学术界的广泛关注，并展

现出良好的应用前景 [6 8]− 。但因该函数的闭式解很

难求取，并未得到推广应用，早期的研究主要集中

在特性分析、近似求解等方面，直至 2003 年，文献

[9]提出了基于特征值分解的数值解法，重新燃起了

通信领域的兴趣。但目前该函数在通信领域主要应

用于超宽带通信波形设计方面[9,10]，频带利用率低是

现有基于 PSWF 的脉冲波形设计方法的共同特点。

文献[11]基于PSWF给出一种高频谱效率正交脉冲

设计方法，但文中仅公开了相邻子波道频谱交叠度

为 50%时的波道划分方法，划分方式并不灵活，事

实上，波道划分方式并不局限于此。 
为了有效提高通信系统的能效，本文提出了正

交 PSWF 脉冲调制方法，并分别从功率效率和频

谱效率两个方面论述了其性能。在功率效率方面，

本文理论证明了 PSWF 的带通时限形式在频域上

仍具有最佳的能量聚集性，采用该函数传输信息可

有效提高系统的功率效率；在频谱效率方面，本文

提出了正交 PSWF 脉冲调制模型，并在文献[11]的
基础上，提出了一种波道划分方式灵活的正交脉冲

设计方法及其参数设置方法，以减小信息传输带

宽，来提高系统的频谱效率，且相邻子波道的频谱

交叠度越大，系统的频带利用率提升速度越快；最

后，以频谱交叠度 55%为例，理论分析了正交

PSWF 脉冲调制方法的频带利用率和功率谱特性，

并给出了仿真验证结果。 

2  提高功率效率的理论方法 

椭圆球面波函数(PSWF)是贝尔实验室 Slepian
等人在 20 世纪 60 年代初提出的，其带通形式的积

分定义式如下[9]： 
( )

( )

( )

( )

2

2

sin sin
( , ) d

  ( , ) ( ),   ( , )

s

s

T
p H L
i

T

p
i i

t t
c

t t

c t c t

Ω τ Ω τ
ψ τ τ

π τ π τ

ψ λ

−

⎡ ⎤− −⎢ ⎥−⎢ ⎥− −⎣ ⎦
= ∈ −∞ +∞

∫
 (1) 

其中(-Ts/2,Ts/2)是带通椭圆球面波函数 ( , )p
i c tψ 的

时域能量聚集性区间， ( )i cλ 为能量集中度因子[8]，

且时间带宽积因子 c 与角频率带宽Ω 满足关系式：

/2sc T Ω= 。 
通过理论分析，时限区间为(-Ts/2,Ts/2)的带通

时限 PSWF 函数 0 ( , )pD c tψ 在频域区间 W( LΩ ω≤  
)HΩ≤ 内具有最佳的频域能量集中度，其中，D 是

时限运算符，0 表示带通时限 PSWF 的阶数。下面

给出理论分析。 
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考虑到 f(t)为时限函数，则 
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基于上述分析，则式(2)β 可表示为 
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由带通时限 PSWF 的积分定义式(1)可知，当 f(t)为

带通时限 PSWF 时，下式成立： 
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其中 ( )i cλ 为能量集中度因子，其最大值为 0( )cλ 。因

此，式(5)的最大值是 max 0( )cβ λ= ，其中 0λ 是下述

等式的最大值： 
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由椭圆球面波函数的带通定义式(1)可知，式(6)的解

即为带通椭圆球面波函数的时限形式，故 ( )f t =  

0 ( , )pD c tψ 。 

通过上述分析，带通时限椭圆球面波函数

0 ( , )pD c tψ 在频域区间上具有最佳的能量聚集性，特

征值 0λ 即为所对应的频域能量集中度。因此，采用

椭圆球面波函数设计通信系统的传输波形，可有效

提高系统的功率效率。 

图 1 给出了频域区间 10~11 kHz、脉冲持续时

间 4 ms 的带通时限 PSWF 的时域波形，其归一化

频谱图 2 所示。经仿真计算，99.99%以上的能量聚

集在频域区间 10~11 kHz 内。 
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图 1 0 (4 , )pD nψ π 的时域波形                          图 2 0 (4 , )pDψ π ω 的归一化频谱图 

3  提高频谱效率的调制方法 

当采用多个非正弦函数并行传输信息时，如果

非正弦函数间满足时域正交性，可以在不引入信号

间干扰的前提下，允许各非正弦函数的波形在时域

上相互叠加，在频域上允许非正弦函数的频谱相互

混叠。该特性不仅可实现多路信息的并行传输，更

能有效减小信息传输所需的带宽，从而可提高通信

系统的有效性。正交 PSWF 脉冲调制模型如图 3 所

示。 

 

         图 3 正交 PSWF 脉冲调制模型 

由图 3 所示模型可知，在第 k 个码元时间内已

调信号可表示为 
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其中 id 表示串并转换后第 i 路脉冲上的待传信息，

Ts为码元持续时间，N 表示参与调制的正交脉冲的

个数， ( , )i c tφ 为基于带通时限 PSWF 的正交脉冲波

形，其离散形式为 ( , )i c nφ 。 
在上述调制模型中，正交脉冲发生器的作用是

产生时域正交、频谱相互混叠或交叠的正交脉冲组

0( , )c nφ , 1( , )c nφ , , 1( , )N c nφ − ，基于正交 PSWF
脉冲调制方法传输信息时，可有效减小信息传输带

宽，提高系统的单位频带利用率。文献[11]给出了基

于椭圆球面波函数的正交脉冲设计的详细方法，该

方法的核心思想是：首先，将通信频段划分为多个

带宽相同的子频带，各子频带的频谱以均匀方式相

互交叠；其次，在各子频带内，基于频域-时域脉冲 

波形设计方法，分别求取椭圆球面波函数的近似数

值解；最后，通过 Schmidt 正交化方法将所求得的

椭圆球面波函数进行正交化设计，所设计的正交脉

冲波形的频谱在同一子频带内相互混叠，在相邻子

频带内相互交叠。具体设计方法见文献[11]，这里不

再赘述。值的注意的是，频谱交叠的形式并不局限

于一种，频谱交叠度的大小可根据通信系统的单位

频带利用率、功率利用率及复杂度等要求来决定，

而文献[11]中只给出了交叠 50%的情况。可用频谱交

叠度来衡量相邻子频带交叠的大小，其定义式为

ρ =  1, , 0[( )/ ] 100%i L i Hf f B+ − × ，即两个相邻子频带

重叠的频谱带宽占子频带带宽的百分比，其中， 1,i Lf +

为第 i+1 个子频带的频率下限， ,i Hf 为第 i 个子频带

的频率上限。当频谱交叠度为 ρ时，子频带划分数 k、

子频带带宽 B0与通信频段带宽 B 满足关系式：B =  

0[(1 ) ]k Bρ ρ− + 。理论分析及仿真结果证明，相邻子

频带的频谱交叠度越大，系统的频带利用率提升速

度越快；当频谱交叠度为 55%时，系统的频带利用

率提升速度优于文献[11]提出的交叠 50%的情况。频

谱交叠度为 55%时频段划分示意图如图 4 所示。 

 

             图 4 频段划分示意图 

基于上述方法所设计的正交脉冲 ( , )i c nφ , 

( , )j c nφ 满足关系式： 
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其中 Ns表示一个码元时间 Ts内的采样点数，ε 表示

单个码元时间内的脉冲信号能量。在接收端，利用

该特性可实现信息的正确解调。 
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4  性能分析及数值仿真 

4.1 单位频带利用率分析 
在正交 PSWF 脉冲调制通信系统中，基于时域

正交脉冲组传输信息时，每路的信息传输速率为：

1/b sf T= 。又因子频带带宽 B0, PSWF 的时间带宽

积 c 及持续时间 Ts，三者满足关系式： 0sc T Bπ= ，

则 0/bf B cπ= 。因此，总信息速率为 

0/ /b b sF N f km T mkB cπ= × = =       (9) 

其中 N 表示正交 PSWF 脉冲的总个数，与子频带个

数 k、每个子频带参与正交设计的 PSWF 脉冲个数

m，三者满足关系式：N=k×m。 
由基于椭圆球面波函数的正交脉冲组设计方法

可知，当 PSWF 的时间带宽积为 2.2c π= 时，每个

子频带内参与正交脉冲设计的带通时限PSWF的个

数为： / 2m c π⎢ ⎥= =⎣ ⎦ ，则总信息速率为 

0 0/ 0.909bF mkB c kBπ= =         (10) 

当 2.2c π= , ρ = 55%时，99%能量带宽 B 与 B0, k
满足关系式： 

0(9 11) /20B k B= +            (11) 

则无码间干扰条件下的单位频带利用率极限值为 

lim lim 2(Baud/Hz)b

k k

F
B

η
→∞ →∞

= =       (12) 

通过上述理论分析，本文提出的正交 PSWF 脉冲调

制方法，其系统的频带利用率极限值可达到奈奎斯

特极限，即 2 Baud/Hz。 
在 99%能量带宽标准下，图 5 给出了本调制方

案与文献[4]中的调制方案单位频带利用率对比曲

线。 
由图 5 所示仿真结果可知，虽然文献[4]中的调

制方案与本调制方案的单位频带利用率极限值都能

达到 2 Baud /Hz，但是，随着子频带划分个数的增

加，本调制方案的单位频带利用率的提升速率优于

文献[4]，可快速提高单位频带利用率。 
4.2 功率谱特性分析 

当所传信息采用双极性不归零码，且取值 1 和

-1 等概时，已调信号的功率谱可表示为 

 

图 5 单位频带利用率与子频带划分数关系 

2
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( ) ( , )
N

s i
i

S f cω φ ω
=

= ∑          (13) 

其中 fs为码元速率， 1s sf T= , N 表示参与调制的正

交脉冲的个数， ( , )i cφ ω 为正交脉冲波形 ( , )i c tφ 的傅

氏变换。 
在频率范围为 101~103.35 kHz、带宽为 2.35 

kHz、相对带宽为 1.1%的通信频段内，基于带通时

限 PSWF 设计时域正交脉冲组，若子频段带宽为 1 
kHz、子频带划分数为 4、频谱交叠度为 55%、时间

带宽积为 2.2c π= ，采用本文提出的正交 PSWF 脉

冲调制方法传输信息时，此时，已调制信号的归一

化功率谱如图 6 所示。 

 

图 6 已调信号归一化功率谱 

 通过分析图 6 所示结果可知，各路脉冲调制信

号的功率谱相互混叠在一起，带外旁瓣峰值功率在

-50 dB 左右。经仿真计算，已调信号 99%以上的能

量聚集在 101~103.35 kHz 频段范围内。该功率谱

特性表明，已调信号具有较好的能量聚集特性，该

特性既有利于提高通信系统的功率效率，又能有效

减小对相邻频段用户的带外电磁干扰。 

5  结论 

本文提出的正交 PSWF 脉冲调制方法，是基于

正交 PSWF 脉冲组传输信息的非正弦波通信方式。

该方法是利用椭圆球面波函数的高能量聚集性来提

高系统的功率效率，采用时域正交、频谱混叠或交

叠的正交脉冲实现多路信息传输，减小信息传输带

宽，以提高系统的频谱效率。理论分析及仿真结果

表明，该方法可使系统的单位频带利用率快速接近

2 Baud/Hz，且已调信号具有较好的能量聚集性，

可有效提高系统的功率效率。 
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