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基于 Karhunen-Loeve 变换的正交椭圆球面波脉冲波形设计 
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摘  要：针对正交椭圆球面波函数(PSWF)脉冲硬件实现复杂度高和难以实时产生的问题，通过对 PSWF 脉冲求

解和正交化两个过程的优化整合，该文提出了一种基于 Karhunen-Loeve 变换的正交 PSWF 脉冲波形设计方法。

该方法首先将 PSWF 脉冲表示为 Legendre 多项式加权求和的形式，通过对原脉冲互相关矩阵进行

Karhunen-Loeve 变换，得到正交系数矩阵，从而实现 PSWF 脉冲的正交化。以此为基础，设计了一种高效快捷

的正交 PSWF 脉冲实现方案，建立了正交 PSWF 脉冲与 Legendre 多项式系数向量的对应关系，能够通过改变特

征多项式的系数来快速设计正交 PSWF 脉冲，同时具有实时性好和实现复杂度低的优点，为正交 PSWF 脉冲的

工程化实现提供了一种高效快捷的新方案。 
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The Design of Orthogonal Prolate Spheroidal Wave Function 
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Abstract: The orthogonal pulse design based on Prolate Spheroidal Wave Function (PSWF) is hard for hardware 

design. By the optimization and integration of the pulse solution and orthogonalizaiton procedure, a novel 

orthogonal PSWF pulse waveform design based on Karhunen-Loeve transform is proposed. The method 

represents firstly PSWF into a series of Legendre functions, and the factor matrix for orthogonality is achieved by 

Karhunen-Loeve transform of the cross correlation matrix. On this basis, an efficient hardware implementation of 

orthogonal PSWF pulse is put forward. The proposed method builds a mapping between orthogonal PSWF pulse 

and coefficient vector of Legendre polynomial，and the method can be used to design orthogonal PSWF pulses by 

changing eigenpolynomial coefficients effectively. Meanwhile, the method has good real-time performance and low 

hardware complexity and provides a fast and efficient scheme for the engineering realization of orthogonal PSWF 

pulse. 

Key words: Signal processing; Non-sinusoidal wave; Orthogonal pulse; Prolate Spheroidal Wave Function 

(PSWF); Karhunen-Loeve transform 

1  引言  

椭圆球面波函数(Prolate Spheroidal Wave 
Function, PSWF)是频域带限且时域能量聚集性最

佳的信号形式[1]，目前在超宽带 [2 4]− 、卫星通信导 
航 [5 7]− 、非正弦时域正交调制[8]等应用领域已有相关

研究。在信号处理方面，利用 PSWF 构成的完备正

交系表示其他时限或带限函数时，其精度要高于用
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sinc 函数来表示[1,9]，因而该函数在超宽带信道估 
计[10]、射频识别信号检测[11]中也有相关研究。 

准确快速地产生正交 PSWF 脉冲，是利用其进

行高效信息传输的前提。目前，对于 PSWF 脉冲的

求解，主要有 Parr 数值解法[2] 、Legendre 多项式

逼近法[12]、重构求解方法[13]等。这些求解方法均包

含求解矩阵特征向量的过程，因而存在实现复杂度

高的问题。  
为了有效利用 PSWF 的高能量聚集性，提高系

统频带利用率，文献[14]中提出了一种基于时限

PSWF 的高效正交脉冲设计方法。该脉冲设计方法

将整个脉冲设计频带划分为多个相互交叠的子频
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带，在各子频带上分别利用 Parr 数值解法求解各阶

时限 PSWF 脉冲，最后通过 Schmidt 正交化方法得

到正交 PSWF 脉冲。Parr 算法和 Schmidt 正交化

方法在实现过程中具有较高的复杂度，导致文献[14]
中的正交 PSWF 脉冲设计方法难以工程实现，限制

了该方法在通信系统中的推广应用。 
现有的正交脉冲波形设计方法，除了经典

Schmidt 方法外，还有半正定规划方法[15]、频率编

码方法[16]和脉冲压缩方法[17]等。在上述正交脉冲组

设计方法中，脉冲产生与正交化过程均是依次进行

的，即首先分别产生多个脉冲，再对所有脉冲进行

正交化，实现复杂度较高。对于正交 PSWF 脉冲的

波形设计，可综合考虑其脉冲产生和正交化过程，

对其进行优化整合，从而提高正交 PSWF 脉冲的设

计效率。 

基于上述原因，本文提出了一种基于Karhunen 

-Loeve(K-L)变换的正交 PSWF 脉冲设计方法；在

此基础上，提出了正交 PSWF 脉冲的高效实现方

案，减少了实现复杂度，有利于工程实现。 

2  基于归一化 Legendre 多项式逼近的

PSWF 脉冲求解算法 

PSWF 是扁长椭圆坐标系中的 Helmholz 微分

方程的解。Helmholz 微分方程为 
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jt t t t c t tψ ψ χ ψ− − + − =    (1) 

其中 sc BTπ= ，称为时间带宽积。第 j 阶 PSWF 的

归一化 Legendre 多项式展开形式为 
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其中 ( )kP t 为第k 阶归一化 Legendre 多项式，其系

数向量 jβ 为矩阵A的特征向量，即 
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其它元素为 0。用 T
0 1 1[ ( ), ( ), , ( )]Mt t tψ ψ ψ −=ψ 表示

椭圆球面波函数向量， 1 2[ , , , ]M=B β β β 表示

Legendre 多项式加权系数矩阵， 0 1[ ( ), ( ),P t P t=P  
T

1, ( )]NP t− 表示归一化 Legendre 多项式向量，则

式(2)可表示为矩阵相乘形式。 

                 = BPψ                (7) 

3  基于Karhunen-Loeve变换的PSWF脉冲

组正交化算法 

对于频谱交叠的多个 PSWF 脉冲，频谱相邻的

两个脉冲之间具有一定的相关性，其脉冲组的互相

关矩阵作为一种统计指标，能够最集中地反映这种

相关性。因此，可从其互相关矩阵入手，消除不同

脉冲之间的相关性，实现脉冲组的正交化。一组相

关信号经过正交变换后总能在一定程度上消除各分

量之间的相关性。K-L 变换恰好是一种建立在互相

关矩阵基础上的正交变换，同时，从完全消除各分

量相关性的性能来看，K-L 变换是最佳的。基于上

述分析，这里应用 K-L 变换来实现 PSWF 脉冲组

的正交化。 
假设 PSWF 脉冲组由 M 个频谱交叠的 PSWF

脉冲 ( )i tψ 组成，则该脉冲组的互相关矩阵C 为 
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其中 ,i jc 为第 i 个脉冲和第 j 个脉冲的互相关函数， 

即
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阵，则必有正交阵X ，使 T =X CX Λ，其中Λ是

以C 的M个特征值为对角元的对角阵，X即为K-L
变换矩阵。令 1 2[ , , , ]M=X x x x , ix 为互相关矩阵

C 的特征向量，则有 
         T

i i iλ=x Cx               (9) 

其中 iλ 为C 的第 i 个特征值。令 K-L 变换因子
T

1 2[ , , , ]i i i iMx x x=x ，对 M 个 PSWF 脉冲进行 K-L
变换，得到的新脉冲 ( )'

i tψ 为 
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式(12)证明了 K-L 变换得到的新脉冲是相互正交

的。在此基础上，对得到的正交新脉冲进行归一化

处理，即得到一组规范正交的 PSWF 脉冲组。 
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需要说明的是，这种基于 K-L 变换的 PSWF
脉冲组正交化方法，只是对原 PSWF 脉冲组进行了

线性组合，即数学意义上的重构，并没有对 PSWF
脉冲进行根本改变。同时，本方法对于脉冲的互相

关性并没有严格要求，只要原脉冲组的各个脉冲之

间不是线性关系，本方法即适用。因此，该正交化

方法在保证 PSWF 脉冲高能量聚集性的前提下，实

现了脉冲组的正交性，同时还具有适用范围广的优

点。 
用 T

1 2[ ( ), ( ), , ( )]' ' ' '
Mt t tψ ψ ψ=ψ 表示正交 PSWF

向量，则式(10)所表示的 PSWF 脉冲正交化过程，

可表示为矩阵相乘的形式。 
              T' =Xψ ψ              (13) 

将式(7)的 PSWF 求解过程代入式(13)，可得 
            T' =X BPψ            (14) 

令 T=D X B，可以得到正交 PSWF 脉冲的归一化

Legendre 多项式拟合形式为 
' =DPψ               (15) 

这里称D为正交PSWF脉冲的加权求和矩阵，用 id
表示该矩阵D的第 i 行，则第 i 个正交 PSWF 脉冲

可以表示为 
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式(16)建立了正交脉冲与Legendre多项式系数向量

的对应关系，为正交 PSWF 脉冲的快速高效产生提

供了理论基础。 

4  正交 PSWF 脉冲波形产生方法 

根据文献[14]，基于带通时限 PSWF 的时域正

交脉冲设计方法主要包括参数设置、子频带划分、

正交脉冲的数值求解和正交化 4 个步骤。该方法的

实现复杂度主要集中在数值求解和正交化两个过

程。目前主要采用基于 Parr 算法的产生方法。该方

法在脉冲时宽一定的情况下，当其带宽较大时，采

样点数迅速增大，该方法所需的计算量和占用的存

储空间也随之增加。Schmidt 正交化过程是一个脉

冲加权求和的过程，其加权系数通过原脉冲与新脉

冲的相关运算求得，对于N 个脉冲，Schmidt 方法

需要进行 ( 1)N N − 次相关运算，运算量较大。Parr
算法和 Schmidt 正交化方法均具有较大的运算量和

空间复杂度，给正交 PSWF 脉冲组的产生带来了较

大的困难。 
在基于 PSWF 的高效调制方法中，主要利用带

通时限 PSWF 的正交性来实现多路并行信息的加

载和传输，发送端和接收端分别对正交化后的

PSWF 脉冲进行调制和解调[7]。因此，可以将脉冲

求解和正交化这两个过程合并，直接产生正交的

PSWF 脉冲。根据式(17)和式(18)，每个正交 PSWF

都对应唯一的 Legendre 多项式系数向量，这里用多

项式拟合的方式设计产生正交 PSWF 脉冲。在设计

正交脉冲之前，根据需要产生 PSWF 脉冲的参数和

频带划分，计算其对应的多项式拟合矩阵D并写入

存储器中。需要产生正交 PSWF 脉冲波形时，根据

其设计参数查找出相应的拟合矩阵D，用其中的每

个行向量依次对各阶归一化 Legendre 多项式进行

累加求和即可得到所需的正交脉冲。该方法的脉冲

产生流程图如图 1 所示。 

 

图 1 正交 PSWF 脉冲波形产生流程图 

5  性能分析及数值仿真 

为了验证和比较该脉冲设计方法的性能，从设

计脉冲性能、算法时间复杂度和空间复杂度 3 个方

面对该正交脉冲设计方法进行仿真分析。 
5.1 脉冲性能仿真 

在频谱范围是 1 1.5 kHz∼ ，划分为频谱交叠

50% 的 4 个频带，每个子带内取两个脉冲时，该方

法产生的前4个正交PSWF脉冲波形及其功率谱分

别如图 2 和图 3 所示。 
由图 2 可见，正交化的 PSWF 脉冲波形具有较 

 

图 2 前 4 个正交 PSWF 脉冲波形 
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图 3 前 4 个正交 PSWF 脉冲的功率谱 

好的平滑性，且能量基本集中在给定的时域区间内。

根据图 3，正交 PSWF 脉冲的功率谱均主要集中在

给定的设计频带 1 1.5 kHz∼ 内，且旁瓣功率均在

25 dB− 以下，因而正交后的脉冲仍保持了较高的

带内能量集中度。综合图 2 和图 3 可知，PSWF 脉

冲经过该方法正交化后，仍保持了较高的时频能量

聚集性。 
5.2 时间复杂度分析与仿真 

算法复杂度主要由时间复杂度和空间复杂度两

个部分组成。首先来看时间复杂度。时间复杂度主

要由算法的运算量决定，这里以目前常用的 FPGA

处理器所需的计算量作为衡量两种方法时间复杂度

的指标。 

假设需要对M 个脉冲进行正交化，每个 PSWF
脉冲的采样点数为K ，因而各阶 Legendre 多项式

的采样点数也为K 。首先分析 K-L 变换方法的时间

复杂度。在利用 Legendre 多项式逼近求解 PSWF
函数过程中，对每个 PSWF 脉冲，其需要的

Legendre 多项式数目为 
      ⎣ ⎦( 1)/2N ce⎡ ⎤= +⎢ ⎥            (17) 

其中 ⎡ ⎤表示向上取整，c 为时间带宽积，e 为自然

对数的底。构造一个正交 PSWF 脉冲需要对N 个

特征多项式进行加权求和，需要进行NK 次运算(主
要是乘法运算 )，因而整个过程的总运算量为

MNK 。 
对于文献[14]中正交 PSWF 脉冲的构建过程，

时间复杂度主要集中在PSWF脉冲求解和 Schmidt
正交化两个步骤。在基于 Parr 算法的脉冲求解过程

中，运算量来自于求解矩阵特征向量过程。采用经

典的 Jacobi 方法求解特征向量时，对一个K K× 维

矩阵，运算量约为 3K 。Schmidt 方法首先计算加权

系数 ,i ja ，其次是加权求和过程。生成第 i 个正交脉

冲需要计算 1i − 个加权系数，M 个正交脉冲共需要

计算 ( 1) /2M M− 个权系数。计算一个加权系数需

要 2 1K + 次运算，权系数计算过程的总运算量为

( 1)(2 1) /2M K M− + 。对于加权求和过程，对第 i 个

新脉冲需要 ( 1)i K− 次乘法运算，所有脉冲求和过

程运算量为( 1) /2M MK− 。整个 Schmidt 正交过程

的运算量为 ( 1)(3 1) /2M K M− + 。文献[14]中正交

脉冲构建过程的时间复杂度 tC 为 
3( 1)(3 1) /2tC M K M K= − + +      (18) 

在用 Parr 算法产生脉冲时，假设以 4 倍信号带

宽即 4B 的采样速率进行采样，则一个脉冲需要的

采样点数 ⎡ ⎤4K c= 。根据文献[14]，每个子带内进行

正交化设计的脉冲数目为 /M c π⎢ ⎥= ⎣ ⎦ 。基于以上假

设，这里对脉冲宽度一定，时间带宽积c 取值范围

是 [ ]0, 40 时，两种方法的时间复杂度进行了仿真，

结果如图 4 所示。 
由图 4 的仿真结果可以看出，本文方法的时间

复杂度要明显小于文献[14]中的方法，且随着时间

带宽积的增加，其时间复杂度基本不变，而文献[14]
方法的时间复杂度快速增加。本文方法大大减少了

运算量，能够实现了正交 PSWF 脉冲组实时产生，

且尤其适用于时间带宽积和采样点数较大的情况。 
5.3 空间复杂度分析与仿真 

从 FPGA 硬件实现过程中的空间复杂度来看，

本方法主要存储 Legendre 多项式系数和拟合矩阵

D。多项式组共需要存储N K× 个数据，矩阵D为

M N× 维，所以该方法的空间复杂度 1S 为 
         1 ( )S M K N= +             (19) 

对于文献[14]方法， PSWF 计算过程所构建的

特征矩阵为K K× 维，得到的M 个 PSWF 脉冲需

要用M K× 个数据表示。在 Schmidt 正交过程中，

需要存储两个 PSWF 脉冲组。当进行脉冲组正交化

时，可以释放前一脉冲求解过程中特征矩阵所占用

的空间，同时由于每个脉冲的采样点数远远大于脉

冲个数，即K M ，因而与脉冲求解过程相比，

Schmidt 过程的空间复杂度可以忽略，文献[14]方法

的空间复杂度主要由脉冲求解过程决定，其表达式

为 
            2 ( )S K M K= +            (20) 

当c 取值范围是 [0, 40]时，两种脉冲设计方法在

FPGA 硬件实现过程中所需空间复杂度如图 5 所

示。 
由图 5 中空间复杂度的对比可以看出，当采用 
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图 4 两种方法的时间复杂度比较图                     图 5 两种方法所需的空间复杂度比较图 

本文方法时，需要存储的数据量明显减少。随着时

间带宽积的增加，本文方法的空间复杂度增加量也

要明显小于文献[14]方法。在时间带宽积为 40 时，

本方法的空间复杂度要小于文献[14]方法的一半。

从空间复杂度来看，本方法仍然具有较大的优势，

这也使其更适合于应用于宽带大容量的高速通信系

统中。 
通过以上仿真分析可以看出，与文献[14]中方

法相比，本文的基于 K-L 变换的正交 PSWF 脉冲

波形设计方法所需的运算量和存储空间均明显减

少。 

6  结束语 

针对正交 PSWF 脉冲组工程实现困难的问题，

本文采用 Legendre 多项式逼近法求解 PSWF，再

用 K-L 变换实现正交化，最后通过 Legendre 多项

式拟合来设计正交 PSWF 脉冲波形。该正交 PSWF
脉冲波形设计方法具有实时性好，易于硬件实现的

优点。本文解决了正交 PSWF 脉冲组的设计产生问

题，从而为该脉冲组的推广应用奠定了理论基础，

也为其他高性能非正弦脉冲的设计实现提供了依

据。 
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