
第 34 卷第 4 期                             电  子  与  信  息  学  报                               Vol.34No.4 

2012 年 4 月                       Journal of Electronics & Information Technology                        Apr. 2012 

剩余类环 Z/(pn)上若干类单圈多项式构造 

游  伟*    戚文峰 
(解放军信息工程大学  郑州  450002) 

摘  要：该文研究了剩余类环 Z/(pn)上的单圈多项式，其中 p≥ 5, n≥ 2。由于 Z/(pn)上单圈多项式的构造可以归

结为 Z/(p2)上单圈多项式的构造，该文首先给出了 Z/(5)上任意次单圈多项式的系数刻画并在此基础上给出

了 Z/(52) 上 6 次单圈多项式的全部构造。其次，该文给出了 Z/(p2)上 (p −1)次单圈多项式的部分构造。 
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Construction of Several Classes of Single-cycle Polynomials over Z/(pn) 

You Wei    Qi Wen-feng 
(Information Engineering University, Zhengzhou 450002, China) 

Abstract: This paper studies single-cycle polynomials over the integer residue ring Z/(pn) with prime p≥ 5 and 

integer n ≥ 2, and presents several classes of such single-cycle polynomials. As the research of single-cycle 

polynomials over Z/(pn) can be reduced to the case over Z/(p2), an exact characterization of single-cycle 

polynomials over Z/(5) is given in terms of their coefficients, and then a complete characterization of single-cycle 

polynomials of degree 6 over Z/(52) is given based on it. In addition, a partial construction of single-cycle 

polynomials of degree (p −1) over Z/(p2) is also proposed. 
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1  引言  

若 f(x)是一个整系数多项式，当 x 通过模 m 的
一个完全剩余系时，f(x)也通过模 m 的一个完全剩

余系，则称 f(x)是模 m 的一个置换多项式。关于置

换多项式的研究结果非常多，可参考文献[1-7]。引

起置换多项式迅速发展的一个主要原因是它已逐渐

在数论，组合论，密码系统等领域中得到应用。事

实上，著名公钥密码体制  RSA[8]和分组密码算

法 RC6[9]就是其中的两个应用。 
本文研究的是一类特殊的置换多项式，即剩余

类环上的单圈多项式(见定义 1)。单圈多项式在密码

学的众多领域都有重要应用。例如，在伪随机数发

生器[10]的理论中，状态转移函数必须提供伪随机性，

特别地，它必须保证状态序列的元素分布和周期。

为了达到这个目的，我们可以选择单圈多项式作为

状态转移函数，这样就可以保证状态序列达到最大

周期并且其元素满足严格一致分布。事实上，经典

的线性同余发生器使用的即是一次单圈多项式，它

的优势是实现速度快，但弱点是结构过于简单。本
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文的目标是构造任意次数的单圈多项式，这样就可

以利用高次单圈多项式来产生非线性同余发生器以

取代线性同余发生器。伪随机数在包括仿真，抽样，

数值分析，公钥密码算法设计等众多领域中都有着

不同形式的应用。另外，单圈多项式还可以用来构

造拉丁方。拉丁方的应用也是极其广泛的。例如，

在保密通信网络中用来做口令的分发；以及在某些

密码算法的设计中作为多重置换来使用。 
Knuth[11]给出了剩余类环 Z/(m)上的所有一次

和二次单圈多项式的构造。Larin[12]和 Durand 等[13]

则分别给出了 Z/(2n)和 Z/(3n)上任意次单圈多项式

的全部构造。然而，对于一般的素数 p，关于 Z/(pn)
上单圈多项式的构造目前还没有任何结果。其实，

这也并不奇怪，因为即使是有限域 Z/(p)上置换多

项式的构造都是极其有限的。 
本文通过刻画多项式的系数给出了 Z/(pn)(p≥  

5)上若干类单圈多项式的构造。由于 Z/(pn)上单圈

多项式的构造可以归结到 Z/(p2)上，本文首先通过

刻画系数满足的条件给出了 Z/(5)上任意次单圈多

项式的构造，并在其基础上给出了 Z/(52)上 6 次单

圈多项式的全部构造。另外，本文还给出了 Z/(p2)
上 (p −1) 次单圈多项式的部分构造。 
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2  基础知识 

定义 1[12]  设 f(x)∈Z[x], m ≥ 2 是正整数，若递

归序列 ui+1=f(ui)(mod m) 的周期达到 m，则称 f(x)
为剩余类环 Z/(m)上的单圈多项式。 

引理 1[12]  设 n ≥2，若多项式 f(x)∈Z[x]在 Z/(pn)
上是单圈，则 f(x)在 Z/(pn−1)上也是单圈。 

引理 2[12]  设 p 为素数，若多项式 f(x)∈Z[x]在
Z/(p3)上是单圈，则对任意正整数 n, f(x)在 Z/(pn)
上都是单圈；特别地，当 p∉{2, 3}时，若多项式 f(x)∈ 
Z[x]在 Z/(p2)上是单圈，则对任意正整数 n, f(x)
在 Z/(pn)上都是单圈。 

注 1：由引理 1 和引理 2 可知，当 p≥5 时，f(x)
在 Z/(pn)(n ≥2) 上是单圈当且仅当 f(x)在 Z/(p2)上
是单圈。因此，当 p≥5 时，对 Z/(pn)(n ≥2) 上单圈

多项式的研究都可以归结到 Z/(p2) 上。 
对 Z 上多项式，以下记 f 2(x)=f (f(x))，一般地， 

对正整数 k，记 f k(x)= ( ( ( ) ))
k

f f f x ，并记 f ′(x) 

为 f(x)的导数。 

下面的引理刻画了 Z/(p)与 Z/(p2)上的单圈多

项式所满足条件之间的联系。 

引理 3[13]  多项式 f(x)∈Z[x]，若 f(x)在 Z/(p)

上是单圈，则下面的 3 个条件是等价的。(1) f(x) 在

Z/(p2)上是单圈；(2)对任意 x∈Z, ( )pf x −x ≠0(mod 

p2)，并且 ( )( )pf ' x ≡ 1(mod p); (3)存在 x∈Z，满

足 ( )pf x −x ≠0(mod p2)，并且 ( )( )pf ' x ≡ 1(mod p)。 

注 2：由引理 3 可知，若 f(x)在 Z/(p)上是单圈，

则 f(x)在 Z/(p2)上也是单圈 ⇔ (0)pf  ≠ 0(mod p2)，

并且 (f p)′(0)≡ 1(mod p)。 

3  Z/(5)上单圈多项式的系数刻画 

3.1 常数项为 1 的情形 
设 f(x)=adxd+ad−1xd−1+ + a1x + 1∈Z[x]是 d 次多 

项式，令 0 1 24 , 0 1 4
,  ,  i ii i i

A a A a A
Ζ Ζ∈ ≠ ∈ +

= = =∑ ∑  

32 4 3 4
,  i ii i

a A a
Ζ Ζ∈ + ∈ +

=∑ ∑ 。 

定理 1  设 f(x)=adxd+ad−1xd−1+ +a1x+1∈Z[x]，
则 f(x)在 Z/(5)上是单圈当且仅当 A0, A1, A2, A3 满
足表 1 中条件之一。 

表 1 f(x)在 Z/(5)上是单圈的条件 

 (I) (II) (III) (IV) (V) (VI)

A0 mod 5 0 0 0 0 0 0 

A1 mod 5 1 4 1 1 4 0 

A2 mod 5 0 4 3 4 2 0 

A3 mod 5 0 3 3 2 2 3 

证明  因为 f(x)=adxd +ad−1xd−1+ +a1x+1，所

以 
( )

( )

( )

( )

( )

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1

1 1

2 1 2 4 3 (mod5)

3 1 3 4 2 (mod5)

4 1 4 4 (mod5)

f

f A A A A

f A A A A

f A A A A

f A A A A

⎫= ⎪⎪⎪⎪= + + + + ⎪⎪⎪⎪⎪≡ + + + + ⎬⎪⎪⎪≡ + + + + ⎪⎪⎪⎪≡ + + + + ⎪⎪⎭

  (1) 

若 f(x)在 Z/(5)上要构成单圈，则 f(1)=1+A0+ 
A1+A2+A3 ≠ 0 或 1(mod 5)，从而有 A0+A1+A2+A3 
≡ 1, 2 或 3 (mod 5)。下面分情形讨论： 

(1)当 A0+A1+A2+A3 ≡ 1(mod5)，此时，f(x)
在 Z/(5)上是单圈当且仅当 

( )mod5 ( )mod5 ( )mod5

( )mod5 ( )mod5

0 1 2

  3 4 0

f x f x f x

f x f x

⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯→

⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯→
 

或 

　　　

( )mod5 ( )mod5 ( )mod5

( )mod5 ( )mod5

0 1 2

4 3 0

f x f x f x

f x f x

⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯→

⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯→
 

即 

( )

( )

( )

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

2 1 2 4 3 3(mod5)

3 1 3 4 2 4 (mod5)

4 1 4 4 0(mod5)

f A A A A

f A A A A

f A A A A

⎧⎪ ≡ + + + + ≡⎪⎪⎪⎪ ≡ + + + + ≡⎨⎪⎪⎪ ≡ + + + + ≡⎪⎪⎩

 

或

( )

( )

( )

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

2 1 2 4 3 4(mod5)

3 1 3 4 2 0 (mod5)

4 1 4 4 3(mod5)

f A A A A

f A A A A

f A A A A

⎧⎪ ≡ + + + + ≡⎪⎪⎪⎪ ≡ + + + + ≡⎨⎪⎪⎪ ≡ + + + + ≡⎪⎪⎩

 

连同 f(0)=1 和 f(1)≡ 2(mod 5)，分别求解上述两个

同余方程组可得(A0,A1,A2,A3)≡ (0,1,0,0)或(0,4,4,3) 
⋅ (mod 5)。 

(2)当 A0+A1+A2+A3≡ 2(mod 5)，同理得 f(x)
在 Z/(5)上是单圈当且仅当(A0,A1,A2,A3)≡ (0,1,3,3)
或(0,1,4,2)(mod 5)。 

(3)当 A0+A1+A2+A3≡ 3(mod 5)，同理得 f(x)
在 Z/(5)上是单圈当且仅当(A0,A1,A2,A3)≡ (0,4,2,2)
或(0,0,0,3) (mod 5)。                      证毕 
3.2 常数项不为 1 的情形 

设 g(x)=adxd+ad−1xd−1+ +a1x+a0∈Z[x]是 d 次 
多项式，令 1 1

0 0 1 04 , 0 1 4
, = ,' i ' i

i ii i i
A a a A a a

Ζ Ζ
− −

∈ ≠ ∈ +
= ∑ ∑  

1 1
2 0 3 02 4 3 4

, ' i ' i
i ii i

A a a A a a
Ζ Ζ

− −
∈ + ∈ +

= =∑ ∑ 。 

推论 1  设 g(x)=adxd+ad−1xd−1+ +a1x+a0∈Z[x]，
则 g(x)在 Z/(5)上是单圈当且仅当 a0 ≠0(mod 5)，
且 0

'A , 1
'A , 2

'A , 3
'A 满足表 2 中条件之一。 

证明  若 g(x)在 Z/(5)上要构成单圈，则有 g(0) 
=a0≠0(mod 5)。令 f(x)= 1

0a− g(a0x)，则 1
0( )= d d

df x a a x−  
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表 2 g(x)在 Z/(5)上是单圈的条件 

 (I) (II) (III) (IV) (V) (VI)

0

'A  mod 5 0 0 0 0 0 0 

1

'A  mod 5 1 4 1 1 4 0 

2

'A  mod 5 0 4 3 4 2 0 

3

'A  mod 5 0 3 3 2 2 3 

 
+ 2 1

1 0
d d

da a x− −
− + +a2a0x2+a1x+1，易知 g(x)在 Z/(5)

上是单圈当且仅当 f(x)在 Z/(5)上是单圈。另外，f(0) 
=1，由定理 1 即证。 

4  Z/(52)上 6 次单圈多项式的全部构造 

4.1 常数项为 1 的情形 
设 f(x)=adxd+ad−1xd−1+ +a1x + 1∈Z[x]是 d 次多 

项 式 ， 令 0 14 , 0 1 4
,  ,i ii i i

D i a D i a
Ζ Ζ∈ ≠ ∈ +

= ⋅ = ⋅∑ ∑  

2 32 4 3 4
, i ii i

D i a D i a
Ζ Ζ∈ + ∈ +

= ⋅ = ⋅∑ ∑ 。 

引理 4  若 f(x)在 Z/(5)上是单圈，则(f 5)′(0)≡  
a1[(D1+D3)2−(D0+D2)2][(D1−D3)2−(2D2+3D0)2](mod 
5)。 

证明   因为 f k(x)=f(f k−1(x))，所以  (f k)′(x) 
= f ′(f k−1(x))⋅(f k−1)′(x)，故有(f 5)′(x)=f ′(f 4(x))⋅(f 4)′ 
⋅(x) = = f ′(f 4(x)) ⋅ f ′(f 3(x)) ⋅ f ′(f 2(x)) ⋅ f ′(f (x)) 
⋅f ′(x)。又 f(x)在 Z/(5)上是单圈，从而对任意 x∈Z，
有(f 5)′(x)≡ f ′(0)f ′(1)f ′(2)f ′(3)f ′(4)(mod 5)。 
另外 

1

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

(0) (mod 5)

(1) (mod 5)

(2) 3 2 4 (mod 5)

(3) 2 3 4 (mod 5)

(4) 4 4 (mod 5)

f a

f D D D D

f D D D D

f D D D D

f D D D D

⎫′ ≡ ⎪⎪⎪⎪⎪′ ≡ + + + ⎪⎪⎪⎪′ ≡ + + + ⎬⎪⎪⎪′ ≡ + + + ⎪⎪⎪⎪′ ≡ + + + ⎪⎪⎭

   (2) 

因此(f 5)′(0)≡ a1[(D1+D3)2−(D0+D2)2][(D1−D3)2−(2D2 

+3D0)2](mod 5)。                          证毕 

引理 5  f(x)如上，对任意素数 p 和正整数 k，

若 (0)kf ≡ c(mod p), 0 ≤c ≤p−1，则 f k+1(0)≡ f (c)+ 

( )f' c (f k(0)−c)(mod p2)。 

证明  因为 (0)kf ≡ c(mod p), 0 ≤c≤p−1，所以

(0)kf −c≡ 0(mod p)。则有 

+1

1

1 2

1

1

1 1

2 2

(0) ( (0) + )=1+ ( (0) )

   1+ ( ( (0) ))(mod )

         1+ +( (0) )

            (mod ) ( )+ ( )( (0) )(mod )

d
k k k i

i
i

d
i i k

i
i

d d
i k i

i i
i i

k

f f f c c a f c c

a c i c f c p

a c f c i a c

p f c f' c f c p

=

−

=

−

= =

= − − +

≡ + ⋅ ⋅ −

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟≡ − ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

⋅ ≡ −

∑

∑

∑ ∑

　　　
 

                          证毕 

注 3：若(A0,A1,A2,A3)≡ (0,1,0,0)(mod 5)，则

由式(1)可知 f(0)=1, f 2(0) ≡ 2(mod 5), f 3(0)≡ 3 
⋅ (mod 5), f 4(0)≡ −1 (mod 5)。 

由引理 5 通过迭代可得 
f 5(0)≡ f(−1)+f ′(4)(f 4(0)+1)(mod 52)≡  

≡ f(−1)+f ′ (4)(f(3)+1)+f ′(4)f ′(3)(f(2)−3) 
+f ′(4)f ′(3)f ′(2)(f (1) −2)(mod 52)     (3) 

定理 2  设 f(x) = a6x6 + a5x5 + a4x4 + a3x3 + a2x2 
+a1x+1∈Z[x]，则 f(x)在 Z/(52)上是单圈当且仅当 
a1≡ 1(mod 5), a2≡ a3≡ a5≡ a6≡ 0 (mod 5), a4≡ 0 
⋅ (mod 5)且 a4 ≠ 5(mod 52)。 

证明  由定理 1 及注 2 可知，若 f(x)在 Z/(5)
上是单圈，即 A0,A1,A2,A3 满足表 1 中条件(I)−条件

(VI)中的某一个，则 f(x)在 Z/(52)上是单圈当且仅

当 (f 5)′(0)≡ 1(mod 5)，及 f 5(0)≠0(mod 52)。 
由 Ai 和 Di 的定义易得 

0 4 0

1 1 5 1

2 2 6 2 2

3 3 3

4 4 (mod 5),

5 (mod 5)

2 6 (mod 5)

3 3 (mod 5)

D a A

D a a a

D a a A a

D a A

⎫= = ⎪⎪⎪⎪= + ≡ ⎪⎪⎪⎬⎪= + ≡ + ⎪⎪⎪⎪= = ⎪⎪⎭

     (4) 

下面分情况进行讨论： 
(1)当 (A0,A1,A2,A3)≡ (0,1,0,0)(mod 5)，由式(4)

可得 D0≡ 0(mod 5), D1≡ a1 (mod 5), D2≡ a2(mod 
5), D3≡ 0(mod 5)。 

由 引 理 4 可 知 5 2 2 2 2
1 1 2 1 2( )(0) ( )( 4 )f ' a a a a a≡ −  

⋅ (mod 5) ≡ 4 4
1 1 2( )a a a− (mod 5)。因此，(f 5)′(0) 

≡ 1(mod 5)当且仅当 a1≡ 1(mod 5), a2≡ 0(mod 5)。
连同(A0,A1, A2,A3) ≡ (a4,a1+a5,a2+a6,a3) ≡ (0,1,0,0) 
⋅ (mod 5)可得 

a1≡ 1(mod 5), a2≡ a3≡ a4≡ a5≡ a6≡ 0 (mod 5) (5) 

由此可知，为了给出 f(x)在 Z/(52)上是单圈的充要

条件，我们只需说明当条件式(5)满足时，f 5(0) ≠ 0 
⋅ (mod 52) 当且仅当 a4 ≠ 5(mod 52)。 

当条件式(5)满足时，由式(2)和式(4)可得 f ′(2) 
≡ a1+2a2 ≡ 1(mod 5), (3)f' ≡ a1+3a2 ≡ 1(mod 5), 
(4)f' ≡ a1+4a2≡ 1(mod 5)。 

另外，由式(3)可得 
f 5(0) ≡ f(−1)+ (4)f' (f(3)+1)+ (4)f' (3)f' (f(2)−3)+ 

(4)f' (3)f' (2)f' (f (1)−2)(mod 52)≡ f(−1)+(f(3)+1)+ 
(f(2)−3)+(f (1)−2)(mod 52)≡ 5a1+15a2+10a3+24a4 
+20a6(mod 52)≡ 5−a4(mod 52) 

因此，当条件式 (5) 满足时，f 5(0)≠0(mod 52) 当
且仅当 a4≠5(mod 52)。故在此情形下 f(x)在 Z/(52)
上是单圈当且仅当 a1 ≡ 1(mod 5), a2 ≡ a3 ≡ a5 ≡  
a6≡ 0 (mod 5), a4≡ 0 (mod 5)且 a4 ≠ 5(mod 52)。 
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(2)当(A0,A1,A2,A3)≡ (0,4,4,3) (mod 5)，由式(4)
可得 D0 ≡ 0 (mod 5), D1 ≡ a1(mod 5), D2 ≡ a2−1 
⋅ (mod 5), D3≡ −1(mod 5)。 

由引理 4 可知(f 5)′(0)≡ a1[(a1−1)2 −(a2 − 1)2][(a1 
+ 1)2 +(a2−1)2](mod 5)。 

(3)当(A0,A1,A2,A3)≡ (0,1,3,3)(mod 5)，同理得 
(f 5)′(0)≡ a1 [(a1 − 1)2 − (a2 − 2)2][(a1 + 1)2 + (a2 − 2)2] 
⋅ (mod 5)。 

(4)当(A0,A1,A2,A3)≡ (0,1,4,2) (mod 5)，同理得 
(f 5)′(0)≡ a1 [(a1 + 1)2 −(a2 − 1)2][(a1 −1)2 +(a2 − 1)2] 
⋅ (mod 5)。 

(5)当(A0,A1,A2,A3)≡ (0,4,2,2) (mod 5)，同理得 
(f 5)′(0) ≡ a1[(a1+ 1)2 −(a2 + 2)2][(a1−1)2 +(a2+2)2] 
⋅ (mod 5)。 

(6)当(A0,A1,A2,A3)≡ (0,0,0,3) (mod 5)，同理得 
(f 5)′(0)≡ a1[(a1 − 1)2− 2

2a ][(a1 + 1)2+ 2
2a ](mod 5)。 

在情况(2)- 情况(6)中，遍历 a1和 a2的所有取

值，易知 (f 5)′(0) ≠ 1(mod 5)。这意味着在这些情

况下 f(x)在 Z/(52)上都不可能构成单圈。     证毕 
4.2 常数项不为 1 的情形 

推论 2  设 g(x)=a6x6+a5x5+a4x4+a3x3+a2x2+ 
a1x+a0∈Z[x]，则 g(x)在 Z/(52)上是单圈当且仅当 
a1≡ 1(mod 5), a2≡ a3≡ a4≡ a5≡ a6≡ 0(mod 5), a0 ≠ 
0(mod 5)且 a0 ≠( 4/5a )(mod 5)。 

证明  若 g(x)在 Z/(52)上要构成单圈，则有 g(0) 
=a0≠0(mod 5)，即 gcd(a0,5)=1。令 f(x)= 1

0a g (a0x)，
则 f(x)= 5

0a a6x6+ 4
0a a5x5+ 3

0a a4x4+ 2
0a a3x3+a0a2x2+a1x 

+1 ， 易 知 g(x) 在 Z/(52) 上 是 单 圈 当 且 仅

当 f(x) 在 Z/(52) 上是单圈。另外，f(0)=1，由定

理 2 可知 f(x) 在 Z/(52)上是单圈当且仅当 a0≠0 
⋅ (mod 5), a1≡ 1(mod 5), a0a2≡

2
0a a3≡

4
0a a5≡

5
0a a6 

≡ 0(mod 5), 3
0a a4≡ 0(mod 5)且 3

0a a4≠5(mod 52)。
容易验证上述条件即等价于推论 2 中的条件。 证毕 

5  Z/(p2)上(p−1)次单圈多项式的部分构造 

引理 6  设素数 p>3，则 
2 2 21 +2 + +(( 1)/2)

3
0(mod ),         1

2  
1 1

(mod ),    
2 2

k k kp

p
p k

p p
p k

−

⎧ −⎪⎪ ≤ ≤⎪⎪⎪= ⎨⎪ − −⎪ =⎪⎪⎪⎩

　　
 

证明  因为有限域 Z/(p)中的所有非零元素构

成乘法循环群 *
pZ ，设 *

pZ =〈g〉。所以 
2[12k+22k+ +((p−1)/2)2k] 

≡ 12k+22k+ +((p−1)/2)2k +((p+1)/2)2k +  
+(p−2)2k + (p−1)2k (mod p) 

≡ g2k + (g2)2k+ +(gp−1)2k (mod p) 

≡ g2k+(g2k)2+ +(g2k)p−1 (mod p) 
当 1 ≤ k ≤ (p−3)/2 时，g2k ≠ 1 (mod p)，故 

2[12k +22k+ +((p−1)/2)2k]≡
2 2 1 2

2

( )

1

k k p k

k

g g g

g

−− ⋅
−

 

≡ 0(mod p) 

因为 gcd(p,2) = 1，所以 12k+22k + +((p−1)/2)2k≡  

0(mod p)。 

当 k = (p−1)/2 时，由欧拉定理可知 

12k+22k+ +((p−1)/2)2k=1p−1+2p−1 + +((p−1)/2)p−1 

≡
( 1)/2

1 1 1
p−

+ + + (mod p) 

≡ (p−1)/2(mod p)                    证毕 

定理 3  设素数 p > 3, f(x)=ap−1xp−1+ap−2xp−2 
+ +a1x + 1∈Z[x]，若 f(x) 的系数满足如下条件：

a1≡ 1(mod p), a2≡ a3≡ ≡ ap−2≡ 0(mod p), ap−1≡  
0 (mod p)且 ap−1≠p(mod p2)。则 f(x)在 Z/(p2)上是

单圈。 
证明  首先，因为 a1≡ 1 (mod p), a2≡ a3≡ ≡  

ap−2≡ ap−1≡ 0 (mod p)，所以 f(x)≡ x+1(mod p)。显

然 f(x)在 Z/(p)上是单圈。另外，f ′(x)=(p−1)ap−1xp−2 
+ (p−2)ap−2xp−3 + + 2a2x + a1，因此可得 f ′(x)≡ a1 

≡ 1(mod p)。 
其次，因为 f(x)在 Z/(p)上是单圈，类似引理 4

的证明可得 ( )(0) (0) (1) (2) ( 1)(mod )pf ' f' f' f' f' p p≡ −  
≡ 1(mod p)。 

最后，因为 f(x)≡ x +1(mod p)，由引理 5 可得 
f p(0)≡ f(p−1)+ ( 1)f' p − (f(p−2)−(p−1))+ ( 1)f' p −  

( 2)f' p⋅ − (f(p−3)−(p−2))+ + ( 1)f' p −   
2( 2) (2)( (1) 2)(mod  )f' p f' f p⋅ − −  

≡ f(p−1)+(f(p−2)−(p−1))+(f(p−3)−(p−2)) 
   + +(f(1)−2)(mod p2) 
≡ [f(p−1)+f(1)]+[f(p−2)+f(2)]+ +[f((p  

+1)/2)+f((p−1)/2)]−[p(p−1)/2−1] (mod p2) 
\≡ [2ap−1 + 2ap−3 + + 2a2 + pa1 + 2] 

+[2ap−1 ⋅2p−1+ 2ap−3⋅2p−3 + + 2a2⋅22+pa1+ 2] 
+ + [2ap−1 ((p −1)/2)p−1 + 2ap−3((p−1)/2)p−3 
+ +2a2((p−1)/2)2+pa1+2]−[p(p−1)/2−1]  
⋅ (mod p2) 

≡ 2ap−1[1+2p−1+3p−1+ +((p−1)/2)p−1]+2ap−3 

⋅[1+2p−3+ 3p−3+ + ((p−1)/2)p−3]+ +2a2 

⋅[1+22+32+ +((p−1)/2)2]+a1p(p−1)/2+2 
⋅ (p−1)/2−[p(p−1)/2 − 1](mod p2) 

由引理 6 和 a1≡ 1(mod p),a2≡ a3≡ ≡ ap−2≡ ap−1 

≡ 0(mod p)，有 f p(0)≡ 2ap−1(p−1)/2+p (mod p2) 
≡ p−ap−1≠0 (mod p2)。由注 2 可知，f(x)在 Z/(p2)上
是单圈。                                 证毕 
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6  结束语 

目前，只有 p=2,3 时，针对剩余类环 Z/(pn)上
单圈多项式的研究才全部得以解决。本文对 Z/(5)
上的任意次单圈多项式进行了完整的系数刻画，进

一步，对 Z/(52)上的 6 次单圈多项式进行了完整的

系数刻画；另外，本文给出了 Z/(p2)(p>3)上的(p−1)
次单圈多项式的部分构造。我们下一步的工作有两

个方向：第一，对 Z/(p)(p>5)上的单圈多项式进行

完整的系数刻画；第二，对 Z/(p2)(p>3)上的任意次

单圈多项式进行完整的系数刻画。 
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