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金属介质混合目标散射分析的快速偶极子法 
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摘  要：基于等效偶极矩法，该文利用快速偶极子法用于快速计算金属介质混合目标的电磁散射。通过分组技术和

简单的泰勒级数展开，将远场组之间的矩阵向量积自然地转化为聚集-转移-发散的形式，实现了矩阵向量积的快速

计算。另一方面，由于远场组之间的互阻抗元素不用存储，大大降低了内存消耗。在仿真分析中，为了进一步快速

计算近场组中的互阻抗元素，还采用了等效偶极矩法。数值结果表明该方法具有较高的计算效率和令人满意的数值

精度。 
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Abstract: The Fast Dipole Method (FDM) is used for the fast calculation of electromagnetic scattering from 

composite metallic and material targets, which is based on the Equivalent Dipole-moment Method (EDM). In the 

FDM, a simple Taylor's series expansion and grouping scheme are used to transform the Matrix Vector Product 

(MVP) into an aggregation-translation-disaggregation form naturally, which accelerates the MVP remarkably. 

Further more, the impedance elements related to the far group pairs are not stored, which saves much memory. In 

addition, the EDM is used to speed up the calculation of mutual impedance elements in the near-field groups. 

Simulation results are presented to demonstrate the efficiency and satisfactory accuracy of this method. 
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1  引言  

频率选择表面、雷达天线罩、微带天线及其阵

列以及隐身目标等金属介质混合目标在军民用领域

中有着广泛的应用，对这类目标进行高效高精度电

磁仿真分析已成为当前的研究热点之一。在矩量法

分析中，有表面积分方程(Surface Integral Equation, 
SIE) 和体面积分方程 (Volume-Surface Integral 
Equation, VSIE)两种。一般而言，对于包含分块均

匀的各向同性介质的金属介质混合目标，采用 SIE
比 VSIE 更高效，因为 SIE 的未知量是目标表面的

等效电流和等效磁流，而 VSIE 的未知量是金属表

面的等效面电流和介质体内的等效体电流。而 VSIE
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更适合于含有任意非均匀介质的混合目标，而且也

更适合于含有各向异性介质的混合目标[1,2]。但是，

无论采用哪种积分方程，其计算和存储的复杂度均

为 N2，这里 N 为总的未知量数目，所以计算机内存

和计算量是仿真分析电大尺寸混合目标电磁特性的

主要瓶颈。目前，常用的高效高精度算法有：多层

快 速 多 极 子 方 法 [3](Multilevel Fast Multipole 
Algorithm, MLFMA)、自适应积分方法[4] (Adaptive 
Integral Method, AIM)、预修正-快速傅里叶变换[2] 
(Pre-corrected Fast Fourier Transform, P-FFT)、
积分方程 -快速傅里叶变换 [5,6](Integral Equation 
Fast Fourier Transform, IE-FFT)方法等。 

近，文献[7-10]提出了一种快速填充 VSIE 中

阻 抗 矩 阵 元 素 的 新 方 法 ——.等 效 偶 极 矩 法

(Equivalent Dipole-moment Method, EDM)。它是

将 Rao-Wilton-Glisson(RWG)[11] 基函数面元对和
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Schaubert-Wilton-Glisson(SWG)[12]基函数体元对

分别用偶极子模型进行等效，在一定距离条件下，

互阻抗元素可表示成一种没有积分运算的简单解析

表达式，从而能够显著地降低 VSIE 中互阻抗元素

的填充时间，缺点是不能节省内存和解阻抗矩阵的

时间。 
本文基于等效偶极矩法，提出了一种加速 VSIE

中矩阵向量积的新方法——快速偶极子法(Fast 
Dipole Method, FDM)。基本思路是：首先将所有

的未知量进行分组。然后采用泰勒级数展开方法，

使远场组之间的矩阵向量积自然地转化成聚集-转
移-发散的形式，实现了矩阵向量积的快速计算。另

一方面，由于远场组之间的互阻抗元素不用存储，

大大降低了内存消耗。此外，在仿真分析金属介质

混合目标的电磁散射问题中，还采用了 EDM 快速

计算近场组中的互阻抗元素。数值算例表明 FDM
法具有较高的计算效率和令人满意的数值精度。 

2  理论分析 

2.1 电场体面积分方程 
考虑自由空间中的金属介质混合目标，设V为

介质体所占的空间，不失一般性，其介质的电参数

用介电常数张量 ( )ε r 表示；S为金属表面。根据等效

性原理，金属部分可以用等效表面电流 ( )sJ r 来代

替，而介质部分可以用等效体电流 ( )vJ r 来代替。

( )uJ r ( ,u s v= ) 在自由空间 ( 0ε , 0μ )中产生的散射

电场 ( )s
uE r 可以表示为 

( ) ( ) ( )s
u u ujω φ= − −∇E r A r r           (1) 

其中 

0( ) ( ) ( , )du u
v

vμ ′ ′ ′= ∫A r J r G r r          (2) 

0

1( ) ( ) ( , )du u
v

vjφ ωε ′ ′ ′= − ∇⋅∫r J r G r r    (3) 

式中 | |( , ) /(4 | |)jke π′− −′ ′= −r rG r r r r 和 0 0k ω ε μ= 分

别是自由空间的格林函数和波数。 
电场体面积分方程可通过下列边界条件建 

立[4,10] 

( )
tan

( ) ( ) ( ) 0,  i s s
s v S+ + = ∈E r E r E r r   (4a) 

( ) ( ) ( ) ( ),  i s s
s v V= + + ∈E r E r E r E r r    (4b) 

式中 ( )E r 为介质中的电场，和电位移矢量 ( )D r 的关

系为 1( ) ( ) ( )ε−= ⋅E r r D r ; ( )iE r 为照射金属介质混

合目标的入射波电场。 
根据体场等效性原理，等效体电流 ( )vJ r 与电位

移矢量 ( )D r 的关系为 
( ) ( ) ( )v jωκ= ⋅J r r D r           (5) 

其中 ( )κ r 为介电常数对比率张量，和相对介电常数

张量 ( )rε r 的关系为 
1( ) ( )rκ ε−= −r I r             (6) 

式中I 为单位张量。 
在矩量法求解电场体面积分方程中，使用三角

形面片离散金属表面，四面体单元离散介质体，并

假定每个四面体单元内的介质是均匀的。这样等效

的面电流和体电流可分别用 RWG 基函数 ( )snf r 和

SWG 基函数 ( )vnf r 展开为 

1

( ) ( )
sN

n sn
n

s I
=

= ∑ rJ r f               (7a) 

1

(( ))
s v

s

N N

n vn
N

v
n

nI κ
+

= +

= ⋅∑ f rJ r         (7b) 

式中 nI 为待求复系数， nκ 为体元对 n 的介电常数对

比率张量， sN 为面离散中总的公共边数目， vN 为

体离散中总的面元数目。采用伽略金法，得到下列

矩阵方程： 

SS SV S S

VS VV V V

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Z Z I V

Z Z I V
           (8) 

其中子块阻抗矩阵 SSZ , SVZ , VSZ , VVZ 中的元素

分别为 
( ), ( )ss s

mn sm snZ = − f r E r                (9a) 

( ), ( )sv s
mn sm vnZ = − f r E r                (9b) 

( ), ( )vs s
mn vm snZ = − f r E r                (9c) 

1

0

( ), ( )

1         + ( ) ) (, )(

vv s
mn vm vn

vm nr v

Z

j εωε
−

= −

⋅

f r E r

f fr rr      (9d) 

电压向量中的元素分别为 

( ), ( )i
sm smV = f r E r           (10a) 

( ), ( )i
vm vmV = f r E r           (10b) 

2.2 求解 VSIE 的等效偶极矩法 

在等效偶极矩法中，RWG 基函数面元对和

SWG 基函数体元对分别用无穷小电偶极子来等效，

当两个电偶极子的距离超过一定值时，它们之间的

互阻抗元素可表示为一种没有积分运算的简单解析

表达式。强调的是，由于同一类型偶极子之间以及

不同类型偶极子之间，它们的距离标准都是不一样

的[9]，为了简化程序，在仿真分析中，选取 RWG 面

元对的等效偶极子之间的距离(不小于 0.15 0λ ，这里

0λ 是自由空间中波长)作为整个分析的统一距离标

准。 

对于第n 个等效电偶极子，电偶极矩可以通过

对RWG或SWG基函数上的电流求积分获得 [10 12]− ，

其表达式为 
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( ),   

( ) ( ),

c c
n n n n

n c c c c
n n ns n n n n ns n

l T S

a a T Vκ κ

− + ±

+ + − − ±

⎧⎪ − ∈⎪⎪= ⎨⎪ ⋅ − + ⋅ − ∈⎪⎪⎩

r r
m

r r r r
 

                 (11) 

式中 c
n
±r 表示三角形面元或四面体元 nT± 的质心位

置矢量； c
nsr 表示四面体元对公共面的质心位置矢

量。 nl 为面元对的公共边长度， na 为体元对的公共

面面积。 
根据文献[10]，第 m 个等效电偶极子和第 n 个

之间等效电偶极子的互阻抗元素 mnZ 可以表示成式

(12)的简洁形式 

( )( )
4

         3

jkR
'

mn m n

'
m n

e jk
Z C

R

jk
C

R

η
π

− ⎡ ⎛ ⎞⎟⎜⎢≈ ⋅ + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎢⎣
⎤⎛ ⎞⎟⎜ ⎥− ⋅ ⋅ + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎥⎦

m m

m R R m     (12) 

其中 
( ),

( ),

c c
n n n n'

n c c
n n n n

l T S

a T V

− + ±

− + ±

⎧⎪ − ∈⎪⎪= ⎨⎪ − ∈⎪⎪⎩

r r
m

r r
     (13) 

2

1 1
1C

R jkR

⎡ ⎤
⎢ ⎥= +⎢ ⎥⎣ ⎦

                 (14) 

在式(12)~式(14)中， m n= −R r r , R = R , =R  
/RR , ( + ) 2c c

n n n
− +=r r r 表示第 n 个等效电偶极子

中心的位置矢量， ( + ) 2c c
m m m

− +=r r r 分别表示第 m
个等效电偶极子中心的位置矢量， 0 0η μ ε= 为真

空中的波阻抗。 
从上面分析不难得出结论：等效偶极矩方法虽

然能够大大简化阻抗矩阵的计算，但是并不能节省

内存和解矩阵的时间。 
2.3 快速偶极子法加速求解 VSIE 

首先对所有未知量进行分组，将所有等效之后

的偶极子模型按照其中心位置分配到不同的立方体

(称为组)中。根据组 i 和组 j 之间的相对位置，可分

为近场组对或远场组对两种。如果用 jN 表示组 j 的
近场组集合， jF 表示组 j 的远场组集合，则矩阵向

量积可以表示成 

1 j j

N

mn n mn n mn n
n i N n i i F n i

Z I Z I Z I
= ∈ ∈ ∈ ∈

= +∑ ∑∑ ∑∑    (15) 

其中m j∈ , n i∈ 。 

对于近场组相互作用，阻抗矩阵元素 mnZ 采用

MoM 或 EDM 进行直接计算。 

对于远场组对之间的相互作用，假设组 j 和组 i

的是远场组对，m j∈ 的等效电偶极子和n i∈ 的等

效电偶极子之间的互阻抗矩阵元素 mnZ 由式(12)计

算得到，式中R 可具体表示为 

m n ji mj niR = − = + −r r r r r        (16) 

其中
j iji o o= −r r r , 

jmj m o= −r r r , 
ini n o= −r r r , 

jor 和
io
r 分别为 j 和 i 的组中心位置矢量。对式(16)

用泰勒级数近似展开 
2 2

2 2

( )

2

( )
      

2

jimj mj
jiji mj

ji

jini ni
ji ni

ji

r
R r

r

r
r

⎡ ⎤− ⋅⎢ ⎥≈ + ⋅ +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤− ⋅⎢ ⎥+ − ⋅ +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

r r
r r

r r
r r     (17) 

其 中 ji jir = r , /ji ji jir=r r , mj mjr = r , nir =  

nir 。 
根据式(17)，对式(12)做如下近似 

jiR r≈                                  (18a) 
2 2

2 2

( )

2

( )
2

jimj mj
ji mj

jiji

jini ni
ji ni

ji

r
jk

rjkrjkR

r
jk

r

e e e

e

⎛ ⎞− ⋅ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜−− ⎝ ⎠

⎛ ⎞− ⋅ ⎟⎜ ⎟⎜− − ⋅ + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

≈

⋅

r r
r r

r r
r r

     (18b) 

后可重新写为 
( ) ( ) ( )'

mn m ji ji n ijZ = ⋅ ⋅M r T r M r       (19) 
其中 

2 2[ ( ) ]

2
( )

jimj mj
ji mj

ji

r
jk

r' '
m ji me

⎛ ⎞− ⋅ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠=

r r
r r

M r m          (20) 

( ) 3
4

jijkr

ji jiji
ji ji

e jk jk
C C

r r
η

π

− ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟⎜ ⎜= + − +⎟ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
T r I r r  (21) 

2 2[ ( ) ]
2

( )

ijni ni
ij ni

ij

r
jk

r
n ij ne

⎛ ⎞− ⋅ ⎟⎜ ⎟⎜− ⋅ + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠=

r r
r r

M r m            (22) 

其中 

2

1 1
1

ji ji

C
r jkr

⎡ ⎤
⎢ ⎥= +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

           (23) 

因此，式(15) 终表达式为 

1

             ( ) ( ) ( )

j

j

N

mn n mn n
n i N n i

m ji ji n n ij
i F n i

Z I Z I

I

= ∈ ∈

∈ ∈

=

′+ ⋅ ⋅

∑ ∑∑

∑ ∑M r T r M r  (24) 

这样，远场组间的相互作用自然地分成了 3 个部分： 
(1) 聚集 ( );n n ijn i

I
∈∑ M r ( 2 )转移 ( );jiT r ( 3 )发散 

( )'
m jiM r 。其中， ( )n ijM r 和 ( )'

m jiM r 可分别视为聚

集和发散函数，张量 ( )jiT r 可视为转移函数。由于聚 
集函数，转移函数和发散函数的表示都比较简单，

不存在耗时的数值积分运算，所以在仿真计算中即

用即算不用存储，提高了计算电大尺寸混合目标的

电磁散射的能力。 

3  数值结果 

文中给出了电各向同性介质涂覆金属球和不均

匀电各向异性介质板与金属板构成的混合目标两个

算例，通过FDM的数值结果与传统的MoM, EDM和
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Mie级数解比较，说明FDM法的正确性和快速计算

的有效性。所有数值结果都是在配置为Pentium(R) 
Dual CPU E5500 2.80 GHz，内存 2.0 GB的PC机

上完成。数值求解中采用的是GMRES迭代求解器，

并且收敛精度设为0.002。 
算例 1  在电各向同性介质涂覆金属球中，金

属球半径0.5 m，涂覆相对介电常数1.5，涂覆厚度5 
cm。整个目标被离散成1300个三角形面元和5307个
四面体元，共有14163个未知量。FDM分组大小为

0.15 m，共有非空组240个。使用MoM和EDM计算

迭代步数为586，内存为1637 MB，计算时间分别为

28312 s和26807 s。使用FDM法迭代步数为648，内

存424 MB，仅为MoM内存消耗的26%，计算时间

1823 s，仅为MoM计算时间的6.4%；图1给出了FDM
计算的 θθ 极化双站RCS曲线，从图中可以看出，

FDM的计算结果和Mie级数解吻合得很好。 

 

图1 均匀各向同性介质涂覆金属球的双站RCS 

算例 2  非均匀电各向异性介质与金属混合目

标是由两块介质板和一块金属板拼成，三块板的尺

寸是相同的，均为 0.8 m×0.8 m×0.05 m，两介质板

的介电常数分别为 1rε =[2.5, j, 0; -j, 2.5, 0; 0, 0, 1.5], 

2rε =1.2-1.2 j。整个混合目标被分成 1334 个三角形

面元和 3320 个四面体元，共有 9785 个未知量。FDM
分组大小为 0.15 m，共有非空组 102 个。图 2 给出

了 FDM 计算的 E 面和 H 面的双站 RCS 曲线，和

传统MoM和EDM的计算结果比较可以看出结果吻

合得很好。使用 MoM 和 EDM 计算时迭代步数为

365，需要内存 767 MB，计算时间分别为：6597 s
和 5954 s。使用 FDM 方法迭代步数为 369，内存

192 MB，仅为矩量法内存消耗的 25%，时间 426 s，
仅为矩量法计算时间的 6.5%。 

4  结论 

本文以金属介质混合目标的电磁散射计算为 

 

图 2 非均匀电各向异性介质与金属混合目标的双站 RCS 

例，说明提出的 FDM 除了具有良好的快速计算能

力外，还具有理论相对简单、编程实现容易等优势。

除此之外，该方法还是一种通用方法，不仅可应用

于金属目标，还可应用于金属介质混合目标；不仅

可应用于各向同性介质目标，还可应用于各向异性

介质目标；不仅可应用于目标的电磁散射特性研究，

还可应用于目标的电磁辐射特性研究。 
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