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摘  要：基于冗余字典的信号稀疏表示是一种新的信号表示理论，当前的理论研究主要集中在字典构造算法和稀疏

分解算法两方面。该文提出一种新的基于自适应冗余字典的语音信号稀疏表示算法，该算法针对自相关函数为指数

衰减的平稳信号，从K-L展开出发，建立了匹配信号结构的冗余字典，进而提出一种高效的基于非线性逼近的信号

稀疏表示算法。实验结果表明冗余字典中原子的自适应性和代数结构使短时平稳语音信号稀疏表示具有较高的稀疏

度和较好的重构精度，并使稀疏表示算法较好地应用于语音压缩感知理论。 
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Abstract: The sparse representation based on overcomplete dictionary is a new signal representation theory. 

Recent activities in this field concentrate mainly on the study of dictionary design algorithm and sparse 

decomposition algorithm. In this paper, a novel speech signal sparse representation algorithm is proposed based on 

adaptive overcomplete dictionary. Considering stationary signal with autocorrelation function of exponential decay, 

an adaptive overcomplete dictionary is constructed in terms of the Karhunen-Loève (K-L) expansion. Furthermore, 

an effective algorithm based on the nonlinear approximation is proposed to obtain sparse decomposition of signal 

with the adaptive dictionary. The experimental results indicate that short-term stationary speech signal sparse 

representation based on the adaptability and algebraic structure of atom in the overcomplete dictionary has higher 

sparsity and better reconstructive precision. The sparse representation algorithm can preferably be used in 

compressed sensing. 
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1  引言  

在信号处理中，用空间变换有效地表达信号，

可提高压缩效率。传统的信号表示是基于“正交基”

的展开，如DCT，小波变换等，但这种分解不总能

够达到较好的效果，尤其是对时频变化范围很广的

信号效果更差。一种更好的信号表示方式应是根据
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信号的特点，自适应地选择基函数。文献[1,2]提出

信号在过完备原子库(或称为冗余字典)上进行稀疏

分解的思想，该原子库比通常的完备正交基大得多，

在信号所表示的空间中足够密。因此，信号稀疏表

示的结果就是信号线性展开中大部分基函数的系数

为零，只有少数基函数具有较大的非零系数。这里

称基函数为原子，其集合为字典。信号稀疏表示具

有由可揭示信号主要特征与内在结构的少量原子来

表示信号的优良特性，因此在信号去噪[3]、特征识 
别[4]、弱信号提取[5]和数据压缩[6]等领域得到了广泛

应用。针对稀疏分解，已有MP(Matching Pursuit)[1], 
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BOB(Basis Orthogonal Best)[7], BP (Basis 
Pursuit)[8]和MOF (Method of Frames)[9]等多种算

法，其中MP算法最常用。 
2004年Donoho[10]建立了一种“边感知边压缩”

的新兴采样技术
    

压缩感知(Compressed Sensing, 
CS)，该理论将信号稀疏表示提升到了一个新的高

度。CS表明：只要未知信号在某一个空间具有稀疏

性，就能以低于奈奎斯特采样定理要求的频率进行

随机采样，并通过求解优化问题从少量采样信号)称
为观测)中以高概率重构出原信号。因此，信号稀疏

表示有极其重要的理论意义和广泛的应用价值。 
信号稀疏表示的一个关键问题就是如何设计有

效的冗余字典。当前已有小波包、小波和正弦函数

的级联、局部余弦等多种冗余字典，但它们不总能

保证信号的稀疏性[11]。文献[12]选取可分离Gabor函
数作为语音原子库，但离散Gabor函数中多个时频

参数所得的原子数量巨大，增加了复杂度。近两年，

通过学习、训练来获得冗余字典的方法也得到了发

展，如文献[13]将聚类法用于图像字典学习；Aharon
等人[14]将K均值聚类法推广为K-SVD，自适应更新

字典。但这些方法需通过训练大量样本来更新字典，

计算量和存储空间巨大。文献[15]提出了基于模板匹

配近似KLT域上的语音信号压缩感知重构算法，算

法为了避免对信号求取KLT分解矩阵，采用训练语

音自相关矩阵的非齐次线性组合来近似语音的自相

关矩阵，增大了表示难度；同时，清音帧信号在近

似KLT域上不具有稀疏性，不利于实际应用。 

本文研究基于K-L展开的自适应冗余字典构造

算法及平稳信号稀疏分解算法，由此获得了短时平

稳语音信号的稀疏表示，并将之应用于语音压缩感

知。首先，针对自相关函数为指数衰减型的连续平

稳信号，提出了自适应正交K-L基的构建算法，通

过离散正交基获得自适应冗余字典；然后，验证了

语音信号在此字典上的稀疏性及重构性能；最后，

实现了语音的CS压缩采样和重构。实验结果表明自

适应冗余字典的代数结构不仅保证了语音信号的稀

疏性, 而且大幅度缩减了稀疏分解时所需的原子个

数，稀疏表示算法提高了稀疏分解效率，在语音压

缩感知中显示了优良的性能。 

2  基于K-L展开的自适应冗余字典构造算法 

2.1 基于K-L展开的自适应正交K-L基的构建   
K-L 展开提供了从独立随机变量集合的角度研

究随机过程的可能性[16]，其思想在于把随机过程展

开为一列正交函数的线性组合形式。不失一般性，

假设连续实随机过程{ ( ),  [0,1]}x t t ∈ 是二阶矩过程，

则其 K-L 展开式为 

1

( ) ( )n n
n

x t c tϕ
∞

=

= ∑                (1) 

其中系数
1

0
( ) ( )dn nc x t t tϕ= ∫ ；正交K-L基{ ( )}n tϕ 是 

自相关函数 ( , )xR t u 的特征函数组， ( )n tϕ 和与之对应

的特征值 Rλ ∈ 满足Fredholm积分方程： 
1

0
( ) ( , ) ( )dn x nt R t u u uλϕ ϕ= ∫       (2) 

通常，取式(1)中有限的N 项作为 ( )x t 线性逼近，即 

1

( ) ( )
N

n n
n

x t c tϕ
=

= ∑                (3) 

K-L 展开的关键是获得 ( , )xR t u 的特征值和特征

函数。针对平稳随机过程的自相关函数在时延较小

时较快衰减的特性，本文考虑 | |( , ) (0) t u
x xR t u r e μ− −= ，

其中参数μ反映了衰减速度，并由式(2)求解如下方

程： 
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当 0t = 和 1t = 时，由式(4)分别有 
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对式(4)两边求导可得 
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当 0t = 和 1t = 时，由式(6)分别有 
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由式(5)，式(7)可知 
(0) (0), (1) (1)ϕ μϕ ϕ μϕ′ ′= = −　         (8) 

对式(6)两边求导可得 
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当 2 2 (0) 0xrμ λ μ− < 时，有 2( ) ( ) 0t tϕ ω ϕ′′ + = ，其通

解为 1 2 1 2( ) cos( ) sin( )( , )t c t c t c c Rϕ ω ω= + ∈  ，其中 
2[2 (0) ]/xrω μ μ λ λ= − 。联合式(8)，方程特解为 

( ) ( / )cos( ) sin( )( )n t n n t n t n Zϕ π μ π π= + ∈ 。因 0( )tϕ  
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0= 不能作为特征函数，则正交特征函数组为 

( ) cos( ) sin( ),   {0}n
n

t n t n t n Z
π

ϕ π π
μ

= + ∈ −  (10) 

加入 0( ) 1tϕ = ，构建完备的自适应正交 K-L 基函数

组 1 0{ ( )} { ( ), {0}}nE t t n Zϕ ϕ= ∪ ∈ − ，其中 

　　　　  

( ), ( ) ( ) ( )d 0,

, ,

n m n mt t t t t

n m n m Z

ϕ ϕ ϕ ϕ
+∞

−∞
= =

≠ ∀ ∈
∫  

2.2 基于K-L展开的自适应冗余字典构造算法 
针对数字信号处理，需要离散正交K-L基。首

先，确定式(10)中参数μ。信号 MR∈x 在时延 τ 的
自 相 关 函 数 无 偏 估 计 为 ( ) 1/( )xR Mτ τ= −  

1
( ) ( )

M

i
x i x i

τ
τ

−

=
⋅ +∑ ，通过求解 

( )22

2
min ( ) ( ) ( )x xx xG R R R R
μ τ

μ τ τ= − = −∑  (11) 

来获得最优解 *μ ，其中 | |( ) (0)x xR r e μ ττ −= 。然后，

对 ( )n tϕ 在 0 1t≤ ≤ 进 行 均 匀 采 样 获 得 原 子 
T[ (1), , ( ), , ( )]n n n ne e i e M=e ，其中 ( ) /ne i nπ μ=  

( 1) ( 1)
cos sin ( 1, , )

1 1
n i n i

i M
M M
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎟ ⎟⎜ ⎜⋅ + =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠− −

，再联合 

T
0 [1, ,1]=e ，就可构建自适应冗余字典 2 0{ }E = e  
{ , {0}}n n Z∪ ∈ −e 。如果遍历n 所有取值，则会产

生非常庞大的字典。依据原子的几何结构特性，易

见 n n− = −e e ，则可将 2E 缩减为 3 0{ } { ,nE = ∪e e  
}n Z+∈ ，大幅度减少了原子个数, 以提高稀疏分解

效率。 

3  基于自适应冗余字典的语音信号稀疏表

示 

3.1 信号稀疏表示理论 
信号稀疏表示源于非线性逼近理论[17]，即给定

一个字典 { , 1, , }nD n N= =e ，其原子可张成整个

Hilbert空间  ( )MH R M N= ≤ 。在D 中自适应选取

K 个原子对 MR∈x 作非线性逼近 
,

( )
,

K K

n
K n n

n nn I n I

F nα
∈ ∈

= = =∑ ∑
x e

x x e e
e e

  (12) 

其中Card( ) ,KI K= T[ (1), , ( )]Nα α=α 为分解系数

向量。逼近绝对误差为
2K KFε = −x x 。当D 是正

交基时，保留 ( )nα 最大的K 个基原子，可得x 的最

佳K 项逼近；当D 是冗余字典时，式(12)有多种解

答，信号稀疏表示就是选出分解系数最为稀疏的一

个，这是一个NP问题。如果要在冗余字典中获得较

优的非线性逼近结果，可考虑相干系数 β =  

sup ,
| | | |

ji

i j i j≠

ee
e e

小于某个常数的非相干字典，其原 

子间的线性相关性较弱。因 3E 中原子是离散正交

K-L基的矢量，原子间的 β 较小，即 3E 为非相干字

典，可利用最佳K 项逼近获得近似信号x 。 

3.2 基于自适应冗余字典的语音信号稀疏表示 

语音信号具有短时平稳性，其自相关函数有衰

减特性，所以可利用上述字典来研究它的稀疏表示。

我们对采样率为16 kHz，长为320样点的清音帧、浊

音帧和过渡帧信号(图1(a), 1(d), 1(g))进行分解，发

现清音帧信号在DCT域上不具有稀疏性(图1(c))，

浊音帧和过渡帧信号的稀疏性也不理想(图1(f), 

1(i))，而它们在自适应冗余字典上都有显著的近似

稀疏性(图1(b), 1(e), 1(h))。 

由原子的代数式可见：当n 增大时， ne 中各元

素值也增大，从而迫使语音信号在分解时将能量主

要集中在n 较小的原子上，即使得分解系数具有近

似稀疏性。由图1(b), 1(e), 1(h)易见，保留绝对值最

大的K 个 ( ) ( )Kn n Iα ∈ ，并令 ( ) 0 ( )Kn n Iα = ∉ ，

可得到稀疏分解向量α，因此无需用优化算法就可

进行稀疏表示，大大降低了计算复杂度，便于将稀

疏表示应用于CS。 

3.3 CS中基于MP的信号重构算法 
CS认为若信号x 在变换矩阵Ψ 上具有稀疏性，

则可用 I cK= (通常 3 4c = ∼ )个观测 [ (1), ,y=y  
T( )]y I 以高概率重构出原信号，即求解如下 0l 优化问

题 

0min || || ,   s.t.  = = =y x
α

α Φ ΦΨα Ξα   (13) 

其中 1[ , , ]( , 1, , )I
M i R i M= ∈ =Φ ϕ ϕ ϕ 服从正态

随机分布，且与Ψ 不相关； 0 K=α 。基于自适应

冗余字典的讨论，不妨设N M= ，则 M MR ×∈Ψ 。 

因 0l 问题是NP难题，Donoho等提出将之转化为

1l 问题(称为BP算法)，通过线性规划求解α，并重

构信号 =x Ψα。但BP算法计算量巨大，若采用MP

算法可降低计算复杂度。本文基于MP的信号重构算

法如下： 

首先求解 y 在冗余字典 { , 1, , }Mγ γ= =gΞ
上的稀疏分解，即从Ξ中选出与y 最为匹配的最佳 

原子
1γ
g ，满足 1

1 1

, ,
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,,

γ γ

γ γγ γ

=
g

y g y g

g gg g
，于是y 分
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1γ
g 上的分量和残余两部分 1

1 1

,

,

γ

γ γ

=
y g

y
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1

1Rγ⋅ +g y。对残余可不断进行上面的分解过程，即

1
,

,

k
k k

R
R R

γ
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γ γ

+= +k

k

k k

y g
y g y

g g
， 其 中 γk

g 满 足

,

,

kR γ

γ γ

=k
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y g

g g

,
sup

,

kR γ

γ γ γ

k

k k

y g
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。经过K 步迭代后，有 
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图1 清音帧、浊音帧和过渡帧信号的时域波形及分解系数图 
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R
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=
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k

k k

y g
y g y
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      (14) 

由于 kR y 的衰减特性，用少数原子可表示y 的主要 

成分，即
1

,

,

kK

k

R γ
γ

γ γ=

≈ ∑ k

k

k k

y g
y g

g g
，并可得稀疏系数 

向量α，重构信号为 =x Ψα。 

4  实验结果及分析 

4.1 语音信号的重构 
实验环境为安静环境，对象为两位男性和两位

女性。为了说明稀疏分解的质量，定义稀疏度为D =  
/K M 。针对图1，利用基于自适应冗余字典的稀疏

表示算法(Signal Sparse Representation algorithm 
based on Adaptive Overcomplete Dictionary,  

SSRAOD)分别得到3个信号的 [ ]K MD= ([ ]⋅ 为取整 
函数)个系数，然后进行信号重构。清音帧信号的稀

疏性弱于浊音帧和过渡帧信号，所以需要较多的原

子来重构信号。当 40%D = 时，可重构出清音帧信

号的绝大部分细节特征(图2(a))，逼近绝对误差

0.0049Kε = 。浊音帧信号在 15%D = 时， Kε =  
0.0114 (图2(b))，这说明仅用48个原子就可很好地重

构出原信号，达到了稀疏分解的目的。过渡帧信号

同时具有清音和浊音信号的特征，当 15%D = 时，

也可精确重构出原信号， 0.0105Kε = (图2(c))。图2
说明SSRAOD具有较高的稀疏度和较好的重构精

度，且有较高的计算效率，如表1。当D 相同时，

SSRAOD所花费的计算时间远远少于MP和BP算

法。当问题规模较大时，BP算法处理时延较长，且

易于陷入局部最优解，产生较大的重构误差。 

 
图2 清音帧、浊音帧和过渡帧信号的信号重构波形图 
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表1 清音帧、浊音帧和过渡帧信号稀疏分解时间和逼近绝对误差比较 

SSRAOD MP BP 
信号 

t(s) Kε  t(s) Kε  t(s) Kε  

清音帧 ( 40%)D =  0.0099 0.0049 1.9644 0.0050 12.1704    0.0170 

浊音帧 ( 15%)D =  0.0092 0.0114 0.3880 0.0095 10.2422 .200.11 

过渡帧 ( 15%)D =  0.0181 0.0105 3.6702 0.0104 11.4159    0.4687 

 
下面实验针对测试语音分别为女声和男声的

“大规模集成电路”，采用矩形窗分帧，帧间无重

叠，帧长为320样点/帧，定义重构语音信号平均分

段信噪比SegSNR (dB)： 
frame T

T
frame 1

1
SegSNR 10 lg

( ) ( )

N
i i

i ii iiN =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= × ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ − −⎝ ⎠
∑ x x

x x x x
 

              (15) 

其中 frameN 为信号的总帧数。将重构信号按信噪比不

大于 0 dB, 0～10 dB, 10～20 dB, 20～50 dB，大于

50 dB 分别划分为重构质量很差、差、中等、好、

很好。表 2 给出了不同稀疏度对应的信号重构质量，

当D 越高时，SegSNR 越高。为了重构出信号时域

波形的细节，女声和男声分别由表 2 选择D 为 14%
和 12%，如图 3 和图 4。通常女性基频明显高于男

性，所以女声比男声需要更多原子进行信号重构，

以减少重构误差。 
4.2 基于自适应冗余字典的语音压缩感知 

基于图3和图4考虑基于自适应冗余字典的语音

压缩感知。图5通过 4 4[ ]I K MD= = 个随机观测，

根据本文基于MP的重构算法，获得女声和男声的 

CS重构信号，其时域波形图与原信号基本一致， 
SegSNR分别为22.8444 dB和36.3450 dB。比较图3、
图4和图5，易见：当D 相同时，语音信号的CS重构

性能略差于信号稀疏分解的重构性能，这是因为它

既包含了稀疏分解的逼近误差又包含了y 基于MP
的重构误差，若适当增加观测个数，就可提高

SegSNR。 

由图5可知，信号稀疏表示是CS的前提，特别

是观测个数 I 与分解原子数K 有密切关系。图6(a)

着重研究D 与SegSNR的关系，测试语音为由上述4

位说话人分别随机选取10句短语，共40句短语组成

的一长段语音。当K 固定时， 4I K= 的SegSNR明

显高于 3.5I K= 和 3I K= ，所以增加 I 的确可以提

高重构精度。在CS中，通常用压缩率 /R I M= 作

为数据压缩性能优劣的标准，易知 /R cK M= =  

/cDM M cD= 。图6(b)反映了R 影响着语音的CS重

构性能，当R 越大，SegSNR越高，重构效果越好。

另一方面，R 相同时， 3c = 的SegSNR高于 3.5c =

和 4c = 。这是因为c 越小，D 越高，重构时所用的

原子越多，重构误差就越小，此与表2结论一致。 

表2 女声和男声信号重构SegSNR(dB) 

D(%) 6 7 9 11 12 13 14 15 
女声 

SegSNR 19.831 21.346 24.587 27.028 28.458 29.501 30.402 31.649 

D(%) 3 4 5 7 9 11 12 13 
男声 

SegSNR 19.593 23.829 28.494 32.916 36.942 39.734 41.419 42.441 

 

图 3 女声语音信号及重构信号时域波形图                     图 4 男声语音信号及重构信号时域波形图 
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图5 女声和男声基于压缩感知的信号重构时域波形图                   图6 语音压缩感知的信号重构性能图 

5  结束语 

本文依据K-L展开，通过求解指数衰减型自相

关函数的Fredholm积分方程，构建了自适应冗余字

典，并由字典的代数结构设计了基于非线性逼近的

信号稀疏表示算法，降低了计算复杂度。实验验证

了语音信号基于自适应冗余字典的稀疏性，测试了

基于自适应冗余字典的语音压缩感知的性能，从而

说明了本文算法的有效性、可行性和应用性。 
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