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一种新的码率兼容 LDPC 码打孔方案 
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摘  要：该文研究码率兼容 LDPC 码的打孔问题。Ha 等人研究 LDPC 码打孔时提出的 Grouping 和 Sorting 方案

使低 k-SR 节点的数目最大化，它相对于随机打孔有了很大增益，但此方案只保证有一个存活校验节点。该文研究

多个存活校验节点的作用，提出 MSCN 打孔方案最大化打孔节点的存活校验节点数。AWGN 信道上的仿真结果显

示，低码率时 MSCN 方案具有比 Grouping 和 Sorting 方案更为优越的性能。理论推导及实验结果均表明，码率兼

容 LDPC 码打孔时，多个存活校验节点有益于译码性能的提升。 
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Abstract: This paper considers the issue of finding good puncturing patterns for rate-compatible LDPC codes. 

When studying the puncturing of LDPC codes, Ha, et al. obtain a so-called grouping and sorting puncturing 

scheme to maximize the number of lower k-SR nodes. Though the grouping and sorting scheme outperforms 

random puncturing schemes, it guarantees only single survived check node. This paper investigates the effect of 

multiple survived check nodes, and proposes an effective puncturing scheme called MSCN, which maximizes the 

number of survived check nodes. Simulation results over AWGN channels show that the proposed MSCN scheme is 

superior to the grouping and sorting scheme at low rates. By theoretical analysis and experimental results, it is 

indicated that multiple survived check nodes enhance the decoding performance of LDPC codes.  
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1  引言  

在无线通信系统等应用场景中，信道是时变的，

为使信道的吞吐率最大化，人们需要根据信道条件

的不同自适应地使用不同的编码码率。只使用一对

编译码器的码率兼容 LDPC 码大大降低了硬件实

现的复杂度，成为时变信道中差错控制方法的优先

选择。打孔是构造码率兼容 LDPC 码的有效方法，

但它可能会引起性能的损失。为尽量避免较大的性

能损失，需要解决的关键问题是如何寻找有效的打

孔模式。 
Ha 等人[1]研究表明好的打孔模式是存在的，且

在一定码率范围内对一个 LDPC码打孔后得到的码

仍可能是好码[2]，然而其结果基于无限码长假设。文

献[3,4]的工作是有限码长的，但其打孔方法对变量
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节点的选择是随机的，易损失重要节点，相应节点

可能因此无法恢复，高码率时该情况尤为严重。为

解决该问题，文献[5]研究译码时打孔节点恢复过程，

提出 Grouping 和 Sorting 方案。Grouping 算法将变

量节点分成不同集合 1 2, , , KG G G ，依次最大化各集

合中节点的数目。在每一个集合中，节点被打孔的

次序由 Sorting 算法来确定。虽然 Grouping 和

Sorting 方案性能优于随机打孔的方案，但它只保证

有一个存活校验节点。 
本文研究多个存活校验节点的作用，提出最大

化存活校验节点数(MSCN)方案寻找打孔模式。仿

真结果表明，在 AWGN 信道上，低码率时本文提出

的方案优于 Grouping 和 Sorting 方案。本文后续部

分组织如下：第 2 节简要介绍一些基本概念和高斯

近似密度进化；第 3 节分析多个存活校验节点的作

用，介绍本文方案的基本思想，并对有限长 LDPC
码提出 MSCN 打孔方案；第 4 节对提出的打孔方案

进行仿真实验；最后是结论。 
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2  预备知识 

2.1 基本概念及定义 

LDPC 码可以用 Tanner 图来表示。其校验矩阵

的行对应 Tanner 图的校验节点，列对应变量节点。

对一个节点 V，定义 N(V)为 V 的邻居。所谓打孔，

就是将一个码中的每个码字都删除一个或多个分

量，从二分图上看即是删除一个或多个变量节点，

被删除的变量节点称为打孔变量节点。打孔模式定

义为打孔变量节点的集合。若打孔变量节点 V 有至

少一个邻居校验节点 C，这个校验节点 C 的其它邻

居(除了 V)都是没有打孔的，那么称 V 是一步可恢

复的(One Step Recoverable, 1-SR) [5 7]− 。所谓变量

节点恢复，是指它第 1 次从邻居中得到非零的对数

似然比(LLR)信息，而这个提供非零 LLR 信息的校

验节点 C 被称为存活校验节点。一般地，一个 k 步

可恢复(k-SR)的打孔变量节点 V 拥有至少一个邻居

C，满足 N(C)\V 包含至少一个(k-1)步可恢复节点，

而其它节点是m 步可恢复的， 0 1m k≤ ≤ − 。k-SR

节点可以在第 k 次迭代时被恢复，亦称 k-SR 节点的

恢复水平为 k。k-SR 节点的集合记为 Gk。恢复树显

示了一个打孔节点在恢复过程中的信息传递情况，

图 1 是一个 3-SR 节点恢复树的例子。为了记录校验

节点在打孔节点恢复过程中发挥的作用，我们引入

一个新的概念“校验节点状态”。每一个校验节点都

有一个状态来表示它恢复打孔变量节点的信息。校

验节点状态用二元对(l, p)来表示，l 表示这个校验节

点 j 所恢复的变量节点 i 的恢复水平，p 表示 i 的存

活校验节点的数目。i 的所有存活校验节点组成一个

集合 Partner(j)。 

2.2 LDPC 译码及密度进化 
LDPC 码一般用 BP 算法来译码，在译码过程

中，信息更新规则[8]如下： 
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图 1 3-SR 节点恢复树 
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v 及 vi表示变量节点传出的信息，u 及 uj表示校验节

点传出的信息，u0是从信道得到的信息。 
采用高斯近似密度进化的方法[8]，分别在式(1)，

式(2)等号两边取期望，得 

0

( ) ( 1)( 1)l l
v u v um m d m −= + −                    (3) 

11 ( )( ) ( )

1

tanh tanh tanh
2 2 2

cc
dd ll l

i

i

vu v
E E E

−−

=

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∏  (4) 

l 是指迭代次数，
0um 是 u0的期望，mu和 mv分别是

u 和 v 的期望。 
定义 ( )xφ 为 
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( )xφ 是在 [0, )∞ 上的连续单调减函数，且 (0) 1,φ =  
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3  打孔方案 

3.1 多存活校验节点分析 
当打孔变量节点 V 只有一个存活校验节点时，

文献[5]给出了 V 接收到的 LLR 信息期望值的数学

表达式，如引理 1 所示。 
引理 1  对打孔变量节点，若都只有一个存活

校验节点使其恢复，则打孔变量节点 V 接收到的

LLR 信息期望为  

( )0

( )1( ) 1 1 ( )
S V
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S(V)是 V 恢复树下非打孔变量节点的数目，u0是从

信道得到的 LLR 信息，
0um 是 u0的期望。 

而关于多个存活校验节点的情况，我们有定理

1。 
定理 1  设 l=1, ,k，打孔的 l-SR 节点都只有

一个存活校验节点，且当打孔节点V ′ , V ′′恢复水平

相同时，其恢复树中各存活校验节点下边的非打孔

变量节点数目相同 ( ) ( )S C S C′ ′′= , C ′ , C ′′ 分别为

V ′ , V ′′ 的存活校验节点，则打孔的 (k+1)-SR 节
点 V 接收到 LLR 信息期望为 
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其中打孔变量节点 V 存在 p 个存活校验节点 C1, 
C2, ,Cp, S(Cj)是在 V 的恢复树中 Cj下边非打孔变

量节点的数目。 
证明  在(k+1)-SR 节点 V 的恢复树中，V 下

边是存活校验节点 C1, C2, , Cp，而 Cj(1≤ j≤ p)下
边含有 k-SR 变量节点和其他变量节点，设为 V1, 
V2, , 1cd

V − 。变量节点 Vi(1≤ i≤ dc-1)发送出去的

LLR 信息期望 mv(Vi)等于接收到的 LLR 信息期望

mu(Vi)，由引理 1，有 
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即有                  
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于是由式(4)，关于 Cj处的信息有 
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即有 
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由式(3)，对(k+1)-SR 节点 V，接收到的 LLR 信息

期望等于其存活校验节点传来的 LLR 信息期望之

和，故 
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由定理条件，有 S(C1)=S(C2)= =S(Cp)，所以 
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证毕 
在 AWGN 信道中，假设满足独立同分布和对称

条件，节点 V'的错误概率为[8] 
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2( )Vσ ′ 是节点 V'发送的 LLR 信息的方差。不难看

出，Pe(V')是关于 mu(V')的单调递减函数，mu(V')

的值越大，则 Pe(V')越小。 
根据定理 1，在其他条件相同的情况下，若节

点 V'拥有多个存活校验节点，相比于只有一个存活

校验节点的情况，其 LLR 信息期望值会更大。由式

(15)及 Pe(V')的单调性可知，多个存活校验节点会

降低节点 V'的差错概率。 
3.2 打孔算法 

基于前边的分析，本文提出了一个新的打孔算

法，它能够最大化一个打孔节点的存活校验节点数

目。初始，若一个变量节点被打孔，就把 N(V)定为

V 的存活校验节点。打孔数较多时，新打孔的节点

不可避免地会破坏前打孔节点的存活校验节点，带

来性能损失。为了减少这种损失，新选打孔节点必

须对前打孔节点的影响最小，控制存活校验节点减

少的速度。故一个新打孔节点，其邻居中包含前打

孔节点的存活校验节点的数目必须是最小的。若打

孔节点 V 只有一个存活校验节点 C，则 C 的邻居中

除了 V 外所有其它变量节点都不能再被打孔，否则

有些前打孔节点会因此而无法恢复。我们把不能被

打孔的变量节点的集合称为 G0，C 的邻居除 V 外的

所有变量节点都应添到 G0中。打孔节点和 G0中的

节点都称为已确定节点。 

存活校验节点数目最大化算法(MSCN)如表 1
所示。 

表 1 MSCN 算法 

//Step 0 处理状态(0, 0) 

Candidate {1← , ,n-1,n}; ∀ j(≤ j≤m), State(j)←(0,0);  

∀ i(1≤ i≤  n), Level(i)←0; nowPS←(0,0);  

While Candidate≠ φ , do 

从 Candidate 中随机选择节点 V 作为打孔节点；Candidate ← 

Candidate\N(N(V)); State(j)=(1, degree(V)), ∀ j∈N(V);  

Level (V) =1;  

End While  

k ←1; //Step 1 处理状态(k, d)  

while 1, do 若所有变量节点都已确定，结束循环终止查找。d←变量

节点的最大度数。 

while d>1, do 

prePS←prePS∪nowPS; nowPS←(k,d);  

X={j:State(j)= nowPS }; 

{ : State( ) nowPS, State( ) prePS};Y j j j= ≠ ∉  

Candidate ← N(X)\{N(Y), fixed nodes}; 

  If Candidate= φ , then  d ←d-1; continue; End if 

Candidate*←Candidate∩N({j:State(j)∈prePS});  //Step 1.0 

While Candidate*≠ φ , do 从 Candidate*选|N(V)∩{ j: State(j)

∈prePS }|最大的点 V; Update;  

End While 
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//检查是否产生(k, 0)状态，是的话执行 Step 1.1，否则跳到 Step 

1.2 

Candidate*←Candidate ∩ N({j: State(j)=(k,0)}); prePS← 

prePS∪(k, 0); //Step 1.1 

While Candidate*≠ φ , do 从 Candidate*选|N(V)∩{ j: State(j)

∈prePS} |最大的点 V; Update; 

End While 

Candidate* ←Candidate;  //Step 1.2 

While Candidate*≠, do 从 Candidate*中随机选择节点 V 作为

打孔节点；Update; End while 

d←d -1; 

  End While 

  k ←k+1; 

End While 

Update: 

(1)Candidate and Candidate*: 

Level(V)←min{State(j).l: j∈N(V)}+1; A←{j:j∈N(V), State(j) 

=nowPS}; B←{j:j ∈ N(V), State(j) ∈ prePS}; Candidate← 

Candidate \ N({ j: j∈B}), Candidate* ←Candidate*\N({ j:j∈B}); 

∀ j∈A, if (State(j).l =Level(V))Candidate←Candidate\N (Partner 

(j)\{j},j∈A), Candidate* ←Candidate*\N(Partner(j)\ {j},j∈A); 

else Candidate←Candidate\N(Partner(j), j ∈ A), Candidate*← 

Candidate*\ N(Partner(j), j∈A); End if 

(2)State updating for N(V ): 

Count←|{ j :State(j).l= Level(V)-.1, j∈N(V)}|; 

∀ j∈N(V), if(State(j).l =Level(V))State (j).p←0;  

else State (j)← ( Level(V), Count); End if  

(3)State updating for Partner(j)\{j},j∈N(V ): 

∀ j'∈Partner(j)\{j}, j∈N(V), State (j').p State (← j').p.-1; 

If (State (j').p =1), then N (j') is marked to be fixed nodes; 

G0←G0 ∪ N(j')\{V}; Candidate←Candidate\N(j'); Candidate*← 

Candidate* \N(j');  End if 

 

在 Step 0 中，选取状态为 nowPS 的校验节点

的邻居来打孔，此步中得到的打孔节点都是 1-SR。

Step 1.0 中，prePS 是之前处理的状态。寻找点 V

满足|N(V)∩{j: State(j)∈prePS } |最大，打孔时对

nowPS 校验节点的邻居影响就会尽可能小。

Update(1)中，Level(V)指打孔节点 V 的恢复水平；

为保证新打孔节点具有最多的存活校验节点，把

N({j:j∈B})从候选变量节点中删除；而为使前打孔

节点受到的影响最小化，使其存活校验节点数只减

少 1，故从候选变量节点中删去 N(Partner(j)\{j}, j

∈A)。 
为了更好地理解本文提出的算法，以图 2 表示

的码作为例子。最初，打孔候选节点是{V1, V2, , 
V10}，校验节点状态为(0,0)。选 V1打孔，则 N(N(V1))
必须从候选节点中去掉，以最大化 V1存活校验节点

数目。C1和 C2状态变为(1,2)。以同样方式选 V8作

为下一个打孔节点，更新后打孔候选节点集合为空。 

 

图 2 (2, 4)-规则码的例子 

C3和 C4状态变为(1,2)。至此得到两个 1-SR 节点，

并保证它们有尽可能多的存活校验节点。接下来的

选择中，新打孔节点会使前打孔节点的存活校验节

点数目减少，这种减少必须最小化。建立集合为打

孔候选节点：N({校验节点 j:State(j)=(1,2)})\已确

定节点。集合为{V2,V3,V4,V5,V6,V7,V9,V10}。V4 只

与一个(1,2)校验节点相连，故选 V4 打孔。V4 的邻

居C5 , C1状态分别变为(1,1)和(1,0)。C1与两个 1-SR
节点 V1, V4相邻，故现在不能恢复它们中任一个。

V1只剩下一个存活校验节点 C2, C2状态变为(1,1)。
选 V4后，选 V2打孔，其邻居中只有一个(1,2)校验

节点。V2 是一个 2-SR 节点。至此所有变量节点均

确定，或者被打孔或者在 G0中，终止寻找。最后得

到打孔变量节点是{V1,V8,V4,V2}。 
3.3 算法分析与比较 

MSCN 算法 Step 0 步骤产生的打孔节点均属

1-SR 节点，且打孔节点的邻居都是存活校验节点。

以变量节点度数 dv，校验节点度数 dc的规则 LDPC

码为例进行说明。此时 1-SR 节点 V 的存活校验节

点数都有 dv个，根据定理 1，节点 V 接收到 LLR 信

息期望值为 

( ){ }
( ){ }
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1

0

( )1

1

( ) 1 1

        1 1
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u v u

d

v u

m V d m
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φ φ
−

−

−

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦    (16) 

相对于只有一个存活校验节点的情况，期望值达到

dv倍，故能更快趋向收敛值。若打孔目标码率较高，

则需打孔节点数也相应较多，Step 0 中产生的 1-SR
节点并不足以支持高码率，故需继续打孔。Step 1
中处理状态(k, d)，此时产生的打孔节点 V 主要是

(k+1)-SR 节点，算法使 V 的存活校验节点数尽可

能多。但是对变量节点 V 打孔，会难以避免地影响

到 1-SR 节点，新打孔节点可能会破坏原先的存活校

验节点，使其不能恢复 V, V 的存活校验节点数变

少。MSCN 算法严格控制了 V 存活校验节点数减少

的速度。尽管如此，当要求码率足够高，新打孔节

点足够多时，V 的存活校验节点数可能退化到变为

1，此时与 Grouping/Sorting 方案所保证的 1 个存
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活校验节点相一致。由上边分析可知，低码率时

MSCN 算法能使打孔节点的存活校验节点数最大

化，LLR 信息期望值较高，加快译码收敛速度并降

低出错概率；但若打孔到高码率，由于新打孔节点

会破坏原先存活校验节点，最坏情况下时原打孔节

点只有一个存活校验节点，此时 MSCN 算法便不再

具有明显优势。 
Grouping 算法使低 k-SR 变量节点的数目最大

化[5,9]，而 MSCN 算法则是使打孔变量节点的存活校

验节点数目最大化。MSCN 算法在恢复打孔变量节

点时，一次译码迭代中打孔变量节点就可以得到多

个存活校验节点传输给它的信息。根据定理 1，当

打孔节点的恢复水平相同时，多个存活校验节点能

够比单一存活校验节点提供更多的 LLR 信息，使变

量节点得到的 LLR 信息期望值更大，加快译码收敛

速度；并由式(15)，更大的 LLR 信息期望值能降低

出错概率。这就是低码率时 MSCN 算法在性能上优

于 Grouping/Sorting 算法的原因。 

4   仿真分析 

本节对 MSCN 算法进行实验仿真，并与

Grouping/Sorting 算法比较。实验分别针对规则码

和非规则码两种情况，母码码长为 1152，码率为 0.5。
规则码由PEG算法[10]构造生成，变量节点度数为 3，
校验节点度数为 6。非规则码是采用 802.16e 标准码

率为 0.5 的 LDPC 码。 
实验中设置最大译码迭代次数为 50 次。为使实

验数据具有平稳性，实验运行中要求实验样本至少

有 20000个码字分组或至少观察到 200个分组错误。

为了得到其它码率的新码，需要打孔的节点数目如

表 2 所示。 

表 2 码率及打孔数 

码率 打孔数 

0.60 192 

0.65 265 

0.70 329 

 
表 3，表 4 显示了不同算法下 i-SR 节点分布的

情况，Gi是 i-SR 节点的集合，而 G0是指没有打孔

的节点。由表可知，两种算法产生的打孔节点集合

中都是G1最大，低 i-SR变量节点的数目要比高 i-SR
节点的多，即大部分打孔变量节点的恢复水平很低，

在译码时基本只需要一两次迭代就可以恢复。两种

算法相比较，Grouping/Sorting 算法最大化低 i-SR
节点的数目，而 MSCN 算法最大化 i-SR 节点的存

活校验节点数目，故无论规则码还是非规则码，

Grouping/Sorting 算法所产生的 G1都比 MSCN 算

法的 G1大，但是 MSCN 算法所产生的总打孔节点

数目大于 Grouping/Sorting 算法的，能支持更大的

码率范围。 
图 3 和图 4 分别是规则 LDPC 码和非规则

LDPC 码采用两种不同打孔方案时的比特错误概率

曲线。在图中 0.6-Grouping/Sorting 是指打孔采用 

表 3 i-SR 变量节点集合分布情况(规则码情形) 

 G0 G1 G2 G3 G4 

Grouping/Sorting 746 338  64  4 0 

MSCN 728 192 145 80 7 

表 4 i-SR 变量节点集合分布情况(非规则码情形) 

 G0 G1 G2 G3 G4 

Grouping/Sorting 723 364  62  3 0 

MSCN 720 240 144 48 0 

 
的是 Grouping/Sorting 算法，打孔后得到的新码码

率为 0.6。类似地，0.6-Proposed Algorithm 是指打

孔采用的是我们提出的 MSCN 算法，打孔后得到的

新码码率为 0.6，其它依此类推。  
从图中可以看出，本文所提的 MSCN 算法具有

比 Grouping/Sorting 算法更优越的性能。虽然

Grouping/Sorting 算法得到的 G1 集合更大，但

MSCN 算法保证每一个打孔节点的存活校验节点尽

可能多，降低了错误概率，故能拥有更佳的性能。

图 3 和图 4 中，码率 0.6, 0.65 时，MSCN 算法比

Grouping/Sorting 算法在 BER 为 510− 时都具有 0.2 

dB 的增益；但到了高码率，新打孔节点会破坏前打

孔节点的存活校验节点，前打孔节点的存活校验节

点数逐渐减少，最坏情况下甚至可能只有一个存活

校验节点，变得与 Grouping/Sorting 算法一样，而

且运用了比较多的高 i-SR 节点，故在高码率时

MSCN 算法的优势逐渐下降。MSCN 算法在低、高

码率具有不同的性能表现，这些不同的性能表现与

第 3.1 节中的理论分析是不矛盾的。理论分析表明，

多个存活校验节点能提高译码收敛速度，并且降低

错误概率。低码率时 MSCN 算法打孔的变量节点具

有多个存活校验节点，其性能很符合理论分析的结

果；而到了高码率，为了满足高码率的要求，需要

的打孔数目较多，MSCN 算法中原先的打孔节点难

以避免地受到新打孔节点的影响，原打孔节点不再

具有多个存活校验节点，最坏情况下甚至只拥有一 
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图 3 规则 LDPC 码的 BER                               图 4 非规则 LDPC 码的 BER 

个存活校验节点，由于存活校验节点变少了，故性

能也下降，优势不明显，这从反面印证了理论分析

的结果。实验的结果与第 3 节中对算法的分析与比

较是一致的。 

5  结论 

本文研究码率兼容 LDPC码多存活校验节点的

作用，理论分析表明多个存活校验节点在提高译码

收敛速度的同时还能降低错误概率。基于这种分析，

我们提出了一种新颖有效的打孔方案，这种方案最

大化了打孔变量节点的存活校验节点数目，它与 Ha
等人提出的 Grouping 和 Sorting 方案在寻找节点和

更新的规则上差别很大。AWGN 信道上的实验仿真

结果表明，低码率时本文所提出的方案在性能上优

于 Ha 等人的方案，而高码率时优势不明显。 
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