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DTFT 频谱细化特性分析及其快速算法设计 
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摘  要：该文介绍了离散时间傅里叶变换 (Discrete Time Fourier Transform, DTFT)的一种等价定义式，分析了

DTFT 与线性调频 Z 变换(Chirp-Z transform)的联系与区别，推导出 DTFT 是一种特殊形式的 Chirp-Z 变换，具

有频谱细化特性。设计了 DTFT 的快速算法，给出了算法实现步骤。算法计算量分析表明：在相同频率分辨率下，

DTFT 快速算法的计算量比 Chirp-Z 变换快速算法小。仿真结果验证了理论推导的正确性和 DTFT 在频率估计方

面的优越性。 
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Analysis of DTFT’s Spectrum Zoom Character  
and Design of Its Fast Algorithm 

Xiao Wei①    Tu Ya-qing①    He Li② 
①
(Logistical Engineering University, Chongqing 401311, China) 

②
(Army Reserve Duty Anti-aircraft Fire Artillery Division, Chongqing 400041, China) 

Abstract: One equivalent definition of Discrete Time Fourier Transform (DTFT) is introduced in this paper. The 

relationship and differences between DTFT and Chirp-Z transform are analyzed. It is pointed out that DTFT, with 

spectrum zoom character, is a special form of Chirp-Z transform. Moreover, one fast algorithm and its detailed 

process of DTFT are given. Computational complexity analysis shows that fast algorithm of DTFT is less 

complicated than Chirp-Z with the same frequency resolution. Simulation results prove the validity of the 

theoretical results and the advantage of DTFT in frequency estimation. 
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1  引言  

离散时间傅里叶变换 (Discrete Time Fourier 
Transform, DTFT)是信号处理中的一个重要理论，

在时间轴上离散取值，在频率域上连续取值，因此

其频谱是连续的，能够突破离散傅里叶变换

(Discrete Fourier Transform, DFT)及其快速算法

(Fast Fourier Transform, FFT)中频率分辨率受采

样点数的限制，有效克服DFT(FFT)谱的“栅栏”

效应。但由于DTFT计算量较大，其应用一直受到

限制。文献[1]提出滑动DTFT快速算法，但该方法

的实质是通过不断增加计算序列的长度，来实现指

定频率处傅里叶系数的快速计算，并未从DTFT算
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法本身对其进行改进，因此不能适用当序列长度不

能增加的情况，普适性较差。 
DTFT实质是单位圆上的Z变换，Chirp-Z变换

由Z变换推导出。本文通过分析DTFT与Chirp-Z变
换的联系与区别，理论推导和仿真验证DTFT是一

种特殊形式的Chirp-Z变换，具有频谱细化特性；据

此，设计DTFT快速算法，给出算法的实现步骤和

计算量分析；指出在相同频率分辨率下，DTFT法

和Chirp-Z变换频率估计精度相同，但DTFT快速算

法的计算量比Chirp-Z变换快速算法小。 

2  DTFT 频谱细化特性分析 

2.1 DTFT 的数学定义 
在多数数字信号处理的文献中，DTFT 的定义

式均是针对离散信号的[2,3]。然而，在科学研究和工

程实践中处理的信号大多数是模拟信号，因此无法

直接运用上述 DTFT 定义式进行频谱分析，必须先
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将其转换为离散信号。下面，针对模拟信号介绍

DTFT 的另一种等价定义式[4]。 
对任一在 ( , )−∞ +∞ 上绝对可积的连续时间信

号 ( )ax t ，其傅里叶变换存在，定义为 

( ) ( ) dj j t
aX e x t e tΩ Ω∞ −

−∞
= ∫          (1) 

其中 2 FΩ π= 为模拟角频率，单位为 rad/s；F 为

模拟频率，单位为 Hz。 
利用连续信号采样的数学模型，用一个采样序

列 ( )tδ 与 ( )ax t 相乘将其离散化，即 

( ) ( )s
n

t t nTδ δ
∞

=−∞

= −∑                       (2) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a s a a s
n

x nT x n x t t x t t nTδ δ
∞

=−∞

= = = −∑ (3) 

sT 为两个连续样本之间的时间间隔，即采样周期；

其倒数 1/ s sT f= ，为采样频率； ( )st nTδ − 是一个

Dirac δ 函数，对于任一连续函数 ( )y t ，有 

( ) ( )d ( )y t t nT t y nTδ
∞

−∞
− =∫       (4) 

将式(3)和式(4)代入式(1)有 

2 /( ) ( ) ( )

          ( )

s s sj T j T n j nF f

n n

j n

n

X e x n e x n e

x n e

Ω Ω π

ω

∞ ∞
− −

=−∞ =−∞
∞

−

=−∞

= =

=

∑ ∑

∑ (5) 

在实际工程中，一般仅考虑 0,1,2, , 1n N= −
的有限长序列，故工程中 DTFT 定义为 

1 1
2 /

0 0

1

0

( ) ( ) ( )

          ( )

s s s

N N
j T j T n j nF f

n n

N
j n

n

X e x n e x n e

x n e

Ω Ω π

ω

− −
− −

= =

−
−

=

= =

=

∑ ∑

∑   (6) 

2.2 DTFT 与 Chirp-Z 变换的区别与联系 

Chirp-Z 变换是一种常用的频谱细化方法，由

Rabiner 等人[5]提出，能够识别频谱的细微结构，从

而得到比常规频谱分析，如 FFT 更加详尽的频谱信

息，现已广泛应用于窄带信号分析[6]、图像处理[7]、

故障诊断[8]、雷达信号处理[9]、语音处理[10]、通信[11]

等诸多领域。Chirp-Z 变换的实质是计算沿 Z 平面

上一段螺旋线周线做等角度间隔取样的R 个采样点

处的 Z 变换值，推导过程可以理解为将 Z 变换中的

z 替换成了 r
rz AW −= , R 点 Chirp-Z 变换的定义

如下： 

0

0

( ) CZT[ ( )] ( )

       ( ) ,  0,1, , 1

n
r r

n

n nr

n

X z x n x n z

x n A W r R

∞
−

=
∞

−

=

= =

= = −

∑

∑    (7) 

式(7)中， ( )x n 为无限长序列，在实际工程中，一般

仅考虑 0,1,2, , 1n N= − 的情况； 0
0

jA A e θ= , W =  

0
0

jW e ϕ− , 0 0,A W 为任意的正实数， 0A 和 0θ 表示第 1
个采样点的半径和相角， 0W 表示采样点半径的伸展

趋势， 0ϕ 为相邻采样点间的角度间隔。 
计算R 点 Chirp-Z 变换的步骤一般为：(1)根据

先验知识确定信号频率成分的粗略范围 min, max( )f f 与

采样频率 sf ；(2)根据需要确定频率分辨率 fΔ ；(3)
根据(1), (2)中确定的参数按式(8)-式(10)计算R ，

0θ 和 0ϕ ；(4)将相应参数代入式(7)进行计算，得到R
点 Chirp-Z 变换。 

max min( )/R f f f= − Δ              (8) 

0 min2 / sf fθ π=                   (9) 

0 2 / sf fϕ π= Δ                  (10) 

若令 Chirp-Z 变换中 0 01, 1A W= = ，将式(9)
和式(10)代入式(7)，有 

min

1 1

0 0

1
(2 / 2 / )

0

( ) CZT[ ( )] ( ) ( )

       ( ) ,

          0,1, , 1                              (11)

s s

N N
n n nr

r r
n n

N
jn f f fr f

n

X z x n x n z x n A W

x n e

r R

π π

− −
− −

= =
−

− + Δ

=

= = =

=

= −

∑ ∑

∑
 

同理，若在 DTFT 中，根据需要确定信号频率

成分的粗略范围 min max( , )f f 、频率分辨率 fΔ 和输出

点数 max min( )/M f f f= − Δ ，代入式(6)有 

min

1

0

1
(2 / 2 / )

0

( ) ( )

         ( ) ,

               0,1, , 1

s s

s s

N
j T j T n

n

N
jn f f fm f

n

X e x n e

x n e

m M

Ω Ω

π π

−
−

=
−

− + Δ

=

=

=

= −

∑

∑
       (12) 

由以上分析可知，式(11)和式(12)具有相同的数

学解析式，且式中参数具有相同的意义，故可得出

如下结论: (1)DTFT 是一种特殊的 Chirp-Z 变换，

当且仅当 0 01, 1A W= = 时，DTFT 与 Chirp-Z 变换

完全等价。(2)DTFT 中频率分辨率 fΔ 不受信号采

样点数N 的制约，可以根据实际需要任意选定。

(3)DTFT 输出点数M 与信号采样点数N 完全无

关，仅和频率分辨率 fΔ 有关。当M N= 时，M 点

DTFT谱的频率分辨率和N 点DFT(FFT)谱的频率

分辨率相同，为 /sf N ；当M N> 时，M 点 DTFT

谱的频率分辨率 /sf M ，从而获得了较N 点 DFT 

(FFT)谱更精确的频谱，即达到了频域细化的效果。

(由于 DTFT 能对任意感兴趣的频率区间进行分析，

而 DFT(FFT)只能对整个频带进行分析，为方便比

较，在此令 min 0f = , max sf f= )。 

3  DTFT 快速算法 

3.1 DTFT 快速算法设计 
按式(12)计算M 点 DTFT，其计算量为N M×
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次复数乘法。若N 和M 取值较大，其计算量将更大，

因此很不利于推广应用。而 Chirp-Z 变换利用布鲁

斯坦(Bulestein)所提出的式(13)设计快速算法[2,3]。 
2 2 21

[ ( ) ]
2

ab a b a b= + − −         (13) 

由上文推导可知，当 0 01, 1A W= = 时，DTFT
与 Chirp-Z 变换完全等价，因此可以利用式(13)为
DTFT 设计快速算法，则式(12)可以表示为 

2
1

/

0

( ) ( ) ( ),

              0, , 1

s s

N
j T j m f f

n

X e e g n h m n

m M

Ω π
−

− Δ

=

= −

= −

∑
   (14) 

其中 
min2 ( 0.5 )/( ) ( ) ,  0,1, , 1sj n f n f fg n x n e n Nπ− + Δ= = − (15) 

2 /( ) sj n f fh n e π Δ=                           (16) 

由式(14)可知，计算M 点 DTFT 可以通过计算

序列 ( )g n 和 ( )h n 的线性卷积与表达式
2 / sj m f fe π− Δ 的

乘积获得。由于 ( )g n 为长度为N 的序列， ( )h n 为一

无穷长的序列。为计算 ( )g n 和 ( )h n 的线性卷积，只

需取 ( )h n 在 1 1N n M− + ≤ ≤ − 内的值即可，因此

可以把 ( )h n 看成是长度为 1L M N= + − 的有限长

序列。因为在时域计算线性卷积效率很低，而当循

环卷积的循环长度大于或等于 1L N+ − 时，计算循

环卷积和线性卷积的结果相同，且计算循环卷积可

以利用 FFT 算法[2,3]，因此可将 ( )g n 和 ( )h n 的线性卷

积转换为循环卷积。由于计算M 点 DTFT 只需要输

出 0,1, , 1M − 共M 个点的卷积值，即使后面 1N −

个点发生混叠也不会影响前面的值，因此可将循环

卷积的周期缩短为L 。 
3.2 DTFT 快速算法的实现 

由以上分析可知，DTFT 快速算法的基本思想

如图 1 所示。 
具体实现步骤如下： 
步骤 1  确定 ( )g n 和 ( )h n 循环卷积的周期L ，

1L M N≥ + − ，且L 为 2 的整数次幂； 
步骤 2  将 ( )h n 按式(17)转化为一个长度为L

点的新序列： 

( ),        0 1

( ) 0,            

( ),  1 1

L

h n n M

h n M n L N

h L n L N n L

⎧⎪ ≤ ≤ −⎪⎪⎪⎪= ≤ ≤ −⎨⎪⎪⎪ − − + < < −⎪⎪⎩

  (17) 

步骤 3  根据已知参数按式(15)计算出序列

( )g n ； 

 

图 1 DTFT 快速算法的基本思想 

步骤 4  将 ( )g n 进行补零处理，使之成为长度

为L 的序列 1( )g n ，利用 FFT 算法计算 1( )g n 的L 点

DFT，记为 ( )G l ；  
步骤 5  利用 FFT 算法计算 ( )Lh n 的 L 点的

DFT，记为 ( )H l ； 
步骤 6  将 ( )G l 与 ( )H l 相乘，得到 ( )g n 和 ( )h n 的

循环卷积，记为 ( )Y l ，并对其进行L 点快速傅里叶

逆变换(Inverse Fast Fourier Transform, IFFT)得到

序列 ( )y n ，只取 ( )y n 在 0 1n M≤ ≤ − 范围内的值，

即为 ( )g n 和 ( )h n 的线性卷积，记为 1( )y n ；  
步骤 7  将 1( )y n 与表达式

2 / sj m f fe π− Δ 相乘，得到

M 点 DTFT 的值。 
3.3 计算量分析与比较 
3.3.1 计算量分析  在 DTFT 快速算法中： 

(1)在计算 ( )g n 过程中，计算
2 / sj n f fe π− Δ 需要2N

次实数乘法，计算 min2 / sj nf fe π− 需要N 次实数乘法，

故计算 ( )g n 共需要 2N 次复数乘法和 3N 次实数乘

法；  
(2)3 次计算L 点 FFT 过程中(步骤 3、步骤 5

和步骤6)，共需要 21.5 logL L 次复数乘法和 23 logL L

次复数加法； 
(3)计算 ( )g n 和 ( )h n 的循环卷积 ( )Y l 时，需L 次

复数乘法； 
(4)形成序列 ( )h n 时，需要2N 次实数乘法； 
(5)计算

2 / sj m f fe π− Δ 需要 2M 次实数乘法，计算

1( )y n 与
2 / sj m f fe π− Δ 的乘积，需要M 次复数乘法。 

由于计算 1 次复数乘法需要 4 次实数乘法和 2
次实数加法，计算 1 次复数加法需 2 次实数加法，

故M 点 DTFT 快速算法总的运算量为 DTFTS ×次实

数乘法和 DTFT+S 次实数加法： 

DTFT 26 log 4 13 6S L L L N M× = + + +     (18) 

DFTF 29 log 2 4 2S L L L N M+ = + + +      (19) 

而直接M 点 DTFT 需要M N× 次复数乘法，

即 4MN 次实数乘法和2MN 次实数加法。因此，当

,M N 取值较大时，DTFT 快速算法的计算量远小于

常规 DTFT 算法。 
3.3.2 计算量比较  在 Chirp-Z 变换快速算法中，

由于一般情况下 0 01, 1A W≠ ≠ (当 0 01, 1A W= = 时，

Chirp-Z 变换即为 DTFT)，生成序列 ( )g n 时，需计

算 0
nA − 和

20.5
0

nW ；生成序列 ( )h n 时，需计算
20.5

0
nW − 。

因此在输出点数相同(即具有相同频率分辨率)的情

况下，DTFT 快速算法较 Chirp-Z 变换快速算法少

5N 次实数乘法，M 点 Chirp-Z 变换快速算法的总

运算量约为 CZTS ×次实数乘法和 CZT+S 次实数加法： 

CZT 26 log 4 18 6S L L L N M× = + + +     (20) 

CZT 29 log 2 4 2S L L L N M+ = + + +      (21) 
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4  仿真验证 

为验证上述理论推导，以包含两个频率分量的

多频信号 1y 为例在MATLAB中进行如下仿真验证， 

1 1

2

=cos(2 / )

     cos(2 / )

s

s

y pi n f f

pi n f f θ

× × ×

+ × × × +      (22) 

其中 1 68.5 Hzf = , 2 70.2 Hzf = , 1 : 600n = , sf =  
5120 Hz，相位 θ 为幅度2π的高斯分布的随机值。  
4.1  DTFT 与 Chirp-Z 变换的等价性仿真验证 
4.1.1 无噪声情况下的仿真验证 

(1)基于信号 1y ，调用MATLAB中固有函数
CZT计算R 点Chirp-Z 变换，MATLAB中代码如
下： 

w=exp(-j*2*pi*(fmax-fmin)/(R*fs)) 
a=exp(j*2*pi* fmin /fs) 
z=CZT( 1y ,R,w,a) 

(2)由于 MATLAB 中没有专门的函数计算形如

式(6)的 DTFT，自编函数 NEWDTFT 计算信号 1y
的M 点 DTFT，MATLAB 中代码如下： 

function[X]=NEWDTFT(y1,n,fs, fmin, fmax,M) 
f=linspace(fmin, fmax,M) 
X=y1*(exp(-j*n'*(2*pi*f/fs))) 

其中M 、R 分别表示DTFT和Chirp-Z 变换的输出

点数， 2048R M= = ，仿真结果如图2(a)所示。 
4.1.2 高斯白噪声下的仿真验证  为验证在噪声背
景下DTFT和Chirp-Z 变换的等价性，在上述正弦
采样信号 1y 中加入信噪比 SNR 10 dB= − 的高斯白
噪声，随机进行1000次 Monte Carlo仿真实验，基
于DTFT和Chirp-Z 变换， 1f 和 2f 的频率估计均方
根误差均分别为1.01 Hz 和 0.87 Hz。图2(b)为一次
随机仿真实验的结果。 

从图2所示的仿真结果知，虽然实现Chirp-Z 变
换和DTFT的函数不同，但输出结果是相同的(图2(b)
中频率估计值的细微差别源于单次随机实验中噪声

的随机性)，故与上述理论分析所得结论一致：当且

仅当 0 01, 1A W= = 时，DTFT与Chirp-Z 变换完全

等价。 

4.2 DTFT频谱细化特性仿真验证 
为验证 DTFT 的频谱细化特性，调用自编函数

NEWDTFT 函数进行如下仿真实验，仅改变输出点

数M 的大小( 10,100,1000M = )，其余实验参数设置

同上，实验结果如图 3 所示。当 10M = 时，DTFT
谱根本无法分辨出信号 1y 中的两个频率分量；随着

输出点数M 的不断增大，DTFT 频谱越平滑，频谱

的局部特征越清晰；当 100M ≥ 时，能够清楚地分

辨出 1y 中的两个频率分量，从而充分体现了 DTFT
的频谱细化特性。 
4.3 DTFT 应用性能仿真 
4.3.1 单频信号的频率估计  为说明 DTFT 在单频

信号频率估计等方面的优越性，用 MATLAB 生成

包含单个频率成分的正弦采样信号 2y ， 

2 3cos(2 / /4)sy pi n f f pi= × × × +     (23) 

其中 2048n = 为采样点数， 5120 Hzsf = 为采样频

率， 3 68.5 Hzf = 为信号频率。 

在无噪声情况下和高斯白噪声情况下( SNR  
5 dB, 10 dB, 15 dB= − − − )分别采用FFT法，DTFT

法和 Chirp-Z 法对 2y 进行频率估计，随机进行 1000
次 Monte Carlo 仿真实验，结果如表 1 所示。由于

DTFT 法和 Chirp-Z 法能对任意感兴趣的频段进行

分析，在此设其频率分析范围为 60 80 Hz~ 。 

由表 1 所知，无论是在无噪声的理想情况下，

还是在高斯白噪声( SNR 5 dB, 10 dB, 15 dB=− − − )

情况下，在单频信号的频率估计中，DTFT 法和

Chirp-Z 法的频率估计精度均较 FFT 法高，均方根

误差大约分别是 FFT 法的 1/167, 1/39, 1/22 和

1/11。且在相同频率分辨率的情况下，DTFT 法和

Chirp-Z法的估计精度完全相同，再次验证了DTFT

法和 Chirp-Z 法的等价性。 

4.3.2 多频信号的频率估计  为说明 DTFT 在多频

信号频率估计方面的优越性，对包含两个密集频率 

 

图 2 基于 Chirp-Z 变换和 DTFT 的频谱图                    图 3 不同输出点数时基于 DTFT 的频谱图 
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表 1 基于 FFT/DTFT/Chirp-Z 的单频信号频率估计仿真结果 

 3f 的均方根误差(Hz)  
估计方法 

SNR 15 dB= −  SNR 10 dB= −  SNR 5 dB= −  无噪声 

FFT 法 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

DTFT 法 0.0910 0.0460 0.0254 0.0059 

Chirp-Z 法 0.0910 0.0460 0.0254 0.0059 

 

成分的正弦采样信号 1y 进行了如下仿真实验。

DTFT 法和 Chirp-Z 法的频率分析范围设置同 4.3.1
节。在无噪声情况下和高斯白噪声( SNR 15 dB,= −  

10 dB, 5 dB− − )情况下分别采用 FFT 法、DTFT 法

和 Chirp-Z 法对 1y 进行频率估计，随机进行 1000 次 
Monte Carlo 仿真实验，仿真结果如表 2 所示。图 4
为随机一次实验的示意图。 

由于 1y 中两个频率成分间隔为 (70.2 68.5) Hz−  
1.7 Hz 5120/2048 Hz 2.5 Hz= < = (FFT 的频率分

辨率)，因此即使在无噪声的理想情况下 FFT 法也

不能较准确地分辨出 2y 中的两个频率成分 (图
4(a))；在信噪比分别为 SNR 15 dB, 10 dB,= − −  

5 dB− 的高斯白噪声情况下，第 1 频率分量能较准

确的识别出来，估计值的均方根误差均为1 Hz，但

第 2 频率分量估计值的均方根误差分别为

1432.1 Hz ,1316.9 Hz , 599.32 Hz，根本无法识别(见
表 2)。 

由上文分析知，DTFT 法和 Chirp-Z 法均具有

频谱细化特性，因此在 60 80 Hz~ 频率分析范围内

进行 2048 条谱线的细化后，频率分辨率由原来的

2.5 Hz 提高到接近 0.01 Hz ，因此即使在信噪比为

15 dB− 的情况下，仍能够较准确的分辨出 1y 中两个

密集频率成分 1f 和 2f (图 4(b))，且精度较高， 1f 和 2f

估计值的均方根误差分别为 0.3440 Hz , 2.1360 Hz  
(见表 2)。且在相同频率分辨率下，基于 DTFT 法

和 Chirp-Z 法的频率估计结果完全相同，再次验证

了 DTFT 法和 Chirp-Z 法的等价性。 
由上述仿真可知，无论是在单频信号还是多频

信号的频率估计中，DTFT 法都具有明显优势，其

精度远远高于 FFT 法，特别是在多频信号的频率估 

表 2 基于 FFT/DTFT/ Chirp-Z 的多频信号频率估计仿真结果 

估计方法 
1f 的均方根 

误差(Hz) 

SNR 15 dB= −

2f 的均方根误

差(Hz) 

SNR 15 dB= −  

1f 的均方根

误差(Hz) 

SNR 10 dB= −

2f 的均方根误

差(Hz) 

SNR 10 dB= −

1f 的均方根

误差(Hz) 

SNR 5 dB= −

2f 的均方根 

误差(Hz) 

SNR 5 dB= −  

1f 的均方根 

误差(Hz) 

无噪声 

2f 的均方根

误差(Hz) 

无噪声 

FFT 法 1.0000 1432.1 1.0000 1316.9 1.0000 599.32 1.0000 24.800 

DTFT 法 0.3440 2.1360 0.3200 1.8856 0.3208 1.5719 0.3164 0.5906 

Chirp-Z 法 0.3440 2.1360 0.3200 1.8856 0.2969 1.5719 0.3164 0.5906 

 

图 4 基于 FFT/Chirp-Z/DTFT 的多频信号频谱图 
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计中，能够将 FFT 根本无法分辨出的两个密集频率

成分准确地估计出来。另一方面，在相同条件下，

DTFT 法的与 Chirp-Z 法的频率估计精度一样，但

根据式(18)-式(21)的分析可知，DTFT 快速算法的

计算量却远小于 Chirp-Z 快速算法。 

5  结束语 

本文通过分析DTFT与Chirp-Z 变换的联系与

区别，理论推导与仿真验证了 DTFT 是一种特殊的

Chirp-Z 变换，具有频谱细化特性；设计了 DTFT
的快速算法，给出了详细的实现步骤。算法计算量

分析与仿真实验表明：在相同频率分辨率下，DTFT
快速算法与 Chirp-Z 法的频率估计精度相同，但其

计算量小于 Chirp-Z 快速算法。DTFT 的应用仿真

结果表明，无论是在单频信号还是多频信号的频率

估计中，DTFT 法的频率估计精度高于 FFT 法数

10 倍以上，特别是在多频信号的频率估计中，能够

将 FFT 法根本无法分辨出的频率分量准确地估计

出来。本文研究结果为信号频率估计和频谱细化提

供了一种新思路和方法，在不增加硬件成本的条件

下有效提高频率估计精度，能够广泛应用于窄带信

号分析、图像处理、故障诊断等诸多领域，具有重

要的理论意义和实用价值。 
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