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基于 Daubechies 尺度函数的共形 MRTD 方法研究及其电磁散射应用 
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摘  要：为了降低Yee氏蛙跳式网格划分的台阶误差，该文对3维曲面导体目标进行精确电磁建模，将时域多分辨

(MRTD)算法与共形时域有限差分(CFDTD)算法结合，提出一种新的基于Daubechies尺度函数的共形时域多分辨

(CMRTD)方法。该文提出将基于Daubechies尺度函数的MRTD迭代公式分解为若干传统FDTD迭代公式的线性组

合，然后对最里面回路上的FDTD分解式运用局部共形技术，再将各个分解式进行线性组合，从而得到CMRTD结

果。仿真结果表明，CMRTD方法既保持了MRTD方法节省计算资源、计算效率高等优点，同时明显提高了计算的

精度。 

关键词：电磁散射；时域多分辨；时域有限差分；Daubechies 尺度函数；共形技术 

中图分类号：O441.4；TN011            文献标识码： A              文章编号：1009-5896(2011)01-0136-06 

DOI: 10.3724/SP.J.1146.2010.00271 

Research and Application to Electromagnetic Scattering of Conformal 
MRTD Method Based on Daubechies Scaling Functions 

Gao Qiang-ye①②
    Zhou Jian-jiang①

    Cao Qun-sheng① 
①
(College of Information Science and Technology, Nanjing University of Aeronautics & Astronautics, Nanjing 210016, China) 

②
(Dept. of Equipment Technology, PLA Automobile Management Institute, Bengbu 233011, China) 

Abstract: In order to reduce the staircasing error of Yee’s leap-frog meshing and accurately model three- 

dimensional curved conducting objects, a new Conformal MultiResolution Time-Domain (CMRTD) method based 

on Daubechies’ scaling functions is proposed by combining the MultiResolution Time-Domain (MRTD) algorithm 

with the Conformal Finite-Difference Time-Domain (CFDTD) algorithm. This paper puts forward to decompose 

the MRTD update equation based on Daubechies’ scaling functions into a linear combination of several 

conventional Finite-Difference Time-Domain (FDTD) update equations. Then locally conformal technology is 

applied to the FDTD decomposition equation on the innermost loop. Finally, all decomposition equations are 

linearly combined into the CMRTD result. Simulation results show that CMRTD can not only preserve MRTD’s 

advantages of saving of computational resources and high computational efficiency, but also enhance 

computational precision obviously. 

Key words: Electromagnetic scattering; MultiResolution Time-Tomain (MRTD); Finite-Difference Time-Domain 
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1  引言  

1996 年，Krumpholz 等应用矩量法结合多分辨

分析来离散麦克斯韦方程，首次提出基于三次样条

Battle-Lemarie 小波的时域多分辨(MRTD)方法[1]。

相对传统的时域有限差分(FDTD)方法[2]，MRTD
方法具有更好的线性色散特性，可以在保持相对较

小的相差情况下采用更低的空间采样率[1]，这可以

大大节省计算资源，提高电磁场的计算模拟效率。
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但 Battle-Lemarie 小波在空间域非紧支撑，计算迭

代时需要考虑很多项，在处理连接边界和吸收边界

时相当复杂，为了减少迭代式中考虑的项数，紧支

撑的小波函数可以作为选择。1999 年，Cheong 等

首次提出基于紧支撑的具有二阶消失矩的

Daubechies 尺度函数(D2)的 MRTD 算法[3]，2000
年，Fujii 等人[4]将其扩展到具有三阶、四阶消失矩

的 Daubechies 尺度函数 D3 和 D4，随后基于

Daubechies 尺度函数的 MRTD 算法(Daubechies- 
MRTD)被深入研究，并应用到微波、射频和电磁散

射等诸多领域 [5 10]− 。 
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Daubechies 尺度函数不仅具有紧支撑性，还具

有近似的移位内插特性[11]，该特性使得计算时不需

要再对场量进行分解和重构[3]，让算法变得更为简

单。另外经研究发现，基于 Daubechies 尺度函数的

MRTD 迭代式可以看成若干传统 FDTD 迭代式的

线性组合，因而可以将 FDTD 的研究成果应用到

MRTD 中，为共形时域多分辨(CMRTD)方法的提

出提供了理论依据。 
在空间离散方面，MRTD 方法采用与传统

FDTD 方法类似的 Yee 氏蛙跳式网格划分[2]，使得

目标边界变成一种台阶近似，因此对于复杂目标，

为了精确模拟目标边界形状，保持计算精度，就需

要把网格划分得很细，这就大大削弱了 MRTD 方

法的优越性。为了解决这个问题，本文借鉴文献[12]
提出的多区域双正交 MRTD 方法，将 MRTD 算 
法与基于局部共形技术的共形 FDTD(CFDTD)算
法 [13,14]结合，提出一种 CMRTD 方法。该方法首先

将 MRTD 迭代公式分解为若干传统 FDTD 迭代公

式的线性组合，然后对最里面回路的 FDTD 分解式

运用局部共形技术，再将各个分解式进行迭加。该

方法不仅适用于复杂完全导电(Perfect Electrical 
Conductor，PEC)目标，也适用于复杂介质目标。

根据局部共形原理，CMRTD 方法只是将目标表面

附近变形网格上的场量进行特殊处理，其它区域仍

按照正常的 MRTD 迭代公式进行计算，吸收边界

条件和入射波引入也与正常 MRTD 相同。 
本文首先推导了基于 Daubechies 尺度函数的

MRTD 方法的迭代公式；然后系统介绍了 CMRTD
方法，包括 MRTD 迭代公式的多区域分解、PEC
目标的局部共形原理和 CMRTD 迭代公式的推导；

最后利用该算法仿真出电大尺寸 PEC 球和 NASA
金属杏仁体的雷达散射截面(RCS)，并与 FDTD 计

算结果、MRTD 计算结果、解析解或实测结果进行

比较。 

2  Daubechies-MRTD 算法推导 

作为一种时域电磁场计算方法，MRTD 方法主

要用来求解麦克斯韦旋度方程 
/
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根据矩量法原理和多分辨分析的特性，将式(1)中的

电、磁场量用空间和时间基函数展开，如磁场分量

zH 可以有如下展开形式： 
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式中 1=H , 0.5
0.5, 0.5,

z n
i j kH ϕ +
+ + 为场展开系数；i ， j ，k 和n

分别为空间和时间的离散坐标，并有x i x= Δ ，y =  

j yΔ ，z k z= Δ 和 t n t= Δ ， xΔ ， yΔ ， zΔ 和 tΔ

分别表示空间和时间的离散间隔；h t( )为时域展开

的矩形脉冲函数，即 Haar 尺度函数， xϕ( )为空域

展开的标准正交尺度函数；而空间网格划分则依照

标准的 Yee 氏蛙跳式。其它场量可以按照类似方式

展开。另式(2)中的函数 nh t( )和尺度平移函数 m vϕ ( )

分别表示为 
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将场量 zH 的展开式(2)代入麦克斯韦旋度方程

式(1)，并采用 Galerkin 采样方法[3]，就得到场展开

系数 1H 的 MRTD 迭代公式为 
1
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式中 , 0.5
2 0.5, 0.5,= z n

i j kH H ϕ −
+ + ， sL 表示尺度函数的有效支撑

尺寸，a v( )为连接系数并由式(5)计算得到。类似地

可以得到其它场量的场展开系数的迭代公式。 
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对于 Daubechies 尺度函数，根据它的近似移位

内插特性可以分析得到，任意时刻场分量在空间某

点的采样值实际上近似等于相应的场展开系数[3]，

因此，采用基于 Daubechies 尺度函数的 MRTD 算

法不需要再对场量进行分解和重构，这大大降低了

应用和程序实现的复杂性。 

对 于 具 有 二 阶 、 三 阶 和 四 阶 消 失 矩 的

Daubechies 尺度函数 D2，D3和 D4，有效支撑尺 sL

分别为 3，5 和 7，连接系数a v( )在 0 1sv L≤ ≤ − 范

围内的值见文献[4]，而 sv L≥ 时a v( )为 0，这是由

于 Daubechies 尺度函数的紧支撑性， 0v < 的a v( )

由下面对称关系给出： 

( 1) ( )a v a v− − = −              (6) 

另外需要指出的是，具有一阶消失矩的

Daubechies 尺度函数 D1 实质上就是 Haar 尺度函

数，如将场分量在空间域用 Haar 尺度函数展开，

并应用同样的 Galerkin 采样方法就可以得到经典

FDTD 的差分公式，所以 FDTD 方法可以看作

MRTD 方法的特例。 
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3  共形 MRTD 方法 

3.1 Daubechies-MRTD 迭代公式的多区域分解 
不失一般性，仍以 zH 为例。均匀离散情况下，

根据连接系数a 的对称关系式(6)，式(4)可以重写为 
,
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对于 Daubechies 尺度函数，为了保证在空间网格尺

寸趋于 0 时数值结果能够收敛到正确解，连接系数

a 必须满足[11] 
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因此式(7)可以分解成下面 sL 个子式 
, ,

1 2 0.5, 1, 0.5, ,

, ,
1, 0.5, , 0.5,

(0) (0) (0) (

            )

x n x n
i j k i j k

y n y n
i j k i j k

t
a H a H a E E

x

E E

φ φ

φ φ

μ + + +

+ + +

Δ
= + ⋅ −

Δ

− + (9) 

,
1 2 0.5, 2,

, , ,
0.5, 1, 2, 0.5, 1, 0.5,

3 (1) 3 (1) 3 (1) (
3

             )

x n
i j k

x n y n y n
i j k i j k i j k

t
a H a H a E

x

E E E

φ

φ φ φ

μ + +

+ − + + − +

Δ
= +

Δ

− − + (10) 

1

2

, ,
0.5, 1, 0.5, ,

, ,
1, 0.5, , 0.5,

2 1 1

2 1 1 2 1 1

        
2 1

        (11)

s s

s s

s s

s s s s

x n x n
i j L k i j L k

s

y n y n
i L j k i L j k

L a L H

L a L H L a L

t
E E

L x

E E

φ φ

φ φ

μ + + + + −

+ + + − +

( − ) ( − )

= ( − ) ( − ) +( − ) ( − )

Δ
⋅ ( −
( − )Δ

− + )  

由式(9)-式(11)可以发现，基于 Daubechies 尺
度函数的 MRTD 算法实际上就是 sL 个网格尺寸分

别为 xΔ ，3 xΔ ， 和 2 1sL x( − )Δ 的传统 FDTD 算

法的线性组合。以支撑尺寸 sL 为 3 的 D2-MRTD 算

法为例，D2-MRTD 实际上就是 3 个网格尺寸分别

为 xΔ ，3 xΔ 和 5 xΔ 的传统 FDTD 的线性组合，其

多区域分解示意图见图 1，图中由里到外的 3 个矩

形即分别为网格尺寸为 xΔ ， 3 xΔ 和 5 xΔ 的传统

FDTD 的积分路径。另外由于双正交 CDF 小波和

Battle-Lemarie 小波的连接系数a 也满足式(8)[11]，

因此基于双正交 CDF 小波和 Battle-Lemarie 小波

的 MRTD 算法也可以做类似分解。 
3.2 PEC 目标的 CFDTD 算法 

复杂 PEC 目标的 FDTD 电磁散射分析一直是 

 

图 1 D2-MRTD 算法的多区域分解 

一个难题和挑战，为了解决这个难题，在过去的很

多年，许多共形技术被研究。其中有些共形技术应

用曲线坐标或者非正交网格来完全描述目标边界，

但是曲线坐标要扩展到任意形状结构是非常困难

的，而非正交 FDTD 方法也由于算法的复杂性需要

相当长的CPU计算时间，它们都削弱了传统FDTD
方法的简单性和有效性。因此，最近研究的共形技

术都是基于局部共形技术[13]的，该技术的主要优势

在于仅仅目标边界的局部元胞需要被特殊处理。不

管是介质目标还是 PEC 目标都可以用这种方法处

理。 
图2显示的是一个PEC的共形立方网格在 xOy

平面内的局部截面示意图。区域 1(空心点网格)为
PEC，区域 2(实心点网格)为需要计算的区域，其

中阴影部分为变形网格又称共形网格，它们位于导

体表面附近，一部分在 PEC 内，一部分在 PEC 外。

对于非变形(即矩形)网格的电场和磁场，用一般的

FDTD 公式进行处理。对于变形网格，其电场的递

推公式不变，但是磁场则需要特殊的共形处理。由

传统的 FDTD 迭代公式[2]可以看出，Hx，Hy，Hz

的递推分别是在 yOz，zOx，xOy 平面内进行。 
由法拉第感应定律，磁场的计算需考虑沿网格

边界切向电场的贡献，对于变形网格，由于处于

PEC 内的电场为零，因此在处理该网格时，仅需考

虑网格中处于 PEC 以外的电场贡献。不失一般性， 

 

图 2 xOy 平面内 FDTD 共形网格结构 
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以 zH 的 xOy 面为例进行分析。对于变形网格，将

回路积分形式法拉第定律应用于变形回路，即 

d d
c s

t
∂

⋅ = − ⋅
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就得到变形网格(i,j,k)上 Hz的 3 维 CFDTD 迭代公

式： 
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式(13)中各变量的示意图见图 3，图中阴影部分为

PEC，lx，ly为变形网格(i,j,k)中除 PEC 以外的网格

棱边长度，S(i,j,k)则为变形网格(i,j,k)在 xOy 平面

内除 PEC 以外的有效面积。同理可以得到 Hx，Hy

在变形网格中的迭代公式。 

 

图 3 网格(i,j,k)上有关变量 

从式(13)可见，变形网格磁场迭代式的基本形

式与常规 FDTD 相似，所涉及的场量也与常规

FDTD 相同。但是该算法的稳定性会受到变形网格

的形状、面积以及时间步长选取的制约，尤其当变

形网格的有效面积 S(i,j,k)很小时，会使计算程序的

稳定性变差，甚至发散，为了克服这一问题，本文

采用一种简化的修正方案[14,15]，即设定 
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式中 SΔ 为非变形网格即标准网格的面积，α为极

限参数，可以选为 1/6[14]或者更小[15]。另α越小，

数值结果的精度越高，但是时间步长就必须要选得

更小，以确保算法的稳定性[15]。 
3.3 CMRTD 迭代公式 

根据 PEC 目标的局部共形原理，只需要对

PEC 目标表面附近变形网格上的磁场分量进行共

形处理，其它位置的磁场分量和电场分量仍按照普

通 MRTD 公式进行计算。我们首先将变形网格上

磁场分量 Hz的 MRTD 迭代式(4)按式(9)-式(11)分
解成若干 FDTD 迭代式，然后再对最里面环路(图
1 所示的 C1)的 FDTD 迭代式(9)用 CFDTD 迭代式

(13)代入，最后再将各个分解式相加，就得到了磁

场分量 Hz的 CMRTD 迭代公式 

1 2
1

, ,
0.5, 1, 0.5, ,

,
1, 0.5,

,
, 0.5,

(0)
( 0.5, 0.5, )

       ( ( 0.5, 1, )

       ( 0.5, 1, ) ( 1,

        0.5, ) ( , 0.5, ))

       (1) (

x n x n
i j k x i j k

y n
x i j k y

y n
i j k y

t
H H a

S i j k

E l i j k E

l i j k E l i

j k E l i j k

t
a E

x

φ φ

φ

φ

μ

μ

+ + +

+ +

+

Δ
= +

+ +

⋅ ⋅ + + −

⋅ + + − ⋅ +

+ + ⋅ +

Δ
+

Δ ⋅
, ,
0.5, 2, 0.5, 1,

, ,
2, 0.5, 1, 0.5,

, ,
0.5, 1, 0.5, ,

, ,
1, 0.5, , 0.5,

       ) ( 1)

       (

       )                 

s s

s s

x n x n
i j k i j k

y n y n
i j k i j k s

x n x n
i j L k i j L k

y n y n
i L j k i L j k

E

E E a L

t
E E

x

E E

φ φ

φ φ

φ φ

φ φ

μ

+ + + −

+ + − +

+ + + + −

+ + + − +

−

− + + + −

Δ
⋅ ⋅ −
Δ ⋅

− + (15)

 

式中 S1(i+1/2,j+1/2,k)为最里面环路中除 PEC 以

外的有效面积。Hx和 Hy的 CMRTD 迭代公式可以

通过相同方式得到。这里只对最里面环路的 FDTD
分解式进行共形处理的主要原因是：在磁场分量的

迭代过程中，内部环路上的电场分量比外部环路上

的电场分量起更大的作用[15]。 

4  数值结果 

为了验证 CMRTD 方法的有效性和优越性，首

先计算了一电大尺寸 PEC 球的双站 RCS，并与

FDTD 结果、MRTD 结果及 Mie 级数解析解[16]进

行比较；然后计算了 NASA 金属杏仁体的后向散射

单站 RCS，并与 MRTD 结果和实测值进行比较。

算例中，MRTD 和 CMRTD 均是基于具有二阶消

失 矩 的 Daubechies 尺 度 函 数 D2 ， Courant- 
Friedrichs-Levy(CFL) 稳 定 因 子 均 取 为 0.3 ，

CMRTD 中的极限参数α设为 0.1；另外采用各向

异性完全匹配层(APML)[17]作为吸收边界条件，实

现计算空间的截断，应用总场/散射场技术[2]来引入

入射波[9]，运用 FDTD 方法中常用的投盒子近远场

转换方法来获得远场值和 RCS[2,5]。 
4.1 电大尺寸 PEC 球的双站 RCS 

PEC 球半径为 5 m，入射波为沿着 z 方向传播

的频率为 300 MHz 的时谐平面波，电场沿着 x 方向

极化。图 4 显示的是 PEC 球的 H 面双站 RCS，其

中 CMRTD，MRTD 方法的空间采样率为每波长

10 个点，FDTD 方法的空间采样率为每波长 20 个

点。由图 4 可见，CMRTD 结果和 FDTD 结果与解

析解基本吻合，而 MRTD 结果与解析解吻合较差。

表 1 分别列出了 FDTD，MRTD 和 CMRTD 方法
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的空间步长(网格尺寸)、时间步长、总的网格计算

空间、总时间步和计算时间，所有仿真均在惠普工

作站(8 核，2.27 GHz CPU 和 16 G 内存)上进行，

计算时间包括变量初始化、近场计算、远场及 RCS
计算的时间。从表 1 和图 4 中可以得出： 

 

图 4 PEC 球的 H 面双站 RCS 

表 1 CMRTD，MRTD 及 FDTD 方法的统计比较 

方法 FDTD MRTD CMRTD 

空 间 步 长

(m) 
0.05 0.1 0.1 

时 间 步 长

(ns) 
1/12 0.1 0.1 

计算空间 

(网格) 
252×252×252 156×156×156 156×156×156 

总时间步 5000 5000 5000 

计算时间(s) 181977.8 63865.7 80740.3 

 
(1)相对传统的 FDTD 方法，CMRTD 方法在

网格尺寸扩大 1 倍的情况下，计算空间大约节省

76%，计算时间减小约 56%，但计算精度却稍微有

所提高，这充分说明 CMRTD 方法能够节省计算机

内存、提高计算效率，在处理电大尺寸目标方面具

有优越性； 

(2)相对一般的 MRTD 方法，CMRTD 方法可

以在采用相同网格划分的情况下，大大提高计算精

度，但计算时间要多，这主要是因为变形网格的特

殊处理增加了计算量。 

4.2 NASA 金属杏仁体的后向散射单站 RCS 
NASA 杏仁体是美国电磁程序代码联合会

(EMCC)的定标体，其几何外形定义见表 2[18]。假

设杏仁体长度为 9.936 inch 即 25.23744 cm，材质

为金属铝，入射波为频率为 3 GHz 的正弦波。图 5
比较了 HH 极化方式下 NASA 金属杏仁体 MRTD，

CMRTD 的单站 RCS 以及实测结果(中国航天科工

集团 207 所提供)，横坐标表示的是 xOy 平面的入

射方位角，其中 0o方位角表示指向杏仁体尖端的方

向。表 3 分别列出了 MRTD 和 CMRTD 方法的空

间步长、时间步长、总的网格计算空间、单个方位

角计算时的总时间步和计算时间。由图 5 可见，

CMRTD 计算结果与实测结果更加吻合，这再次证

明了，在与 MRTD 方法相同的网格划分情况下，

CMRTD 方法能够明显提高计算的精度。 

表 2 NASA 杏仁体几何外形定义 

半椭球面： 
0.416667 0t− < <  
π ψ π− < <  

半椭圆尖顶拱形： 
0 0.58333t< <  
π ψ π− < <  

x dt=  x dt=  

　 　
2

0.193333 cos

     1 ( /0.416667)

y d

t

ψ=

⋅ −
 

2

4.83345 cos

     1 ( /2.08335) 0.96

y d

t

ψ=

⋅ − −⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦
 

2

0.064444 sin

     1 ( /0.416667)

z d

t

ψ=

⋅ −
 

　　
2

1.61115 sin

 1 ( /2.08335) 0.96

z d

t

ψ=

⋅ − −⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦
 

注：d(杏仁体长度)= 9.936 inch 即 25.23744 cm 

 

图 5 NASA 金属杏仁体的单站 RCS 

表 3 MRTD 和 CMRTD 方法的统计比较 

方法 MRTD CMRTD 

空间步长(mm) 5 5 

时间步长(ps) 5 5 

计算空间(网格) 108×76×64 108×76×64 

总时间步 3000 3000 

计算时间(s) 3652.6 4948.2 

 

5  结论 

根据 Daubechies-MRTD 迭代公式可以分解成

若干传统 FDTD 迭代公式的线性组合，本文将

MRTD 算法与 CFDTD 算法结合，提出了一种新的

基于 Daubechies 尺度函数的 CMRTD 方法，应用

该方法分别计算了电大尺寸 PEC 球的双站 RCS 以

及 NASA 金属杏仁体的后向散射单站 RCS。数值

结果表明，CMRTD 方法不仅保持了 MRTD 方法

的计算效率高、节省计算资源等优良特性，而且由

于应用了共形技术，计算精度显著提高，可以有效

解决电大尺寸复杂目标的电磁计算问题，其应用前

景非常广阔。 
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