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共形阵列天线 MUSIC 算法性能分析 

齐子森    郭  英    王布宏    龚  成 
(空军工程大学电讯工程学院  西安  710077) 

摘  要：该文在建立了三维共形天线阵列流形的数学模型基础上，将经典高分辨波达方向(DOA)估计方法—多重

信号分类(MUSIC)算法移植到共形阵列天线中；详细分析推导了 MUSIC 算法在共形阵列天线 (锥面阵列、柱面阵

列、球面阵列)中的估计方差、克拉美-罗界(CRB)；通过计算机仿真试验对比 MUSIC 算法在面阵(均匀线阵、均匀

圆阵)与共形阵列中的性能函数以及估计方差，给出了 MUSIC 算法在不同阵列形式中 DOA 估计性能的评估与比

较，仿真结果显示 MUSIC 算法在不同阵列形式中的估计性能均随阵元个数以及信噪比的增加而变好，验证了理论

分析的正确性。 
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Performance Analysis of MUSIC for Conformal Array 

Qi Zi-sen    Guo Ying    Wang Bu-hong    Gong Cheng 
(Inst. of Telecommunication Engineering, AFEU, Xi’an 710077, China) 

Abstract: The manifold of 3D conformal array geometry is modeled and the classical high resolution 
Direction-Of-Arrival (DOA) estimation method—Multiple Signal Classification (MUSIC) algorithm is replanted 
into conformal array. The performance of MUSIC for conformal array is analyzed in detail, including its variance 
and corresponding Cramer-Rao bound (CRB). Computer simulations for the performance comparison between 
conformal array (conical array, cylindrical array, and spherical array) and planar array (uniform linear array and 
uniform circular array) are demonstrated. Some conclusions of MUSIC performance evaluation for different array 
geometry are reached. It is shown that the performance of MUSIC for different geometric arrays is improved with 
the increase of the elements’ number and SNR, which validates the theoretical analysis. 
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1  引言  

天线是无线电通信及探测系统的重要组成部分。随着人

们对目标定位精度要求的日益提高，传统的利用波束机械扫

描的测向方法，在速度、精度和分辨力上都已经远远无法满

足实际应用的需要。在未来星载、机载、舰载和弹载雷达、

航天飞行器以及移动通信、声纳等领域中，共形天线阵列的

广泛使用可以节省空间、重量和减小空气阻力， 大限度地

减少天线对飞行器空气动力学性能的影响，扩展天线波束扫

描范围，实现360°的全方位覆盖，有效提升电磁兼容性能。

目前对于共形天线阵列方面的研究工作主要集中在宽频带、

低剖面共形天线单元的研制及其辐射特性的全波分析[1, 2]、

低副瓣和超低副瓣共形天线方向图的综合及其优化技术[3, 4]

等，而对经典面阵高分辨DOA估计方法在共形天线中的移植

以及其性能分析鲜有成果问世。随着DOA估计技术的发展，
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平面阵DOA估计方法已相当成熟，对相干信源的DOA估计

方法 [5, 6]也有了深入的研究。文献 [7,8]详细分析讨论了

MUSIC算法在平面阵列中DOA估计的方差和克拉美-罗界，

并以均匀线阵为例给出了仿真结果。将经典的DOA估计方法

以及其性能分析理论移植到共形阵列天线中可方便地实现

对共形阵列天线的设计和性能评估。本文首先针对共形天线

载体曲率的变化，讨论了单元方向图坐标系的旋转变换方

法，建立了三维共形天线导向矢量的数学模型；随后，以锥

面、柱面、球面为例，详细分析推导了MUSIC算法在共形天

线阵列中的估计方差以及相应的克拉美-罗界； 后，通过对

比均匀线阵、圆阵、锥面、柱面、球面等阵列的估计性能，

给出了共形天线阵列的DOA估计较之面阵DOA估计的优势

与不足，为实际共形天线的设计和性能分析提供了一些有益

的参考。 

2  共形阵列天线导向矢量建模分析 

本文所做工作均在下述假设条件下进行： 

(1)阵元个数大于信源个数(m n> )； 
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(2)噪声为零均值的高斯白噪声(空间白)，且与信号相互

独立； 

(3)信号的协方差矩阵 sR ( ]H[s E=R SS ， HS 表示S 的

共轭转置，S 为信号矢量)非奇异； 

(4)窄带远场假设； 

(5)快拍数充分大。 

在上述假设前提下，对于任意几何形状的天线阵列(如图

1 所示)，阵列阵元个数为m ，其导向矢量的数学模型[9]： 

0 1 0 2 0
T

1 2, , , , 1, ,jk jk jk
k ng e g e g e k n− − −⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦

i i m ip u p u p ua  (1) 

其中 0 2 /k π λ= ，λ 为波长； iu 为第 i 个信源入射方向单位

矢量； ( 0,1, , )i m=ig 为单元方向图； ( 0,1, , )i m=ip 为

各阵元与全局坐标系原点构成的矢量。对图1所示天线阵列

导向矢量的经典建模是将式(1)中的单元方向图 ig 简单地视

为1。而在共形天线中不同的阵元具有不同的方向图，此时： 
( , ) ( , )' ' ' '

i i i iθ φ θ φ= +i i ' i ' i ig g u g uθ θ ϕ ϕ' '                 (2a) 

(cos cos ) (cos sin ) (sin ) ',' ' ' ' '
i i i i ix' y' zθ φ θ φ θ= + −iu θ'   (2b) 

(sin ) (cos )' '
i ix' y'φ φ=− +iu ϕ'                     (2c) 

式中 x'y'z' 分别为各阵元局部坐标轴； ,' '
i iθ φ 为各阵元局部坐

标系中的俯仰角与方位角； i 'u θ 和 i 'u ϕ 为正交的单位矢量，

i 'u ϕ 为垂直于u矢量在 x'oy' 平面上投影的单位矢量， i 'u θ 为

在 z'ou 平面内垂直于u矢量的单位矢量(如图2所示)，二者为

各阵元方向图极化分量的基矢量。所以对共形天线阵列导向

矢量建模的关键是单元方向图的旋转变换，其流程如下： 

(1)建立信源方向单位矢量在全局坐标系中的坐标。 

(2)依据共形天线阵列的具体几何结构以及各阵元在共

形天线阵列中的位置关系，建立各阵元局部坐标轴在全局坐

标系中的坐标。 

(3)建立信源方向单位矢量在各阵元局部坐标系中的坐

标。 

(4)在全局坐标系中将(1)中的信源方向单位矢量(在全

局坐标系中的表示)在(2)中的各阵元局部坐标轴(在全局坐

标系中的表示)上投影。 

(5)利用(3)中坐标与4中投影的一一对应关系，建立方程

组，求解俯仰角、方位角在全局坐标系与各阵元局部坐标系

中的转换关系，完成角度在不同坐标系中的转换。 

(6)建立全局坐标系中的极化分量的基矢量( ,u uθ ϕ )和 

 

图 1 任意几何         图 2 局部坐标系中      图 3 锥面共 

形状的天线阵列        信源入射矢量坐标       形阵列天线 

各阵元局部坐标系中的极化分量的基矢量( ,i ' i 'u uθ ϕ )。 

(7)依据(2)中得到的坐标系转换关系将 ,i ' i 'u uθ ϕ 转换到

全局坐标系中。 

(8)在全局坐标系中，利用矢量的投影运算得到(7)中的

,i ' i 'u uθ ϕ 在 ,u uθ ϕ上的投影分量。 

(9)综合(5)、(8)以及式(1)，式(2)得到共形天线阵列的导

向矢量。 

3  共形阵列天线中的 MUSIC 算法性能分析 

3.1 共形阵列天线 MUSIC 算法的估计方差和克拉美-罗界 

锥面体全局坐标以及与天线单元的位置关系(大小不成

比例)如图3[11]，由此可知锥面共形阵列几何模型：全局坐标

系原点在锥面顶点放置；阵列的方位角 [0 ~ 2 ]φ π∈ ；俯仰角

0[0 ~ /2]θ π θ∈ − ， 0θ 为圆锥母线与轴线的夹角(如图3)；各

天线单元放置如图3，天线单元成圆周形(平行于底面)均匀放

置；天线单元局部坐标如图4。柱面共形阵列几何模型：全

局坐标系如图5，全局坐标系原点在顶面圆周的圆心处；天

线单元放置如图5(大小不成比例)，天线单元成圆周形(平行

于底面)均匀放置；阵列的方位角 [0 ~ 2 ]φ π∈ ，俯仰角

[0 ~ ]θ π∈ ；天线单元局部坐标系如图4。 球面共形阵列几

何模型：全局坐标系原点在球心；阵列方位角 [0 ~ 2 ]φ π∈ ，

俯仰角 [0 ~ ]θ π∈ ；天线单元放置如图6，天线单元成圆周形

(平行于全局坐标系的 xoy 面)均匀放置；天线单元局部坐标

系如图4。 

 

图 4 天线单元        图 5 柱面共            图 6 球面共 

的局部坐标          形阵列天线            形阵列天线 

在上述讨论前提下，文献[7]给出了在任何阵列形式中

MUSIC 算法的估计方差和克拉美-罗界： 

H
2

1 1 1 1
musicvar ( ) {[ ] [ ( ) ] }/ ( )

2i ii ii iN
σω σ ω− − − −= +P P A A P h (3a) 

 H H H1( ) ( )[ ( ) ] ( )i i iω ω ω−= −h d I A A A A d       (3b) 

( ) d ( )/di i iω ω ω=d a                (3c) 

H H H T
2

1 1
crbvar ( ) [{[ [ ( ) ] ] } ]

2i iiN
σω − −= −D I A A A A D P  (4a) 

1[ ( ) ( )]nω ω=D d d                (4b) 

其中 2σ 表示噪声功率； ( )ii⋅ 表示取矩阵主对角线上的元素；

=A B C 表示两个同行同列矩阵( ,A B )的对应元素相

乘，得到与 ,A B同行同列的矩阵C ； iω 为对应信源方向的

空间谱，在共形天线阵列中为信源俯仰角 θ与方位角φ的函

数； HA 表示A的共轭转置； T()⋅ 表示 ( )⋅ 的共轭转置； 1( )−⋅ 表
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示矩阵的逆矩阵； ( )iωa 为导向矢量，此时视导向矢量为 iω 的

函数。由于式(3)，式(4)适用于任意阵列形式，所以获得共

形天线阵列的导向矢量和对其导向矢量求导是对共形阵列

天线估计性能分析与评估的难点与关键。共形天线导向矢量

中 iω 无法确定，由文献[7]对任何阵列形式的 MUSIC 算法估

计方差和克拉美 -罗界的推导与证明过程可知 iω 为使
H H( ) ( ) 0i iω ω =a GG a 的参数，在共形阵列天线中导向矢量

为俯仰角和方位角的函数， H H( , ) ( , ) 0i i i iθ φ θ φ =a GG a 也成

立。所以在共形天线阵列中可用俯仰角或方位角将式(3)，式

(4)中的 iω 代替。结合式(3)，式(4)估计信源俯仰角 θ的方差

和克拉美-罗界为(对方位角的估计方差和克拉美-罗界同理

可得)： 
2

1 1 H 1 1
musicvar ( ) {[ ] [ ( ) ] }/ ( )

2i i ii ii iNθ
σθ σ θ− − − −= +P P A A P h (5a) 

 H H 1 H( ) ( )[ ( ) ] ( )i i iθ θ θ−= −h d I A A A A d       (5b) 

( ) d ( )/di i iθ θ θ=d a                (5c) 
2

H H 1 H T 1
crbvar ( ) [{[ [ ( ) ] ] } ]

2i i iiNθ
σθ − −= −D I A A A A D P (6a) 

1[ ( ) ( )]nθ θ=D d d                (6b) 

对应已给的导向矢量求解流程，可得锥面、球面、柱面共形

阵列天线的导向矢量。 

由式(1)~式(2)可知，共形天线的导向矢量为方位角与俯

仰角的函数，对导向矢量求导可分为对俯仰角和对方位角分

别求偏导。对导向矢量(以锥面阵列为例，柱面、球面阵列同

理)的求导(以对俯仰角求偏导为例，对方位角求偏导同理)

如下： 
0 1 0 2

00 1

00 2

1 2

T
1

T
2

( ) d ( )/d ( , ) {[ , ,

        , ] }/ =[ ( )/ ,

        ( )/ , , ( )/ ]

jk jk
i i i

jkjk

jkjk

d e e

e e

e e

θ θ θ θ φ

θ θ

θ θ

− −

−−

−−

= = = ∂

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂

p u p u

p up u
n

p up u
n

d a a g g

g g

g g

m

m  (7a) 
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00
0( )/ ( ) ( )/jkjk

i
e e jkθ θ−−∂ ∂ = − ⋅∂ ∂i ip up u p u     (7c) 

sin cos sin sin cosx y zθ φ θ φ θ= + +u         (7d) 

'
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式中 ()/ θ∂ ⋅ ∂ 表示对 ()⋅ 求俯仰角 θ的偏导；u 表示信源方向

的单位矢量。  

综合式(5)~式(7)可得 MUSIC 算法在共形阵列天线中对

俯仰角 θ的估计方差和克拉美-罗界(同理可得对方位角φ 的

估计方差和克拉美-罗界)。定义共形天线 MUSIC 算法对信

源俯仰角 θ 估计的性能函数为(对方位角估计的性能函数同

理可得)： 
H H 1 H

crb music

T 1 1 2 1 H 1 1

eff var /var ( )[{[ [ ( ) ] ]

      } ] /{[ ] [ ( ) ] }
i i i i

ii ii ii

θ θ θ θ

σ

−

− − − − −

= = −

+

h D I A A A A D

P P P A A P (8) 

3.2 共形阵列天线 MUSIC 算法估计性能仿真 

选择导向矢量为全局坐标系中uθ 方向的极化分量(uθ
为在 zou 平面内垂直于 u矢量的单位矢量)，对锥面、柱面、

球面阵列的 MUSIC 算法估计性能进行计算机仿真试验(为

了方便与面阵进行比较，本文对共形天线阵列俯仰角的估计

性能进行分析与比较)。 

以锥面、柱面、球面共形天线阵列为例分别进行仿真试

验；独立信源条件下，信源数为 2；阵元放置情况为：锥面

阵列从低面开始，柱面与球面阵列从 xoy 面圆周开始，各圆

周间隔半个波长且具有等数目阵元，共分 4个圆周均匀放置；

单元方向图 'sini iθ=g ， '
iθ 为信源方向在阵元局部坐标系中

的俯仰角；信源的相关系数 p 分别取 0,0.5,0.7,0.9 ；角度间

隔为 /6π ；阵元个数取 32 ；变信噪比 [ 10dB ~ 20dB]− ； 仿

真结果见图 7，图 8，图 9。 

 

图 7 锥面共形阵列的 MUSIC    图 8 柱面共形阵列的 MUSIC 

算法性能函数与信噪比、        算法性能函数与信噪比、 

信源相关性的关系               信源相关性的关系 

 

图 9 球面共形阵列的 MUSIC 算法性能 

函数与信噪比、信源相关性的关系 

4  平面阵列与共形阵列 MUSIC 算法的性能比较 

仿真前提：独立信源；角度间隔为 /6π ；阵元数为 32 ；

变信噪比 [ 10dB ~ 20dB]− ；共形阵列的阵元放置与单元方向

图 ig 情况同上述仿真；线阵均匀放置；阵元间隔半个波长；

圆阵阵元成半径为10 ≤个波长的圆周均匀放置；仿真结果见

图 10，图 11。 

对比 MUSIC 算法在共形阵列天线与平面阵列中估计性

能，可得结论如下： 

(1)共形阵列天线获得了在角度覆盖上的巨大优势。锥

面、柱面、球面均能实现方位角的 360 覆盖，柱面、球面共

形天线阵列的俯仰角为 180 ~ 180− ，锥面共形天线阵列的 
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图 10 MUSIC 算法在共形       图 11 MUSIC 算法在共形 

阵列以及均匀线阵、圆阵        阵列以及均匀线阵、圆阵 

中性能函数与信噪比的关系      中估计方差与信噪比的关系 

俯仰角覆盖范围也大于180 。而平面阵列中，线阵的角度估

计范围为 90 ~ 90− ，圆阵的方位角覆盖范围为 360 ，而其

俯仰角范围为 90 ~ 90− 。 

(2)在低信噪比的情况下( 0dB< )，共形天线中 MUSIC

算法的性能函数较之平面阵有一定差距，但由仿真可以看

出，共形天线的估计方差不一定大于平面阵的估计方差。 

(3)在相同阵元数、相同几何形状载体的情况下估计性能

会随着阵元在载体上的相互位置关系不同而不同。为了获得

较好的估计性能，在保证角度覆盖范围的前提下达到甚至超

过平面阵的估计性能，对阵元相互位置关系的约束有待进一

步研究。 

(4)信源相关性对共形阵列的估计效果影响较大。 

5  结束语 

本文首先给出单元方向图的坐标旋转方法，建立了共形

天线导向矢量的数学模型；在此基础上将高分辨 DOA 估计

方法——MUSIC 算法移植应用在共形阵列天线中，并详细

分析推导了 MUSIC 算法在共形阵列天线中的估计性能；

后通过与平面阵列的估计性能对比，给出了共形阵列天线

DOA 估计的优缺点。由于对于共形阵列天线中阵元位置的

相互关系一直都没有较为经典、科学的约束，本文是在一种

特定的阵元放置情况下展开的讨论，所以共形阵列天线的阵

元结构有待进一步的优化，以期待获得更好的估计效果。 
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