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基于停止集的喷泉编码有限长性能估计 
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摘  要：喷泉编码是一类基于删除信道、面向数据分组的前向纠错编码技术。该文分析了停止集的尺度分布对固定

码率喷泉编码解码性能的影响，提出了一种估算低误码条件下喷泉编码有限长性能的方法以及一种低复杂度的停止

集尺度分布搜索算法。比较结果表明，该文给出的喷泉码解码性能上下界与实际仿真结果非常接近。 
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Finite Length Analysis of Fountain Codes Based on Stopping Set 
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Abstract: Digital Fountain is a packet oriented FEC technology for erasure channels. And the performance of 
fountain codes is limited by the distribution of stopping sets. In the paper, a pair of bounds was proposed to 
estimate the decoding failure probability of finite length fountain codes. And a search algorithm of low complexity 
was presented to get the stopping set distribution. The comparisons show that the upper and lower bounds are very 
close to the simulation results. 
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1  引言  

喷泉编码是近年来发展起来的一类前向纠错编码技术，

它将带有检错机制的分组交换信道等效为删除信道，将传统

纠错编码的处理对象拓展到了数据分组，形成了一种高效可

靠的前向纠错机制 [1 3]− 。要得到喷泉编码的解码性能，最常

用的方法是采用传统的蒙特卡罗仿真，但蒙特卡罗方法的计

算量较大，当信道误码较低时需要耗费大量仿真时间。 

密度推演是目前较为完善的一类分析喷泉编码性能的

理论方法，如文献[4]提出的基于异或树的分析方法可以根据

固定码率喷泉编码变量节点及校验节点的维度分布计算出

其在码长无限长、各节点满足独立性假设的理想条件下的解

码性能。但喷泉编码的性能受码长变化的影响相当大，而上

述方法对码长有限条件下的性能估计则无能为力。 

文献[5]给出了一种分析有限长 LDPC 码在 BEC 下性能

的方法，该方法可用于估算给定二分图维度分布和码长的

LDPC 码集的平均性能。平均性能，指的是符合上述参数的

所有码集解码性能的期望。考虑到即便参数相同，不同构造

方法得到的喷泉码性能也会存在较大差异。因此，对于估计

已给定喷泉码的性能，上述方法同样存在较大的估计偏差。 

本文通过分析喷泉编码的停止集尺度分布对其解码性

能的影响，提出了一种估算喷泉编码有限长性能的方法。本
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文在第 2节首先讨论了上述性能估计方法所需参数的取值范

围，并据此给出了一组喷泉码解码性能的上下界，可用于计

算有限长喷泉码解码的失败概率。第 2 节还给出了一种基于

维度分布的搜索算法，用于搜索给定喷泉码停止集的尺度分

布。本文的第 3 节给出了上述解码性能界计算的理论值与喷

泉码实际仿真结果的比较。 

2  基于停止集尺度分布的喷泉码性能估计 

喷泉编码一般采用置信度传播算法进行解码 [1, 6, 7] 。将

固定码率喷泉码的H矩阵进行映射，可以得到形如图 1 的生

成图。其中，左侧圆形节点称为变量节点，对应H矩阵的一

列；右侧矩形节点称为校验节点，对应H矩阵的一行。在删

除信道模型中，生成图的每个变量节点(分别对应一个数据包)

或者被删除，或者确知其正确值，因此对应的置信度也只有

“0”或“±∞ ”三种取值。引入停止集的概念可以描述上

述解码特性，停止集[5]S 是满足如下条件的变量节点的集合：

任意与 S 所包含变量节点相连的校验节点，都连接到 S 至少

2 次。停止集所包含的变量节点的数量称为停止集的尺度。

如图 1 中集合 2 6 9{ , , }v v v 是尺度为 3 的停止集。当一个停止

集所包含变量节点全部被删除时，其所对应的所有校验关系

均至少有 2 个变量节点被删除，因此该停止集完全无法被恢

复。 

定义 ( )N i 表示任意 i 个变量节点组成的集合当中，至少

包含 1 个非空停止集的节点集合的数量，则喷泉码解码的失

败概率可以表示为 
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图 1 {v2, v6, v9}为停止集 

解码失败 个变量节点被删除{ } ( )/ i
n

i

p P i N i C=∑     (1) 

其中n 为喷泉码的码长， ( )/ i
nN i C 表示在 i 个变量节点被删

除的条件下，解码失败的概率。容易看出， ( )N i 的取值范围

在 0~ i
nC 之间，因此式(1)的一般形式又可写成 
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其中 δ 为解码前误包率，即变量节点的删除概率。 

2.1 对N i( )分布的估计 

要根据式(2)计算喷泉码的解码性能，需要先获知 ( )N i

的分布(即 i 取不同值时 ( )N i 的取值)。但精确计算 ( )N i 的分

布需要遍历搜索全部 i
nC 个变量节点的集合，其复杂度会随 i

的增大指数上升。 

当喷泉码停止集的尺度分布 ( )S i 已知时，可以用 ( ),S i  

i j≤ 来估计 ( )N j 的取值。其中 ( )S i 表示尺度为 i 的停止集

的数量。定义 ( , )M i j 为满足下述条件的集合： ( , )M i j 中的

每个元素都是由 j 个变量节点组成的集合，且每个元素至少

包含 1 个尺度为 i 的停止集。又定义 size( )A 表示集合 A 中元

素的个数，回顾 ( )N i 的定义，容易看出 

1

( ) size ( , )
j

i
N j M i j

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∪               (3) 

对给定的 , ( )i j i j< ， ( )size ( , )M i j 表示包含任一尺度 i 停止

集的 j 个节点的取法的总数。对任一确定的尺度 i 停止集，

包含其 j 个节点有 j i
n iC −
− 种取法，考虑其中被重复统计的取法

数量，可以得到 
( )( 1)2

( ) ( 1)( ) size ( , ) ( )j ij i j i
n i S i n in iS i C C C M i j S i C− +− −
− −− +− ≤ ≤    (4) 

式(4)的两边省略了 ( )size ( , )M i j 展开式中对被重复统计的取

法数量的部分修正。其中 ( 1)2
( ) ( 1)

j i
S i n iC C − +

− + 项为同时包含 2 个尺度

i 停止集导致被重复统计的取法数量的修正值，该修正值在

所包含的 2 个停止集仅有 1 个变量节点不同时取最大值，此

时包含上述 2 停止集的取法共有 ( 1)
( 1)

j i
n iC − +
− + 种。更高阶的修正

项即对同时包含 3个或更多停止集而被重复统计的取法数量

的修正在式(4)两边均被忽略。若 i j= ，则有 
( )size ( , ) ( )M j j S j=                (5) 

由式(3)-式(5)可得 
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上式中 ( )1max ( ),i j A i B≤ < 表示 1,2, , 1( ) i jA i = − ，B 中的最大值， 

( )min ,A B 则表示 A, B 中的最小值。 

2.2 基于停止集尺度分布的解码性能上下界 

将式(6)代入式(2)，可以得到喷泉码解码失败概率的上

下界如下，其中 k 为原始信息节点的数量。 
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下面将对 ( )S i 的取值范围进行讨论。如图 2 所示，在停

止集的尺度分布 ( )S i 中，i 实际的取值范围应为 [0, ]n ，对于

任意给定(H矩阵已知)的喷泉码，可以得到 0j 和 2j 满足下述

条件： 

 

图 2 i 的取值范围 

当 0i j< 时， ( ) 0S i = ，则根据式(6)可知， ( ) 0N i = ；

(例： (0) 0S = ， (1) 0S = )。 

当 2i j> 时， ( ) i
nN i C= ，因此无需再关注 ( )S i 的取值；

(例：当 2j n k= − 时，只要被删除变量节点数大于 2j ，则解

码必然失败，因此 i
nC 种取值皆包含停止集)。 

当 0 2j i j≤ ≤ 时，0 ( ) i
nS i C≤ < ，且 0 ( ) i

nN i C< < 。此

时需要根据式(6)估计 ( )N i 的取值范围。 

再引入变量 1j 满足 1 20 1j j≤ ≤ + 。假定当 1 2j i j≤ ≤

时， ( )S i 未知，此时令 ( )S i 分别等于 i
nC 或 0，代入式(8)，

式(10)，则喷泉码解码失败概率的上下界可写成 
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下面给出有关上述解码失败概率上下界的一些性质。 
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当 1 0j j> 时， 0 0 0( ) ( ) ( ) 0U LN j N j S j= = > ，因此，令
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 性质 2  对给定构造的喷泉码，即 0j 和 2j 确定， upper(p  

lower)p− 随着 1j 的增大而递减。 
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又∵当 1 2 1, ( ) 0j
n Uk j k C N j≤ ≤ − − ≥ ，代入式(16)，

可得 

1 2( ) ( ) 0p k p kΔ −Δ ≥       证毕 

由性质 1 可知，只要至少 1 个大于零的 ( )S i 已知(本文假

定尺度小的 ( )S i 总是被优先知道，即若 0( )S i 已知，则

0( | )S i i i< 也已知。考虑到实际应用中 ( )S i 计算复杂度与 i

的关系(参见 2.3 节，可以认为上述假定是合理的)，将已知

的 ( )S i 代入式(12)，式(14)，即可得到喷泉码解码失败概率

的上下界，且随着信道误包率的降低，该上下界将快速收敛

至解码失败概率的真实值。 

由性质 2 可知，上述失败概率上下界的估计误差会随着

1j 的增大(即已知的 ( )S i 越多)逐渐减小。 

2.3 停止集尺度分布的获取 

要获取停止集的尺度分布 ( )S i ，也可以采用遍历搜索的

方式，但这种方法的计算量过于巨大。文献[8]给出了一种在

给定维度分布及码长的图码码集中估算停止集分布期望的

方法。但即便维度分布、码长等参数均相同，不同的构造方

法产生的停止集尺度分布也存在较大差异，从而导致了解码

性能的差异。本文希望能够对给定构造喷泉码的性能作出估

计，因此需要统计精确的停止集尺度分布。 

根据停止集的定义，容易证明，当 0 02j i j≤ < 时，同一

停止集中任意两个变量节点必然可以找到一条路径互相连

接，且该路径所经过的所有变量节点均包含于该停止集。定

义满足上述条件的停止集为连通停止集。而当 02i j≥ 时，一

个停止集或者本身即是连通停止集，或者是若干个交集为φ

的连通停止集的并集。 

对连通停止集，可以采用下述算法简化搜索的计算量(假

定喷泉码生成图中变量节点数为 n，校验节点数为 k，当前

搜索尺度为 j)： 

(1)对生成图进行预搜索，得到每个变量节点 iv 的相邻变

量节点集(以下简称邻点集)。相邻变量节点，是指该节点与 iv

连接到同一校验节点，参见图 3， 1 2 4 5 6{ , , , , }v v v v v 是 3v 的邻

点集。 

(2)对尺度为 j 的变量节点集合： 0 1 1{ , , , }js s s − ，按下述

步骤遍历： 

(a)令 0s 遍历 iv ， 0,1, , 1i n= − ； 

(b)对任意 0s ，令 1s 遍历 0s 邻点集中下标大于 0s 的所有

变量节点：如图 3，当 0 3s v= 时， 1 4 5 6, { , , }i is v v v v v= ∈ ； 

(c)类似地，对任意 0 1{ , }s s ，令 2s 遍历 0s ， 1s 邻点集的

交集中下标大于 0s 的所有变量节点：如图 4，当 0 3,s v=  

1 5s v= 时， 2 4 6 7 8, { , , , }i is v v v v v v= ∈ ； 

(d)重复上述步骤直至完成对 1js − 的遍历； 

(e)对任意 0 1 1{ , , , }js s s − ，检验其是否为停止集： 

令 0, 0,1, , 1ic i n k= = − − ； 

对所有 0 1 1{ , , , }i jv s s s −∈ 循环； 

对上述 iv 所有邻接校验节点 mc 循环，令相应 mc ++； 

 

图 3 v3的邻点集       图 4 v3，v5邻点集的交集 
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if 1mc ≠ ，对 0,1, , 1m n k= − − 都成立，则 0 1{ , ,s s  

1, }js − 为停止集； 

(f)完成检验。 

(3)完成搜索。 

上述搜索算法可以将尺度为 j 的停止集的搜索计算量由

( )jO n 降低至 1( ( ) )jO n l r −⋅ ，其中 l 和 r 分别为喷泉码生成图

中变量、校验节点的平均维度。由于喷泉码生成图通常为稀

疏图，即 l 和 r 远小于 n，因此该算法可以有效降低搜索的

计算量。 

3  基于停止集的喷泉码性能界与仿真结果比较 

图 5，图 6 给出了对 2.2 节性能界的计算结果与喷泉码

性能实际仿真结果的比较。其中，喷泉码参数为 ( , )n k =  

(256,224)，码率 7/8，变量节点维度分布取典型值 0.125x +  
2 30.75 0.125x x+ ，采用 PEG 算法[9]构造。 

图 5 为当 1 2j = 时，由停止集尺度分布上下界式(11)，

式(13)求得的解码失败概率。由于 1 0 2j j= = ，上下界在低

误码时并不收敛，符合对性质 1 的分析；图 5 中同时给出了

用密度推演求得的给定码率和维度下无限码长喷泉码的理

想性能，可以看出与有限长性能存在很大偏差。 

图 6 为当 1j 依次取 3,4,5,6 时，由上下界公式求得的解

码失败概率。由图中可以看出，当满足 1 0j j> 时，该上下界

随误包率的降低逐步收敛到真实的解码失败概率，并且 1j 越

大(即已知的 ( )S i 越多)，收敛速度越快。当 1j 增大时，下界

曲线的变化幅度很小，在图 6 中几乎完全重合。由比较结果

可以看出，本文给出的停止集尺度分布上下界，与实际的仿

真结果非常接近。 

 

图 5  j1=2, 上下界不收敛           图 6  j1=3,4,5,6， 

上下界逐步收敛 

4  结束语 

本文给出的喷泉码解码性能上下界，可以通过小尺度

停止集的分布，精确估计出固定码率喷泉码在低误包率时的

解码性能，解决了传统的蒙特卡罗仿真方法在低误包率时仿

真计算量巨大的问题。文中提出的基于维度分布的停止集搜

索算法，有效降低了获取小尺度停止集分布的计算量，从而

降低了上述性能估计方法的复杂度。 
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