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摘  要：本文提出了一种新的具有良好循环自相关特性的离散信号，即最佳三元序列偶。给出了最佳三元序列偶的

变换性质，研究了在伪随机二元序列、最佳二元序列偶以及最佳屏蔽二元序列偶基础上，通过插零法构造最佳三元

序列偶的方法，从而可以利用现有的最佳信号生成最佳三元序列偶，大大拓宽最佳信号的存在空间，进一步丰富和

完善了序列偶最佳相关信号理论。 
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Abstract: A new periodic correlation signal is presented, which is the perfect ternary sequence pair. The definitions 
of the perfect ternary sequence pair and its transformation properties are presented. A method for constructing the 
perfect ternary sequence pairs taking advantage of pseudorandom binary sequence, perfect binary sequence pair 
and the perfect punctured binary sequence pair is presented by us. As a result, it indicates that the method is 
handy and flexible. With this method more perfect signals could be obtained. These signals enrich the theory of 
sequence pair perfect discrete correlated signals. 
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1  引言  

最佳离散信号设计的一个重要原则就是使得信号的自

相关函数尽可能地逼近一个脉冲函数，以能够很容易地将信

号与它的移位信号区分开来。最佳二元序列[1]是最理想的具

有上述特性的循环相关信号，但在序列长度小于 12100 的范

围内仅仅只有长度为 4 的最佳二元序列，这远远不能满足工

程应用的要求。为了找到更多的适合工程应用的循环相关信

号，人们又在改变二元序列和信号最佳循环相关条件下先后

研究提出了几乎最佳二元序列[2]、奇周期最佳几乎二元序

列[3]、伪随机二元序列[4]、最佳三元序列[5]等。上述这些码的

最佳性是用序列与自身时延序列的内积来表征的，这大大限

制了最佳序列码的存在空间，为了克服这一局限性，人们又

相继研究提出了最佳二元序列偶[6]、最佳屏蔽二元序列偶[7]、

几乎最佳二元序列偶[8]、伪随机二元序列偶[9]、并元序列

偶[10]、奇周期最佳几乎二进序列偶[11]等。序列偶中两个序列
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的互相关函数定义为这个序列偶的自相关函数，并以此来表

征序列偶的最佳循环相关特性。由于序列偶同样是具有良好

周期相关特性的离散信号，因而可广泛应用于通信、雷达、

导航、信号处理等系统中，其方法是在系统中任选序列偶中

的一个序列作为传输信号，而用另一个序列作为接收机的本

地序列，通过计算序列偶的自相关函数来达到提取信息的目

的。本文则提出了一种新的具有循环周期自相关特性的离散

信号，即最佳三元序列偶。第 2 部分给出了其相关定义；第

3 部分研究给出了最佳三元序列偶的变换性质；第 4、5、6

节分别探讨了最佳三元序列偶与伪随机二元序列、最佳二元

序列偶、最佳屏蔽二元序列偶之间的关系，给出了利用已知

最佳信号构造最佳三元序列偶的方法；文章最后，研究了最

佳三元序列偶的周期乘积构造方法，从而可以利用已知的低

阶序列偶来构造高阶的最佳三元序列偶。 

2  基本定义 

定义 1  设 [ (0), (1), , ( 1)]X x x x n= − 和 [ (0),Y y=  

(1), , ( 1)]y y n − 是周期为 n 的两个序列，称 X 和 Y 为序列

偶，记为(X, Y)；若 X 和 Y 中元素取值为±1，则称序列偶

(X, Y)为二元序列偶；若 X 和 Y 中元素取值为±1 和 0，则
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称序列偶(X, Y)为三元序列偶。 

定义 2[6]  周期为 n的序列偶(X, Y)的周期自相关函数定

义为 

[ ]
1

( , )
0

( ) ( ) ( )
n

X Y n
i

R u x i y i u
−

=
= +∑        (1) 

其中 0 1u n≤ ≤ − ， [ ] ( )modn n⋅ = ⋅ ，下同。 

定义 3[6]  若周期为 n的二元序列偶(X, Y)的周期自相关

函数满足： 

( , )

0, 0
( )

0 , 0X Y

E u
R u

u

⎧ ≠ =⎪⎪⎪= ⎨⎪ ≠⎪⎪⎩
         (2) 

则称二元序列偶(X, Y)为最佳二元序列偶。 

定义 4  若周期为 n 的三元序列偶(X, Y)的周期自相关

函数满足： 

( , )

0, 0
( )

0 , 0X Y

E u
R u

u

⎧ ≠ =⎪⎪⎪= ⎨⎪ ≠⎪⎪⎩
         (3) 

则称三元序列偶(X, Y)为最佳三元序列偶。 

定义5[7]  序列 [ (0), (1), , ( 1)]X x x x n= − 的p-屏蔽序列

[ (0), (1), , ( 1)]Y y y y n= − 为 

0,             
( )

( ),          

j p   
y j

x j j N p−

⎧ ∈⎪⎪⎪= ⎨⎪ ∈⎪⎪⎩

个屏蔽位

非屏蔽位
    (4) 

 p 为序列 X 中的屏蔽位数，如果 x(j)
 
={−1,1}，p-屏蔽

序列 Y 为 p-屏蔽二进序列，(X,Y)称为屏蔽二进序列偶。 

定义 6[7]  周期为 n 的序列偶(X,Y)的周期自相关函数

R(X,Y)(u)为 
1

( , )
0

( ) ( ) ( ),
n

X Y
i

R u x i y i u
−

=
= +∑   0 ≤ u ≤ n−1 (5) 

如果屏蔽序列偶的周期自相关函数 R(X,Y)(u)满足以下条件： 

( )( , )

0,       0 mod
0,             X Y

E m N
R m

⎧⎪ ≠ ≡⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩ 其它
    (6) 

则称二进序列偶(X,Y)为有 p 个屏蔽位的周期最佳屏蔽二进

序列偶，简称为最佳屏蔽二进序列偶。 

3  最佳三元序列偶的变换性质 

设(X,Y)为周期 n 的最佳三元序列偶，(X1,Y1)为其变换

序列偶，则有如下性质： 
性质 1 (互易变换)  若序列偶 1 1( , )X Y 满足 1( ) ( )x i y i= ，

1( ) ( )y i x i= ，0 1i n≤ ≤ − ，则序列偶 1 1( , )X Y 为最佳三元序

列偶。 

性质 2(负元变换)  若 1 1( ) ( ), ( ) ( ),0x i x i y i y i i= − = − ≤  

1n − ，则有序列偶(X1,Y1)为最佳三元序列偶。 

性质 3(线性相位变换 )  若 1 1( ) ( 1) ( ), ( )ix i x i y i= − =  

( 1) ( ),0 1i y i i n− ≤ ≤ − ，则有序列偶(X1,Y1)最佳三元序列

偶。 

性质 4(逆序变换 )  若 1 1( ) ( 1 ), ( ) (x i x n i y i y n= − − =  

1 ),0 1i i n− − ≤ ≤ − ，则有序列偶(X1,Y1)为最佳三元序列

偶。 
性质 5 (循环移位变换)  若序列偶 1 1( , )X Y 满足 1( )x i =  

( )x i u+ , 1( ) ( )y i y i u= + ， 0 1, 0 1,i n u n≤ ≤ − ≤ ≤ −  

( )modi u i u n+ +按 取值，则序列偶 1 1( , )X Y 为最佳三元序列

偶。 
性质 6 (完全采样变换)  若序列偶 1 1( , )X Y 满足 1( )x i =  

( )x ki ， 1( ) ( )y i y ki= ， 0 1i n≤ ≤ − ，k 为整数，且 k 与 n

互素，则序列偶 1 1( , )X Y 为最佳三元序列偶。 

性质 1～性质 6 易由最佳三元序列偶的定义证明，在此

省略。 

4  最佳三元序列偶和最佳二元序列偶的关系 

定理 1  设序列偶(X,Y)为周期为 n 的最佳二元序列偶，

在序列偶(X,Y)中序列 X 和序列 Y 中每个元素后均插入 k 个

零元素，则新生成的序列偶(X1,Y1)为最佳三元序列偶。 

证明  设 ( (0), (1), , ( 1))X x x x n= − ， ( (0), (1),Y y y=  

, ( 1))y n − 为最佳二元序列偶(X,Y)中的两个构成序列，则

有序列偶(X1,Y1)中的两个构成序列为 
1 1 1 1( (0), (1), , ( ( 1) 1))

( (0),0, ,0, (1),0, ,0, , ( 1),0, ,0)
k k k

X x x x n k

x x x n

= + −

= −  (7) 

1 1 1 1( (0), (1), , ( ( 1) 1))

( (0),0, ,0, (1),0, ,0, , ( 1),0, ,0)
k k k

Y y y y n k

y y y n

= + −

= −  (8) 

即有 

1

1

( ) ( ), ( 1), 0 1

( ) 0,

x i x m i m k m n

x i

⎧ = = + ≤ ≤ −⎪⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩ 其他
   (9) 

1

1

( ) ( ), ( 1), 0 1

( ) 0,

y i y m i m k m n

y i

⎧ = = + ≤ ≤ −⎪⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩ 其他
  (10) 

则有序列偶(X1,Y1)的自相关函数为 

1 1

( 1) 1

( , ) 1 1
0

( ) ( ) ( )
n k

X Y
i

R u x i y i u
+ −

=
= +∑  

又因为序列偶(X,Y)为周期为 n 的最佳二元序列偶，则由定

义 3 有 

( , )
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( )

0 ,  0X Y

E u
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u
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(1)当 0u = 时，有 
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0
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i
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−
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∑
 

(2)当 ( 1),  1 1u m k m n= + ≤ ≤ − 时，有 

1 1

( 1) 1
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1
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n k

X Y
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(3)当 ( 1) ,0 1,1u m k j m n j k= + + ≤ ≤ − ≤ ≤ 时，有 
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综上有 

1 1( , )

0, 0
( )

0, 0X Y

E u
R u

u

⎧ ≠ =⎪⎪⎪= ⎨⎪ ≠⎪⎪⎩
 

所以由最佳三元序列偶的定义知，序列偶(X1,Y1)为最佳

三元序列偶。                                   证毕 

5  最佳三元序列偶和最佳屏蔽二元序列偶的关系 

定理 2  设序列偶(X,Y)为周期为 n 的最佳屏蔽二元序

列偶，在序列偶(X,Y)中序列 X 和序列 Y 中每个元素后均插

入 k 个零元素，则新生成的序列偶(X1,Y1)为最佳三元序列

偶。 

定理 2 的证明类似于定理 1 的证明，故在此省略。  

6  最佳三元序列偶和伪随机二元序列的关系 

伪随机二元序列[12]是一种长度为 n，序列中“＋1”和

“－1”的元素分别为 ( 1)/ 2n + 和 ( 1) / 2n − ，而且序列的

异相自相关函数值恒为－1。 

定理 3  设序列 X 为周期为 n 的伪随机序列，将序列中

“－1”元素置为“0”得到序列 Y，即有 

1,    ( ) 1
( )

0,  ( ) 1

1 ( ( ) 1)
2

x i
y i

x i

x i

⎧ =⎪⎪⎪= ⎨⎪ = −⎪⎪⎩

= +              (11) 

再在序列 X 和序列 Y 中每个元素后均插入 k 个零元素后分

别生成序列 X1 和序列 Y1，则由其构成的序列偶(X1,Y1)为最

佳三元序列偶。 

证明  因为序列 X 为周期为 n 的伪随机序列，则有 

,  0
( )

1,  0XX

n u
R u

u

⎧⎪ =⎪⎪= ⎨⎪− ≠⎪⎪⎩
            (12) 

并且序列中“＋1”和“－1”的元素分别为 ( 1)/ 2n + 和

( 1)/ 2n − 。又有序列 X 和序列 Y 的互相关函数为 
1
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0

1 1
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−
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∑ ∑
 

(1)当 0u = 时，结合式(12)和伪随机序列的特性有 
1 1

( , )
0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1

= ( 1)
2

n n

X Y
i i

R u x i x i u x i

n

− −

= =
= + +

+
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(2)当 0u ≠ 时，结合式(12)和伪随机序列的特性有 
1 1

( , )
0 0

1 1( ) ( ) ( ) ( ) 
2 2
1= ( 1 1) 0
2

n n

X Y
i i

R u x i x i u x i
− −

= =
= + +

− + =
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综合(1)和(2)有 

( , )

1
( 1),  0

2( )
0,          0

X Y

n u
R u

u

⎧⎪⎪ + =⎪⎪= ⎨⎪⎪ ≠⎪⎪⎩

         (13) 

下面的证明过程类似于定理 1 的证明，故在此省略。            

证毕 

7  最佳三元序列偶的周期乘积构造法 

本节将研究利用两个最佳三元序列偶构造新的高阶最

佳三元序列偶的方法。 

设序列偶(X1,Y1)的周期长度为 n1，序列偶(X2,Y2)的周

期长度为 n2，如果 n1和 n2互素，则这两个序列偶的周期乘

积序列偶(X,Y
 
)为 1 2X X X= × ， 1 2Y Y Y= × 。 

定理 4  如果周期长度为 n1 的序列偶(X1,Y 1)和周期长

度为 n2的序列偶(X2,Y2)均为最佳三元序列偶，并且 n1 和 n2

互素，则它们的周期乘积序列偶(X,Y
 
)为最佳三元序列偶。 

证明  周期乘积序列偶(X,Y
 
)的自相关函数为 

1 2

1 2

1

( , )
0

1

1 2 1 2
0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n n

X Y
i

n n

i

R u x i y i u

x i x i y i u y i u

−

=
−

=

= +

= + +

∑

∑
 

由于 n1 和 n2互素，因此上式在每一个周期 n1 n2中，所有可

能的乘积 1 1( ) ( )x i y i u+ 或 2 2( ) ( )x i y i u+ 仅仅出现一次，故上

式即为 
1 2

1 1 2 2

1 1

( , ) 1 1 2 2
0 0

( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 

( ) ( )

n n

X Y
i j

X Y X Y
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R u R u

− −

= =
= + +

=

∑ ∑
 

又因为序列偶(X1,Y1)和序列偶(X2,Y2)均为最佳三元序列

偶，则由最佳三元序列偶的定义有 
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E u
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u
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所以有 
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综上由最佳三元序列偶的定义知，序列偶(X,Y
 
)为最佳

三元序列偶。                                   证毕 
因为最佳二元序列偶是最佳三元序列偶中两个序列中

“0”元素个数均为零的特殊情况，最佳屏蔽二元序列偶是

最佳三元序列偶序列 X 的“0”元素个数为零的特殊情况，
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所以由定理 4 可以得到如下推论。 
推论 1  如序列偶(X1,Y1)为周期长度为 n1 的最佳三元

序列偶，序列偶(X2,Y2) 为 周期长度为 n2 的最佳二元序列

偶，并且 n1 和 n2互素，则它们的周期乘积序列偶(X,Y
 
)为最

佳三元序列偶。 

推论 2  如序列偶(X1,Y1)为周期长度为 n1 的最佳三元

序列偶，序列偶(X2,Y2) 为 周期长度为 n2 的最佳屏蔽二元

序列偶，并且 n1和 n2互素，则它们的周期乘积序列偶(X,Y
 
)

为最佳三元序列偶。 

使用上面的定理和推论，则可以利用已知的低阶最佳三

元序列偶、最佳二元序列偶和最佳屏蔽二元序列偶来构造高

阶的最佳三元序列偶。 

8  结束语 

本文在最佳二元序列偶、最佳屏蔽二元序列偶等研究的

基础上，提出了一种新的最佳循环相关信号，即最佳三元序

列偶。给出了最佳三元序列偶的定义和变换性质，研究了最

佳三元序列偶和最佳二元序列偶、最佳屏蔽二元序列偶、伪

随机序列之间的关系，通过文中给出的结论，可以利用已有

的最佳二元序列偶、最佳屏蔽二元序列偶以及伪随机二元序

列偶来构造最佳三元序列偶。此外，文中还研究了最佳三元

序列偶的周期乘积构造方法，从而可以利用低阶的序列偶构

造高阶的序列偶，从而进一步丰富了最佳循环相关理论。 
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